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§.  67. 


Eine  besondere  Classe  von  Integralen  bilden  die  wiederhol- 

ten  Integrale.     Verbindet  man  IgCl-f^*")  mit  —  und  integrirt,  so 
erhält  man: 

/*  \z{\-¥x^)hx       r*  ,      a:*»»-i      x^^-^      onf^-^ 

u  O 

1  <|.2fR         /»iSfii        iE^^ 

~  _(-,.m__  ^___  4-....). 

Wird  diese  Darstellung  wiederholt  mit  /  —    verbunden  und  in- 
tegrirt, so  entsteht: 

*  8jr   /*3arlg(l +a?™) 


nr 


X 


/'  1^  m-i     a^^^o^^     x'^-^  ,       ^ 

o 


Iheil  XLI. 


r  ^  '*.-.':,.:  OeUfniers'  Cib'fi'ifffsiimmtBjntegräie. 
Eben  so  erhält  man 

o 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  entsteht: 

1)     . 

/'dx   rdx        /*8£]g(Ijf^) 

u 

1  jr*«"       jr**"       a:*"» 

=  ^r  (^"— 2N^i  +  3^+1""  4^1 +  •••)  • 

Hier  soll  der  links  oben  an  das  Integralzeichen  angeschriebene 
Buchstabe  r  die  rnial  wiederholte  Division  mit  x  und  Integra- 
tion andeuten.  Wird  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  integrirt 
so  geht  Nr.  1.  über  in 

2) 

0 

I  ,    -■     ist,  so  erhält  man  aus  Nr.  1) 
und  2)  durch  Einführung  dieses  Werthes: 

,   3) 

r^^  r^dx  Pdx^      rdx  Px^-^hx 

J        xj    x'"J    xj    1  +  0?« 

0 

1  x'^m         j^Sm 

4) 

Hieraus    lassen   sich    etne    Menge    Integrale   ableiten.      Fiir 
m  =  1  ist: 

6) 

r^dx\g{\-\^x)     p^dx  p  dx      „,,  -^,    «« 


Öeiiinger:  Veöer  öetUmtnte  Integrait. 


/'t/'-^^^  =/'  t/i/iii= ^«.  «•■ 


o       •  « 


/i  dx  Pdx  ndx\^,(\+x)       r^dx  Pdx  Pix  rjsc^  _T^ 
xj    xj  X  —J      xj    xj    xj    l+jr-720' 


dx 

X 


I»  o 

=  S'(l.  1)'+». 
Ffir  m=:2  ist: 

6) 

-ig(i +*«)=/   _y^^,  =  -. 


II  o 

/^  dx  PBx  Pdx,     .        .         P^dx  Pdx  p  dx  P  xdx 

n  o 

7.7r4 


"^8.720' 

u.  s.  \v. 
I 
Behandelt  man 

jr^fn         X^^ 

lg(l-ar'»)  =  -(;r«+-^  +  -3-  +  ....) 

auf  gleiche  Weise,   so  erhält  man  durch  wiederholte  Verbindung 

Pdx 
dieser  Gleichung  mit    #   —  folgende  Darstellung: 

7) 
8) 

O 

Ferner  ist: 


4  Oettinger:    üeber  besiimmte  Integrale, 

^) 

J      xj    x'y    xj    l-^m— ;„r+i(^"'  +  2'-+i'*'3^+i+-^' 

10) 
»'+i/**3j:  Pix       Pdx  Px'^-^dx         1     ^,    ,    . 

o 

Auch  hieraus  lässt  sich  eine  beliebige  Menge  von  Integralen 
ableiten.  Setzt  man  r  =  i,  m:=il,  2«  3....  so  ergeben  sich  fol- 
gende Integrale: 

11) 

/Mg(l— a?)8a:  _  P^dx  P   dx    ___  n^ 

X  ""    t/       xJ   1— a;""       6  ' 

0  0 

X  -     V       xJ    l-a?a-      12* 

0  0 

a 

/*  lg(l— a;»)8;c   _         P^dx  P  x^dx  «« 

a:  ~      1/       :ry    l-a:»-~18' 

U  0 

/^  ig(l— a:'»)8a?  __       /*^8j?  Px'^^dx_      ^ 

O  0 

Aus  Nr. 8)  und  10)  ergibt  sich  folgende  Beziehung: 

12) 

/i  dx  Pdx        Pdx\g(l—x^) 
xJ     X  "*'J  X 

0 

»•+1/**  dx  Pdx        Px'^-^dx  1    ^, 


Ferner  ergibt  sich  hieraus  und  aus  Nr.  5)  und  6)  folgender 
Zusammenhang : 

13) 

0  e 


Oet tinger:    (Jeder  bestimmte  Integrale.  5 

o  0 

Diess  rechtfertigt  sich  leicht,  wenn  man  r=  1  in  Nr.  2)  nnd  r=l, 
^m  statt  ifi  in  Nr.  8)  setzt. 


§.  68. 
Behandelt  man 

auf  äieseXb^  Weise,  wie  in  §.  67.  geschah,  so  entsteht : 

o 

—  vervielfacht  und  integrirt,  so  er- 
hält man 

1) 

o 

2) 
o 

Behandelt  man  die  Gleichung 

l_^am=^,(^'"  +  "3-  +-5-  +  •••) 

o 

irjederholt  aaf  dieselbe  Weise,  so  ergeben  sich  hieraus   folgende 
Integralformen : 

3) 

^^n^dxPhx        Pdx  Px^'^dx ]_f  ^     ^     £^ 

J       xj  lc'''J    xj    1— ar^^'^iW+i ^•^'"  +  3^+1 +5^+1 +-*^' 


o 


6  Oetiinger:    Veber  bestimmte  Integrale . 

»•+1 /•*  dx  fdx        fdx   f  x^-  ^ix  _    A_ 

4        xJ     x'"'J     xJ     1  —  ^2m  ~  „jr+l -^(l' 2r+ ^. 

Diese  Darstellungen  stehen  in   fols^endeni  Zusammenhang: 

5) 

""f'^fSx        rSx     l+a?"»  rnr^dx^dx       Cx^-  >&g 

%       X  •^    X  **"•/    X  "1 — x^  %       x*^   X  ""*'   l  —  ^.a«* 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab,  vi'enn  man  r=l 
und  m  =  I9  %  3....  setzt: 

6) 

/^  aar     l  +  x^  ^a  f  ^  f  x^x  __7^ 
„    x^^i—x^  ^^4    xJ  i^-x^—ir 

/^bx     l  +  x^  f  dx  f^  x^dx       yg» 

,,       X   ^1 — ar"»  "~   "*%       xJ  l— a;*"»~4m' 

Diese  Ableitungen  lassen  sieh  beliebig  fortsetzen.  Aus  den 
Gleichungen  Nr.  6)  und  denen  in  Nr.  13)  §.  67.  angegebenen  er- 
hält man  folgende  bemerkenswerthe  Beziehungen: 

7) 

/''  9*1  /, .  X      /*'  9*1  /i    «V  r  9«,  1+*'  «* 

/"  8a:,   „       ,,  /•'  8a:,    „        ^,       /'  80:,   1  +  a;»     w» 


ü  •*'  O 


Jf      -lg(H-^'')=-^      -lg(l-a:»)=^      :?»8IIIF»=36' 


C^^'*'^   ,-.         .  /"8x,  „       -  ,       /•»Sa:,   l-far»"       » 
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Diese  Methode  lässt  sich  noch  aaf  andere  aod  mehrgliedrige 
FaDctionen  ¥od  x  anwenden.  Dieas  soll  an  folgendee  Fällen  ge* 
zeigt  werden. 

Entwickelt  man  |  ^  g^  in.  Reihen  nach  den  steigenden 
Potenzen  von  Xj  so  erhält  man: 

^m — 1 

1  +  x^  +  a:**»  '  '  ' 

Wird  die  Darstellung  mit /9a:  verbunden  und  integrirt,  so  entsteht: 


/ 


l  +  a:«  +  a;2"       »r       '     4     "     7    ^     JO 
'   1  /x^^      x^^      x^^      x^^^  \ 

~m\Y~  +  ~5~ + "8"  +  irr  +  ••/ 


Wird  diess  Verfahren  wiederholt  angewendet,  so  erhält  man  fol- 
gende Integralformen : 

8) 


/'  Sx    Pdx  r      X^—^dx 1^  Ä^m       -y7m 


u 


1  /x^"*      x^"*     x^"^ 


j.lOm 


1  fx^^      a;*"»      ar®"*  \ 

o 

Auf  ganz  gleiche  Weise  erhält  man  auch  folgende  hierher  ge- 
hörige Integralformen: 

10) 

'  P'dx  Pdx         P     X«>-^dx     _  i  f  „     £^     ^      a:*"" 

11) 
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Setzt  man  m  =?  1  and  r  =  1,  2,  3....,  so  leiten  sieh  au« 
Nr.  9)  folgende  Integrale  ab ,  wenn  man  die  Gleichangen  in  §.  25. 
benatzt: 

12) 

/^dx  P       Bx 
xyn^+^.  =  «(»'3)«-S(2.3)«, 

O 
O 


4,gg»v3 
3» 


3^ 

U.   8.    W. 


Aus  Nr.  11)  leiten  sich  folgende  ab,  wenn   die  Gleichungen 
in  §.  27.  benutzt  werden : 

13) 
1— i-+F«=  3V3=  «'(•'  3)^  +  «'<2.  3)»  > 

O 
0 


ÖTcVS 


0 

_  17 .  ;g*  yg 
■"      4.3' 

u.  s.  w. 


Setzt  man  m  =  2>  r=:l,  2,  3....  in  Nr.  9)  und  U)^  so  er- 
geben sich  folgende  Integrale: 


r 
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14) 

/'  1+fc  =  ««(''  3)i-S(2. 3)>)  =  g^3 . 

O  I 

o 


—  23. S'^' 
u.  s.  w. 


15) 
ii:^+^  =  =  i(«U  3)H  «'(2,  3)^)  =  3-;^ . 

o 
o 

17 .  ^  V3 


u.  s.  w. 


Diese  Darsteiiungen  lassen  sich  nach  der  gezeigten  Methode  leicht 
weiter  verfolgen.    Auf  demselben  Wege  erhält  man: 

16) 


10  Oeltinger:  Deder  öesämmle  Integrale. 

17) 


u.  s.  w. 


§.  69. 


Nicht  60  einfach  lassen  sich  die  Ausdrücke  mit  wiederholten 
Integralen  darstellen,  wenn  sie  mit  Factoren  in  Verbindung  ge- 
bracht werden.  Es  ergeben  sich  jedoch  auch  Falle,  welche  sich 
nach  der  angegebenen  Methode  behandeln  lassen. 


Verbindet  man  den  Ausdruck 


x^  .  x^     a^ 


lg(l— a)=  — (ar+-2  +  3-  +  -J  +  ....) 
mit  fx^'-^da;  und  integrirt,  so  entsteht: 

0 
Durch  wiederholte  Integration  erhält  man: 

/      a:"»- War  /  a:"»-^  lg  (l  — ar)8ar 

o 

1(ot  +  l)(2wi +1)  +  2(m  +  2)(2m  +  2)  +  •  -  7' 
Wird  dieses  Verfahren  rmal  wiederholt,  so  entsteht: 

1) 

x^-'^^x  I  x^^^dx .  • . .  /  a:"»-^  lg  (1  —  x)Bx 

o 

2) 


Diesem  Gesetze  kann  man  die  in  Nr.  2)  und  3)  auClrelende  Reihe 
nntemerren,  uenn  man  sie  nach  der  Zunahme  m  In  nt  verschie- 
denCr  ins  Unenilliche  fortlanfende  Reihen  zerlegt,  welche  dem  in 
Tir.i)  aufgestelkeji  Gesetze  ^eborclien.  Diess  geschieht,  wenn 
raan  r  +  l    statt  p,   m  statt  d  und    statt  x  allmällg  die  Werihe 

f,  2,  3 m   nach  Nr.  4)   setzt.      Diese  Bemerkungen   fübten   zu 

folgender  Darstellung; 

5J 


™  +  3V+M-™  +  - 


'"(l  +  ra)'+»l-  +  {H-2«i)'-+ 


ü^  +  n 


-^+r. 


3^1t    man    nämlich    die    Glieder    dieser    m    I 


UcAtuag  durch,  : 


3  mit  den  Gliedern  der  Reihe  in  Nr. 
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and  3)  zusammen.  Auf  der  rechten  Seite  finden  sich  nach  dem 
Gesetze  von  Nr.  4)  die  Glieder  der  horizontalen  Reihen  summirt. 
Hiernach  gehen  die  Integrale  in  Nr. 2)  und  3)  in  folgende  über: 

6) 
/     x^''^dx  I  x^^^x ....  1  a:"»— *lg (1  —  x)dx 

0 

-    V  *    I    ^    I    ^    I      _i_A__l.v»JL 

7) 
/     a^^^dx  j  x^'^^dx....  I  a^^^dx  j  |__- 

0 

Die  Richtigkeit  dieser  Darstellungen  bestätigt  sich,  wenn  man 
auf  den  Fall  zurückgeht,  wo  r  =:  1  ist.    Man  erhält  dann : 

8) 
/     .r"*-*  lg  (1 — a:)9a:  =  —  /     x^-^dx  j  yZT 

0  o 

=—-(l  +  i  +  4. ...-)* 

wie  schon  früher  auf  anderem  Wege,  §.  4.  Nr.  3),  gefunden  wurde. 


§70. 

Die  in  §.  69.  gefundenen  Gleichungen  lassen   mancherlei  An- 
wendungen zu.    So  ist,  wenn  m  =  2,  r=  1,  2,  3....  gesetzt  wird 


1) 

a:lg(l  — a:)öa;=— j. 


o 


/     xdx  1  x\g(l—x)dx^=z  —  ^^ 
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/     xdx  I  xdx  f  x\g  (1 — x)dx  =  —  j^tj  » 


/     xdx  i xdx.,..  f  x\g(\ — x)8x= — s~ 


1  1»'I«-|-2''|2 


l«r|  1 


0 

Setzt  man  m  =  3  >  so  entsteht : 

2) 

/i  /»  /»  lr|8j.2r|8  i3r|8 

x^a:y:r'3a=....y  a:«lg(l-x)8a;  =  -  3^.1.2.3.. ..3r  ' 

O 

o.  s.  w. 

Doch  verweilen  wir  hierbei  nicht  länger,  sondern  machen  eine 
Anwendang  auf  Integrale  mit  höheren  und  gebrochenen  Exponen- 
ten. Setzt  man  m  =  1 ,  so  verschwindet  x  in  der  Gleichung 
r^r.  6)  und  7)  §.  69  und  es  tritt  nur  die  rmal  wiederholte  Integra- 
tion, also  das  rte  Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  auf. 
Bezeichnet  man  nun  das  rte  Integral   zwischen   den  Grenzen  0 

und  1  durch  das  Zeichen  /     ,  was  ganz  im   Einklänge  mit  der 

eingeführten  Bezeichnnngsweise  steht,  so  erhält  man  aus  Nr.  6) 
und  7)  §.69.: 

3) 

lg(l^a:)(8^)r=:-^=:^^^^^3        ^ 
0,1 


/ 


=-r^^>'m- 


0,1 

Hierin  kann  r  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bedeuten.    Setzt 

ft 
man  r  H —  statt  r,  so  leitet  sich  hieraus  folgendes  Integral  ab: 

4) 
"+S '+= 


r    ., _ 

0, 1  {rm  +  w) .  l     "» 


lg(l— a:)(Sj?)     "»=  — 


m'*+i 


(mr  +  w)(m  +  n)»" ' »» .  1*»» 


tW+i 


{mr  +  n){m  +  n)  (2m  +  w) . . . .  {rm  +  n) .  1*» 
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Setzt  man  nan    —  =  i»  so  ist  lii^  =  ^V^-     Hieraas  ergebei 
sich  für  r=:0,  !>  2,....  folgende  Integrale: 

5) 

/i  2« 

lg(l-:r)Oa:)»  =  -— , 

0,1 

/\  2» 

lg(l-x)0^)i=-^^, 

0,1 

f'  lg(l-ar)0:r)l  =--g-^^|L_  , 

0,1 

0,1 

/r+l  2»"+* 

lg(l-:r)(aa:)'+i  =7(2r  +  i).3.5.7....(2r+l)V«- 

0,1 

Wird  —  =  i  gesetzt^  so  erhält  man  folgende  Integrale : 

6) 

/     lg(l— ar)(aa;)»=— jT-j^, 


/      lg(l-ar)Oar)l=— j-j-yji, 

lg(l-.^)(8:r)}=-.^-j-y-jf,-i, 
0,1 

lg  (1  -^)(S:r)r-H  =  ^  (3^^.,).4.7.,o....(3r+i).Hii 


0,1 

n.  s.  w. 


1* 1 1  ==  0,8929795116. . . . ,    lg li 1 1  =  0,9508414946945 .... 

§.  71. 
Bebandelt  man  den  Ausdruck: 
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•U®        *I»S        ^|j4 

auf  die  angegeben«  Weise,  so  wird  man  nach  dem  Vorgange  von 
§.  69.  auf  folgende  Integrale  durch  wiederholte  Integration  gefährt: 

1) 

/     ajw-^ar  / af'-^dx ....  1  a;"-* Ig (1  +  xßx 

2) 
/     aü^-^x  j  x^-^da: . . . .  /  a:»"-^  lg  (1  +x)dx 

0 

1 1  1  1 

—  Ir+l  I  m       2^+*  1  •»       3^+*  I  "       4''+*  I  ■»'•'••• ' 

3) 
/    x^-'^dx  I  x^"^dx,,..  j  x^-^dx  j  I 

o 

l  1.1 


Diese  Integrale  fuhren  auf  reciproke  Facuitäten  -  Reihen  mit  ab- 
wechselnden Zeichen.  Man  kann  nun  diese  Reihen  nach  der 
in  §.69.  angegebenen  Weise  zerlegen,  um  sie  summirbar  zu  ma- 
chen. Geschieht  diess,  so  hat  man  zwischen  einem  geraden  und 
ungeraden  m  zu  unterscheiden.  Für  ein  gerades  m,  also  für  27n, 
erhält  man  Reihen,  die  sich  nach  Nr.  6)  §.69.  behandeln  lassen, 
für  ein  ungerades  ist  diess  nicht  der  Fall.  Hiernach  erhält  man 
für  eine  gerade  Zahl  folgende  Zerlegung,  da  alle  Glieder  der 
Reihe,  die  mit  einem  geraden  Grundfactor  beginnen,  negativ  sind : 


4) 
1  11  1 


I     .  »  •  . 


1  .  l  .  1  1 


lr+i|«m  T  (1  +  2m)''+H «1»  ^  (l+4m)^+i  |2m y .2m.  ^ I2m 

V2^+M«w"*"(2+2my+i|am+(2+4m)'-+i|*~"7""""r.2?ii.2^ 


(2m 
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1  1  1 1 


f         1  11  \  1 


For  cfoe  nsgerade  ZaU,  also  weoa  ^  -|- 1  stitt  ai  gesetzt  wird, 
erhält  man  folgende  Zerlegang: 

1  11 


_  1 1_ 1 

—  lr-|-iis»fi      (2-f  2ai/+il^>»fi~^(3-|-4«)>'-Mls>H^ — 
/        1 1  1  \ 


I  1  1 

^  C2m  +  l)r+i|«iM^i     (4ai  +  2)'+m*f * ^ (6«  +  3 V+M 

Diese  Reihen  unterliegen  dem  in  Nr.  4)  §.69.  anfgestellten  Ge>    . 
setze  nichty  und  müssen  daher  nach  den  Vorschriften  behaDdelt 
werden,  weiche  in  der  Abhandlang  des  26.  Bandes  dieses   Ar* 
chivs   angegeben  sind.    Wendet  man  nan  die  Darstellung  Nr.  4) 
aaf  die  Gleichungen  Nr.  %  und  3)  an»  so  gehen  dieselben  in  fol*    \ 
gende  fiber: 

6) 
y  '  a«--«aa:  Cx*---^x ....  /"a*—» Ig (1  +  x)ax 

O 

1   /    1 !_         1 1_  1__\ 

~"2rjnVl'''*"     2»"  I  *" '*' S' I  *■     4'' I  *»■•■■■■■"  (2m)»"  1»»/* 

O  0  4 

1/11  1 i^_\  ; 

~2rTOVr*»     2^  I  *»  "*■  S' I  *~  (am)'!*»/  jj 
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Die  Richtigkeit  dieser  Gleichungen  bestätigt  sich,  wenn  man  auf 
den  speciellen  Fall  surückgeht,  worin  r  =  1  ist.    Man  erhält  aus 

Nr.  6)  : 

8) 
y  a:*-Ug(l+ar)8a:  =  ^(l-i+4-i....-^), 

o 

wie  auch  in  §.  3.  Nr.  4)  auf  anderm  Wege  gefunden  wurde. 

Auch  diese  Gleichungen  lassen  leicht  Anwendungen  zu.     Setzt 
man  711=  1  und  r  =  1,  2,  3,....,  so  ergeben  sich  folgende  Integrale: 


9) 

/     a:lg(l+ar)3a:  =  j» 
0 

/     xdx  j  x\g(\'{-x)dx  =Qg> 
0 

/     xdx  I  xdx  j  a?lg(l +a;)8ar  =  tt^  » 


/     xdx  j  xdx,,..  j  a:lg(l  +  x)dx  = 


2r|2— lr|2 


Ffir  m  =  2,  r=:],  2, entsteht: 

10) 

6 

x^dx  j  xHg(\  +  x)hx  =  gggö ' 


J    x^xj  x^dx  ....Jx^  lg  (l  +ar)8a:  =  4^(1714—2^1+3^  ~  iFTi)« 


u.  s.  w. 


§.  72. 
Durch  Verbindung  der  bisher  aufgefundenen  Resultate  unter- 

f  Theil  XLI.  *2 
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lassen  sich  ooeh  viele  Integrale  sewianes.  Setzt  man 
im  statt  fit  in  Nr.  6)  ;.  fH).  and  zieht  das  erhaltene  Resultat  ron 
Nr.  6)  \,  71.  ab,  so  erhält  man : 


ex 


I) 

_J_/_1_      II  1      \ 

Werden  beide  Darstellungen  zusammengezahlt,  so  entsteht: 

•2) 

_         J     /    l_      ^_  1     \ 

—  ""rm.Hl'"'  -  "^  -^   -  ^     -'mr^'J  ' 

Heim  der  allen  Gliedern   gemeiDöcbaAIiche  Factor  i^  ansgesehie- 
den  Hird.     Eben  so  erhält  man  aus  Nr.  6)  j.TI.  und  Nr.  7)  §.69.,  da 

/•cU  /'dx         ^Pcx  ^    PCX        Pcx  ^  Pxdx 


lAt: 


3) 

_»/'.».     ! ^ 

4) 

I   **•  -  «a«  /  X*»-  «a*  ...7  at*-- >aw  j^p 

^uoA.  '44m;u  Nivh  eine  Keihe  Mpecieller  Fälle  ableiten.    Der 
^^^;%i^    »i,   t«««iik   msl   und  r  =  I,2,  3 
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5) 

O 

f  *  xdxfxdxfx  Ig  Ji|a^  =  371^:5 . 

o 

f"  a:SxfxBxfxdxfx\g\±^dx^^j~^, 


J      xdxJxdx....Jxlgj^Bx  =  jrpr.  =  r.l.3.5....(2r-l) ' 

Aas  Nr.  2)  ergeben  sich  folgende  Integrale  für  m  =  l: 

6) 

/i  I 

o;  lg  (1  — x^)da:  = — s » 

o 

/      ar8a:/a?lg(l—a;^)8a;=  — 2,2^.1.2" 


41 


/      a?3a?  /  arfla-  /  orlg  (1  — x^)dx  =  — g  ^a  ]    93 ' 

o 

/     xdx  I  xdx I  xdx I  x\%{\ "" ^*)3^  =  ~ 4~2M*Ti ' 

o 

y '  xdxfxBx....fx\g{\  -x^dx  =  -;rFnnri=  -ir2j6:::2-r- 


o 

U.    S.    W. 


Die  Richtigkeit  der  oben  angegebenen  Integralformen  bestätigt 
sich  dadurch^  dass  man  sie  auf  einen  schon  bekannten  Fall  zu- 
rückbringt. Setzt  man  zu  dem  Ende  r  =  1  in  Nr.  1)  und  2),  so 
erhält  man: 

7) 


8) 

y**  *•— *i5(i -*■«» =-^(i+4+i+. ...  ^- 

Beide  bte^rele    wwdee   9cbon   §.7.  Nr.  3)  «ed  §.&  Nr.  3)  aaf 
aDderem  We^  ^efuden. 


§.  TS. 

Aaaset  dieee»  Darstetlaes^cii  tbeUen  trir  uoA  folyde  miL 
Verbindet  bm» 


mit  fs'^^^Jr  «ad  lAtegrirl»,  so  entsteht: 


Wird  dieses  Verfahren  wiederholt,  so  ergibt  sich: 

0 

Bei  rmaliger  Wiederholung  erhSlt  man: 

1) 

o 

—  -",^y^ir+ii  1  +  2^+111+  31+11  i+--y* 

2) 

o 

/    1  1  1  \       J_     1 

\im  1 1  +  2r+i  1 1  +  3^+1 1 1  +  •  •  y  —      m«^ '  r.  K  M ' 


'  -y 


MC   au6   Nr.4>  §.  t>9  folgt     Setzt  man  1«=:  I,  2,  3., ..  in  Nr.  2), 
<o  orhält  mau  folgende  Integralformen: 
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3) 
y '  lg  (1  -  x)(s)xy  =  -  ^TiFTi ' 


0,1 


0 


U.    6.    W. 


Setst  man  fSr  m  eine  gebrochene  Zahl,  so  wird  an  der  Gfiltis^- 
keit  dieses  Verfahrens  nichts  geändert.  Man  erhält  daher^  wenn 
m  =4  in  Nr. 2)  geschrieben  wird,  folgende  Integrale: 


4) 

/'iga-vx)dx_   - 
v^       — 2' 

o 

f^  da    /*lg(l  — Var)8ar_ 2* 


Vt  """"2.1.2' 

Vary   Vary  Vor  ""      3.1.2.3' 

o 

/^  Sx    PBx         /*lg(l  — Var)8ar__  2^ 

VarJ   Vx"'j  Vx  ""*^r.l«^l»* 

o 

Behandelt  man  den  Aasdrack 

^2m       ^8>»       ^T^"* 

lg(l+a;«»)  =  ar« 2""*"  "3 4"  ■*"••• 

auf  die  nämHche  Weise,  wie  oben,  so  erhält  man : 

5) 

/     x^^^dx  I  x^-^x . . . .  /  ar»»-^  lg  (1  +  x^)dx 

o 

Die  Auswerthung  dieser  Integrale  beruht  auf  der  Darstellung  des 
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SornmeD- Aasdnicks  der  reciproken  Facoltäten  -  Reihen  mit  ab* 
wechselnden  Zeichen.  Dieser  Ausdruck  findet  sich  in  der  oben 
angeführten  Abhandlung  (s.  d.  Archiv  26.  ßd.  S.  31)  ang^eben. 
£r  ist  in  entwickelter  Darstellung  folgender: 

6) 

^    __! l_4.-J L_. 

^''+*"' Jr+l|l       2''+^  I  *  "•"  3^+^  I  ^       4r+l|lT" 

2»'lg2       2»-  1111 

=    ]r|l   ""  iTTiO  +¥  +  4  +  ••••-)  +  |r-l  I  1  +  lr-2  |  1 '  O  ^^  "*"  ^ 

+  i,2.ir-iri('+i+*+"";rir2)+ir-i|i('+i+""inri) 

Die  hieraus  sich  ergebenden  Zahlen  -  Wertbe  sind  folgende: 

7) 
i^2  =  0,38629436]  119890618834, 
ATs  =  0,136294361119890618834, 
^^4  =  0,035307351857704857001 , 
K^  =  0,007237009262185761833, 
ATß  =  0,001228137038207638066, 
üTy  =  0,000177897531254397874, 
K^  =  0,000022483194870871047. 

u.  s.  w. 

In  den  früher  angegebenen  Werthen  haben  sich  einige  Fehler 
eingeschlichen,  welche  hiernach  zu  berichtigen  sind.  Führt  man 
K«n  die  Wertbe  aus  Nr.  6)  in  die  Gleichung  Nr.  5)  ein,  so  leiten 
mjk  hieraus  für  m  =  1  und  r  =  1,  2,  3  folgende  Integrale  ab : 

8) 
r\%{\-\-x)dx      =Ära  =  2lg2-l, 

f*  lg(l  +  x){!dx)^  =  AT,  =  2lg2-j, 


■*..» 
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0,1 
0,1 

/*!    ,1  .     WO  x«       ^        4%2      661 

0,1 

/"'S   .1  .     x.o  X«       r^       4lg2      1327 

0,1 

u.  s.  w. 
Für  m  =  2,  r=zl,  %  3....  ergeben  sieb  folgende  Integrale: 

y  '  a;lg(l+a;«)Sar=  i/fa  =  Ig'i-^, 

0 

y^'a;8ar  A;lg(l  +a;«)ea;  =  iiSTa  =ilg2-^. 


y      a:9ar  / ar8a-  /a; lg ( 1  +  .T»)öa;  =  i/f4 


Ig2      1 
■*"    6       9' 

o  ^ 

U.    S.    W. 


Die   ersten   Integrale    in  Nr.  8)  und  9)  wurden  schon    oben  §•  3. 
Nr.  6)  und  §.  10.  Nr.  7)  auf  anderm  Wege  gefunden. 


§.  74. 

Verbindet  man   die  Integrale  in  Nr.  2)  und  5)  §.  73.  mit  ein- 
ander,  so  erhSlt  man  durch  Subtraction  und  Addition  folgende: 

I 

/i  P  />  1 J-  x^  1  1 

x'^idxj  ai^^x....J ai^-H^ j^^ dx  =  - (Kr+i  +  ^;^,), 

0 

2) 
y     ann-iaa; /«»-»ea; .... /a;"'-Mg(l  — a;*™)  =  ^(A^r+i  -  ^TiFT») " 

0 

Setzt  man  hierin  m=zl,  so  lassen  sich    die  hierher   gehörigen 
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höheren  Integrale  smsehen  den  Grenzen  0  vnd  1  ableiteo. 
nach  entsteht  ans  Nr.  1),  wenn  fli  =  l  gesetzt  wird: 


Hier- 


0>1 


•f, 


l8 


3) 


X 


— X 


(a»)»=2ig2-i. 


+x  4  131 


—  X 


15 


(8ar)»  =  :5.lg2- 


—X-  45 


7^ 

661 
10600' 


Aus  Nt.  2)  whilt  man  fiSr  ai=  1: 

4) 
f^l8(l-x*)dx 


=  2lg2-2. 


0,0 


y*' lg(l  -  a«K3a)* = 2lg2  - 1 . 


0,i 


i**  " 


/*'ig{i-««)(a»)»= 

/**Ig(l-a*K84r)*= 

f\(l-x*H.dx)'^  = 

y**lg(l-ar«)(Sar)«  = 

0,1 
0,1 


18' 


144' 


3600' 


Äi,«-" 


600' 


Slg2  1553 
315   8820' 


a.  s.  w. 
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Eben  so  lässt  sich  eine  Menge  Integrale  von  anderer  Form  ab- 
leiten. Setst  man  eine  gebrochene  Zahl  für  m  in  Nr.  2),  so  er- 
hält man  ffir  den  Werth  m  =  i  aus  Nr.  2)  folgende  Integrale : 


6) 

O 

/»j£    /»^    p\g(}-x)Zx_2&,  ^     69 
VxJ  VxJ         Vx        —  3  'S —  8  ' 

O 

/»  ^    Pdx^    Pdx_    P\f^(\  —  x)dx     32  67 

Va^o^  Va:^  VarJ  Va:         "  3  '^'^      9  ' 

O 

/^dx_   /»a^   /»a«     Pdx^   /^ig(l  — a;)8a;_1281s2     5336 
VxJ  VxJ  VxJ  VxJ         Var        ""     15  900  ' 

O 

i  u.  s.  w. 

Für  fii  =  T  entstehen  folgende  Integrale: 

6) 

1     V«lg(l-«')9a;=— I 3» 

O 

r   Va:8a:/varlg(l-a:»)8a:==--| g. 


o 


/^             P            P                                32lff2      68 
Vxdxj  Vxdx  I  Varlg(l-a;8)aar=  -^| 243' 


/    V^dx  I  VxSx  IVxdx I  Vx\g(l-'a:^)dx  =  243 '^ ^  "" 729 ' 


a.  s.  w. 


Die  Darstellangen  lassen  sich,  wie  man  sieht,  beliebig  fortsetzen 
und  durch  andere  vermehren. 
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II. 


Bemerkungen  aber  Curvenreihen  von  beliebigem  Index. 

Von 
Herrn  G.  Battaglini, 

Profestor  der  lÜatlieniatik  in  Neapel. 

[Nach  dem  „Bendiconto  della  B.  Accademia  delle  Science  Fisicke 

e  Matematiche  di  Napoli,  Fascicolo  6.  —  Giugno  1863*^  deutsch 

von  Herrn  Maximilian  Curtzo  aus  Bernbnrg.] 


Nachdem  der  berühmte  Gedmeter  Herr  £.  de  Jonqui^rec 
darauf  aufmerksam  gemacht  hat,  dass  einige  seiner  Lehrsätze  in 
Bezug  auf  Curvenreihen  von  beliebigem  Index  in  gewisser 
Weise  zu  modificiren  seien ^),  sind  wir,  um  von  diesen  Verände- 
rungen Rechenschaft  zu  geben ,  auf  die  folgenden  Betrachtungen 
geführt  worden. 

Es  sei  17  =  0  die  in  cc,  y,  z  homogene  Gleichung  einer  Canre 
Cn  des  n-ten  Grades,  und  es  seien  ferner  die  Coefficienten  der 
in  beliebiger  Ordnung  geschriebenen  Glieder  dieser  Gleichang 
durch 

gegeben,  wobei  der  Kürze  wegen  in(n-|-3)  =  m  gesetzt  ist. 

Die  Curve  Cn  setzen  wir  als  m— 1  Bedingungen  unterworfen 
voraus,  die,  in  die  Sprache  der  Algebra  übertragen,  zwischen  d^n 
Coefficienten  Hi  folgende  homogene  Gleichungen: 

(1)  Pi  =  0,  I7a  =  0,...,  J7,=  0,...,  l7„.-i  =  0 

bezüglich  vom  Grade  n^,  912,...,  ni»,.,,  nm-i  ergeben  .mögen. 


'^^   Giornale    di    Matematiche   ad    uso    etc.   Napoli    1863, 
pag. 128. 


coH  öeiieöigem  Index.  27a 

lädeni  wir  jetzt  durch  |i  und  i]j  und  durch  ui  und  |S|  beliebige 
cieuten  bezeic-hnen,  dutch  ~  und  ^  aber   unbestimmte    Para- 

n        ß 

'f  stellen  wir  die  beiden  Gleichui 


ingen 


(2) 


'  P»  =  (|,i!-»,,|)ffH...+{|i^-^(i)ff.-f..,+(|,„+i7,— 


aur,  nnd,  nach  Elimiualion  der  m+i  Coel'iicienten  //■  ziriechen 
4en  m-\-l  hamogeDen  Gleichungen  (I)  und  (2),  bezeichnen  nh  die 
dadurch  entstehende  Endgleicbung  in  ^,  i;  und  a,  ß  aof  folgende 
Weise : 


(31  <pl(^v-r}iS),  ("iß-ßi")) 

DWselbe   wird    in    Gezi 


die    Gl 


N= 


r,  «,  ß)  =  0. 

n    £,   1]  und  K,  ß  ho- 

I  dieselben  enthält,  ist 


"i-^a-- 


Die  Gleichung  (3)  kann  man  benutzen,  um  die  Endgleichung 
«wiseken  zn-ei  beliebigen  Hi  darzustellen,  welche  durch  Elimina- 
ti«a  aller  anderen  fli  zwischen  den  m  Gleichungen  V^  =  0, 
D,  ^0....,  f7m  =  0  entsteht,  indem  man  in  angemessener  Weise  alle 
ej  snd  ßi  mit  Ausnahme  je  eines  von  ihnen  der  Null  gleich  setüt, 

so  da&s  dann  offenbar  3  das  Verhüllniss  zwischen  zwei  der  Coef- 

ticieuten  //■  vorstellt.     Auf  diese  Weise    lassen  sich    die    Coeffi- 

cienlen /fi  mittelst  des  Parameters  -  ausdrücken,  und    damit  hat 

V 
man    die  Gleichung   der  Curve  Cu,    welche  den  m — 1  gegebenen 
Bedingungen   genügt,  und   der  Zahl    dieser   Bedingungen  gemäss 
einen  beliebigen  Parameter  haben  miiss. 


soeben  i 

.1. 


ctigewiesenen  Gleichung  ist  im  Allgenieinea 

im  Parameter  -  nicht  rational  enthalten.     Um  die  Gleichung  von 

,Ct\D  Bezug  auf  £  und  ij  rational  zu  bekommen,  genügt  es,  in 
det  Gleichung  (3)  den  Coefficienten  tnß—ßte  van  Hi  in  der  Glei- 
chung (7m-|-i  =  0  in  das  Monom  vom  n-ten  Grade  zwischen  x,y, 
t  zu  verwandeln,  das  in  der  Gleichung  f7=0  den  CoefQcienten 
Ui  hat.  Die  hierdurch  entstehende  Gleichung,  die  wir  durch 
9(jx,y,%;  1, 1])  =  1)  bezeichnen  wolleu,  ist  in  |,  ij  vom  Grade  iV, 
In  x,y,  z  aber  vom  Grade  ^.n.   Dadurch  bat  man  folgenden  Satz: 


lateineCurve   C^  des 


»  iw(n  +  a)-l  Be- 


glini:  Bemerkungen  über  Ciirrearelhen 
I  beaei 


dingungen  nnternoTrei 
der  Grade  derGleicfaungen  znii 
der  Gleicbniig  von  C«,  die  al^ 
gungeo  ausdrQcken,  so  erhebt  t 
chung  von  C%  zwischep  den  Coo 
bestimmten  Parameter  entbalt. 
Bezug  auf  diesen  Parameter  r 
Gr^de  AT  enthält.  aufiV.n. 


et  iVdas  Prin 

eben  den  Coefficiflj 
thraiscb  diese  1 
cb   der  Grad  der  ij 
dinaten,  die  eir 
1    muss.    sobald  i 
lional  ist  und  tili 


ird  eine 


9=0  vet 

einen  anderen  Pan 


Die  Gleichung  der  Curve  C« 
dene  Gestalt  annehmen,  wenn  man  Tür 
z;  einführt.  Es  sei  F'(^  ij;  |',  y)  =  0  eine  Relation  zniM 
den  beiden  Parametern  und  mar  fiir  |  und  ij  vom  A-ten,  J 
und  fi'  Tom  A'-ten  Grade;  eliminirt  man  dann  -  ziriBcben 


nud  F'  =  0,  SU  nimmt  die  Glelcbun;;  für  Ca  di 
die  in  |'  und  jj'  vom  Grade  N.k'  in  x,  y,  z  aber  v 


Form  %•  = 
m  Grade  iV.A 


Augenblicklich  ist  iiitu  klar,  dass  unter  den  Curven  Cn,  w4 
den  gegebenen  Beüin£;un^e[i  unterworfen  sind,  und  allgemein  durdi' 
die  Gleichung  0  i^Ü  rciiräsenlirt  (Verden,  immer  iV  sein  werdeiu. 
die  durch  einen  üestimmtflii  Punkt  gehen.  Die  Curven  Cb  bildon 
daher,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  Reihe  S  vom  Index  N, 
Nimmt  man  an  Sielte  von  3  ==  0  als  Gleichung  von  C,,  die  zneite 
Gleichung  0'=O,  po  erscheint  die  Reihe  Ä'  von  Curven  t^  mit 
dem  Index  iV.£';  aber  eine  solche  Reihe  muäs  als  aus  A' Reibmi 
gebildet   betrachtet   iverden,    die   auf  einander  fallen. 


•I  örlteliiyeiii  Index. 


ionfti  durch  -  ansdrückea  lassen,  gilt  dasselbe  auch  Rir  die 

ienten  Hv,  und  die  Gleichung  von  Cn  Iäs8t  sich  dann  durch 

)  darstellen,  die  in  x,  y,  t  vntii  n-ten  Grade,  in  £  und  t}  aber 

i  gewisaea  Grade  iV,-  sein  wird;  die  Note  i  bezieht  sich 

liei  auf  die  verschiedenen  Wurzeln  ^  der  Gleichung  (3).      Die 

Reihe  5  nennt  man  In  diesem  Falle  ralionat.  Mau  kann  dieselbe 
)  mehreren  einfachen  Reihen  5,-  vom  Index  Ni  zusam- 
mengesetzt betrachleri,  so  dass  dann  der  Index  von  S  die 
Summe  der  Indices  der  PartialreiFieii  Si  ist.  Jede  der  Reihen 
Si  kann  nun  trredncibel  »der  nicht  sein.  Sind  alle  Reihen  <Si  ir- 
redaciliel,  so  heisst  auch  die  Reibe  5  irreducibel. 

Wir  betrachten  jetzt  zivei  Reihen  S'  und  S"  von  Curven  Cn- 
und  C«'  hezüglich  vom  Grade  n'  und  n"  und  vom  Index  N"  und 
W.  Die  Curven  C'  und  Ca'  tseieu  Im  Allgemeinen  dnrcb  die 
GfeiGAlingen 


e'(:r, 


;|',  V)  =  0,        0"{:r, 


gegeben,  die  in  x,y,i  bezüglich  vom  (irade  N'n'  und  iV"n",  für 
ti  *J'  und  6",  Tj"  aber  bezüglich  vom  Grade  N'  und  N"  seien. 
Stehen  die  Curven  Cn'  und  Cn'  unter  eich  in  einem  VerhältnUs 
der  Abhgngigkeit  erster  Ordnung,  das  heisst,  entsprechen  sie  sich 
in  der  Art,  dass  zu  jeder  Curve  der  ersten  Reihe  eine  einzige 
Ciirve  der  z>veiten  Reihe  gehurt,  und  umgekehrt,  so  mnss  ztvi- 

■dien  den   Parametern     — ,  und  — ,  eine  Relation  bestehen,  die  Cur 

■n        V 

beide  vom  ersten  Grade  ist,  und  die  wir  durch  IP(ä,'jj';  ^",T3'')=0 
bezeichnen  wollen. 


Den  Ort  F  der  Durchnittspunkte  der  entsprechenden  Curven 

tV  und  Cb-  erhält  man,  indem  man  -.  und   -=  ztvtschen  den  drei 

n  V 

CWchungen   &' =  0,   0"  =  0.    VF  =0  eliralnirt.     Es  entsteht  hier- 
durch zwischen  den  Coordinnten  eine  Gleichung  vom  Grade 


Hieraus  folgt: 

Sind  zwei  Reihen  »  und  S"  von  Curven  Cn-  und  C.. 
btsOglicb  vom  Grade  n'  und  n"  und  vom  Index  iV'  und 
IV"  gegehen,  die  unter  sich  in  einem  Abhängigkeits- 
verhältniss  erster   Ordnung   stehen,    so  ist  der  Ort  F 


OBSsm 


1 


äiilltifiUni:  Heiiirrkurigen  iilier  Cum 

dar    ÜurchHoliiilltiipunktn   der  enteprec 
r;.  und  r„.  vom  «rade  ^■,N''(n^  +  n''). 

Sind  die  II«lheii  4"  und  -S"  rational  und  zusammengesetzt  so 
Ui  tlitt  ('(irvti  r  «bwiilulU  aus  tiieiiri>ren  Curven  Pf  zusammenge- 
■vllti  welolie  die  (Irtt)  der  Uurchsciiiiiltspunkte  der  correspoadi- 
Iftndun  Ciirv»»  f«*  und  Cf  alnd,  die  den  einlachen  eutsprechen- 
<|«ll  Keltieii  .sy  und  Si"  aii)(e hüren ,  weltlie  Theile  der  vorgeleg- 
teu  Hvllisn  iilldtin.  Sind  diese  einfnchen  Reihen  vom  Index  iV/ 
und  Ni".  Mu  Lt  der  (imd  von  i',  K>eii'>'  A/n"  +  AV'ii'.  Da  noa 
dia  Indlcea  A"  und  iV"  der  Kelhvii  S'  und  S"  die  Summe  der 
lltdit'»«  döT  l*iirtUlrelliea  ä,'  und  S,"  sind,  so  wird  die  Curve  F 
dUi«  i'Urven-lirujtpe  des  tAv+iW)-ten  Grades  bilden 
KIM  l'«rliul«urveu  n  vom  Grad»  AVm"  +  AVV  zusaraniengesetrf 
iai,    mber  enUtvht: 

UeT  Oit  doi  huTvknltUiiunkte  der  eutsprechemdea 
Ourvtin  (V  untl  <V  heail(;li<:h  vom  n'-len  und  «"-teil 
Utttde  ewuior  rationaler  Curveureihen  S 
\hi¥X  y  und  A'",  di«  Hulet  sii.h  in  einem  Abhäagig- 
k«ll>^ettiSllni»9  «r»t«r  Ordnun«  steheo.  ist  vdI  ~ 
llriid«  AV  t  A'V.  Dip  furve  F  jerfälK  in  ParlUleai 
WH  l\  vom  Grade  A'i'M-'-f  ^."n'.  »eun  die  Reihen  ^  nad 
X"  «UN  eluUehe»  Partiulreiken  .$.-'  und  ^-^  besüglp-*<^ 
vnw  lud»!  AV  und  iVj"  sasaiuDteii^esetit  sind. 

Ute  Ulclcbui«»>i  »'  =  0  und   ^  =^  0  der  Curren  C^  and  (V 
k&uu  uiuu  lu  der  Art  tedm-ireu,    ilu^^  sie   nur  einen  einaigen 

beidvn  l^ttiuvlet  -,  «ud  ^,  mthalteu.  indem  man    den 
mlMelat  der  Gleicbtu)^   W^U  eltiuiuirt,    ohne  das»    dadarch 
Indive^  der  Retbea  S*  nu<i  ^"  irgendwie  verändert  »«rdeit.     Wfc- 
dätÜBB  tttao  ftk  lUs  Folgiend«  «erausseUeu ,  dass  die  Gteicboagflo 

9'  ^  0  und  €t"  ?=  0  einen  aa«l  denselben  Purameter  -  enthalt«^ 

'l'ransl'oriuii««  wir  dt«  Keifcen  J^'  and  •$"  in  iwei  andorv  {S^ 
vihI  (^')*>  indem  wie  ein«   Kelution    Vlß,  r/x  ^*,  in,)  =  U  ewsAtm 

den  Parameter  -  ttad  einem  uidern  Parnmeter  —  *oratisset3eB,di> 

für  I  und  ij  vom  ersten  Grade,  lür  |t  und  ft  aber  vum  i'tam 
tjrwle  ist,  so  erscheint  der  Ort  ( Fl*  der  Durcfasc hu ittsp unkte  dar 
eolsprcirheudeu  Cwveu  tV  u»d  C«-  *«"  Grade  yy\it'  +nf)^ 
Ea  bt  J>ti«r  leicht  ersicbtltcfa  ,  •ins»  ilie  Cuna  (D*  niubts  traitir 
ist.  uls  die  A-ual  ;iul'ein  an  dargelegte,  dnrch  die  Reikea  y  and 
ogebeae  Cutve  r.  da  In  den  Soihen  {!¥)''  nnd  {S")^   t  oi». 


ton  äeliefifffem  Indtx. 

södw  entsprecfiende  Cnrvenpüare  fV  und  Cn-  existiron,  die  be- 
iflglicfa  mit  ein  und  demselben  Paar  entsprechen  der  Curven  di 
und  Cn-  der  Reiben  S'  und  S"  eus am men fallen. 

iSind  die  Reihen  5'  und  S"  rational,  und  man  transformirt 
in  ähnlicher  Weise  die  Partiaireiben  5/  und  S("  derselben  in 
(*iO'  nnd  {&")*  mittelst  der  Relation  r=0.  seist  der  Ort  (Fi)* 
der  Ourchschnittspunkte  der  entsprechenden  Curven  Ca  und  C' 
In  diesen  Reihen,  obwol  sie  scheinbar  vom  Grade  ifiln"\fii'n')k 
ist,  die  Düniliche  Curve  Ti,  die  durch  die  Reihe  Si  und  Si'  ge- 
geben ist,  nor  /f-mal  aufeinandergelAgt. 

Ans  dem  Vorhergehenden  folgt,  daas,  um  den  wahren  Urad 
der  Curve  r  zu  erhalten,  man  xunächst  untersuchen  muss,  ob  die 
gegebenen  Reihen  aufandere  Reihen  von  niederem  Index  reducirbar 
sind.  Der  gesuchte  Grad  von  V  trird  dann  der  sein,  der  den 
irreduciblen  Reihen  entspricht.  Sind  die  Reihen  rational,  so  kann 
die  Reduclion  soivol  für  eine  als  für  mehrere  Paare  von  entspre- 
chenden Partialreihen  eintreten,  entweder  indem  sie  sich  auf  einen 
niederen  Index  reducireo,  oder  weil  mehrere  Partialreihen  auf 
einander  fallen.  In  jedem  dieser  Fälle  ist  leicht  zu  sehen,  um 
wieviel  der  Grad  von  F  zu  erniedrigen  sein  wird. 

Endlich  gibt  es  noch  eine  weitere  Reduction  des  Grades 
Ton  F,  sobald  nämlich  die  entsprechenden  Curven  Cn'  and  de 
aus  Partialciirven  zusammengesetzt  sind,  von  denen  einige  unter 
einander  zusammenfallen,  sei  es,  dass  dieses  in  allen  beiden  Rei- 
hen &'  und  S"  Statt  bat,  oder  nur  in  einer  derselben,  ebenso 
wenn  dieser  Umstand  für  zwei  Tationale  Reihen,  sei  es  in  ihrem 
ganzen  Verlaufe  oder  nur  für  einige  Partialreihen  derselben,  ein- 
tritt. In  einem  solchen  Falle  muss  der  Grad  von  Pin  angemes- 
•ener  Weise  erniedrigt  werden,  da  dann  diese  Curve  aus  Parlial- 
earven  zusammengesetzt  ist,  von  denen  einige  ein-  oder  mehrmal 
unter  sich  zusammenfalten. 


Anm 


uni; 


Pie  lleberaetzung  ries  tarsl 
Satlaglini  in  Nenpi^l  Ul 
■ach  nit  bofnndecer  Rüclfsir-hi 
8.6—8.!).  abgedruckten  Brief  il 
I.FeTrier  1BG3  uod  zugleicli 
AcehiiB  nächstens  erachcinende 
Inlroduiione  ad  nnn  Te.>r 
•On  Uerrn  Crcmnna  in  Bolog 


es  Herausgebers. 
Iienden  achönea  Aufsatcci  V[>n  Herrn 
isacr  «eines  «Igeaen  IntBreiaeB  wegen 
auf  den  im  LiCcrar.  Bcr.  Nr.  CLXI. 
I  Herrn  Jiinquierea  bub  Vera  Cruz 
mit  HezDg  auf  die  bet'm  Verleger  den 
deulache   Uclierselziing   der  [reffllclien 


1  gaum 


ilellc  c 


-  aligedrnclil. 


i-  /"*/-"#    iffier  die  Krümmung  der  FUäcken. 


III. 

l  eber  die  Krümmung  der  Flächen. 

Von 
IltTrii  Dootor  Otto  Böklen 

'u  <ul%  .1.  \«  im  Konif^reich  Würtemberg. 


Oio  rtiCersiKiiiinireii  liber  die  Knlmmun^^  der  FlScheo  berohen 
Kit  iUh  lieciiU'htuiit;  ilcrjoni|i;oii  DiffereiitialcoefScienteDy  welche 
^ith  .(u.<%  lU'i  Ihifcioii/.ialioii  «lor  alls^emeineiiGleichaDg  mit  drei  Ver 
iiuloiiii'icu  «*ik;%*t»ou.  hio  IhtfvroiitialcoefficieDten  erster  Ordouog 
iiiliuMi  »11  «Uni  t'i^fii.M'hatU^ii  der  Tuiif^entiaJ- Ebenen  und  Norma- 
I.  II  Ui  l«riiiliiiiiir;t>Jiii«Ufi ,  Uiiriihruii^skegel,  Pole,  Polaren  nod 
l*i»l  II  I  ii(  II«  II  Iho  Sivuc  vi»u  Euler  und  Meunier  über  die 
UiiMiiuiuii/,  «Ii4illiiii(*.«.^i*i    (U*i    Nuniial-    utid    schiefen  Schnitte»  tod 

li.  •< i  uii.l    )i»at  li  iiii.Hihal  über  die  unendlich  nahen  Morma- 

1. 1.   iM    .  Ml.  IM    rimUi    •  luoa    Khii'ho,    und  Anderen^  sind  ans  den 
I  I......     iiiMiM  .iti    iMIoariiiialctuWÜciciiteii  zweiter  Ordnung  abge- 

i..i.4      l'in  .i..i,>,     Viii  I«  liliiAivi»  ubci   die  Krünimang  der  Flächen 
..  u,  \  .......  ••     .IM.        «II III    '.(u    «liiUuii  Ordnung  fibergeben.    Das 

I    I      .  I.    .  •     •••   \  «•  ••!•  II.  1  iiii|jc.'«  Aiiv   AuslÜhrung  dieses  Gedan- 


I  *i       I  •••Ml-  iit      Moi  Halbmesser  der  geo- 

I  « «  .       Il '  >i    l\  1  iiiii  III  im  *i^, 

II.  ■•    «■!• ..  luiii.,   .  nir»   KUirho  J=/(:r,y)  ent- 

i      I.    ,     .'  »I     i»iUi.-  ...<«..ii    4uli;oiido   Oifferenzialcoefli- 


./i./v 

'i 

Bohlen:    Veber  die  Kriiinmuug  der  Fläclten. 

H«Be  Ausdrücke  beruhen    darauf,    dags   man  von  dem  gege- 

k  Pnnktfl  M  der  Flache  zu  anitcren  unendlich  nahen  ^',  M"... 

[ebt.  die  so    liegen,    dass  die     ProjecHon     von    MM'I^"  auf 

y-VAitna  entweder  parallel  der  a;-Axe  oder  der  yÄze  ist. 

'a^egen  vun  M  zu    einem    lieliei)i(;en,  unendlich  nahe» 

Ble  der    Fläche  libergehen,    s»    bedient    man  sich   lolgender 

Kbunjf  eo : 


t/j  =  pdx  -f  qdij ,    dp  ^  Ttix  -|-  tdy , 


=  s(ir+  idy; 


SA  iet  2U  setzen: 


I  weiteren   Punkte  jtf"  übergehen. 


^  dr  =  udx-t-uidff ,     ds  ;=  uidx-\-vdy,     dt=^  edx  +  wtly\ 


I  rf^  =  «(/a:*  +  iuidxdy  +  C(/j»  +  rd»a:  +  »rf*j, 
(d^g=  mdx^-i'2vdxdy  +  tBdfi'+td!'x  +  id*g. 

r  Teretnfacbung   der  Schreibweise    bediene  ich  mich  noch 
r  Buchstaben: 

k  Vi+pMV'     f  =  dpilx  +  dqd^  =  rrfj*+2irfa;rfy-f  %2 


Pas  Linienelenient   auf  der   I 
jtla  constaiit  ani^äseheu,  also 

d^a  = 


ird   mit    da  bezeichnet 


0. 


(Vir  nehmen    auf    der    Fläche    ein    weiteres    Linien -Element 

,  welches  senkrecht  ist  au(  lUJti'  und  mit  M' M"  einen 

ich  wenig  von  <ä&>  abweichenden  Winkel  bildet,  dessen  Er- 

0°  wir  6)  nennen.      Die    Projectionen    der   Elemente 

(UDiI  M'M'"  auf  den  Axen   sind    beziehungsweise  dx,  dy,  dz 

',  dy',  dl' ;  a,  ß,  ■/  sind  die  Winkel,  welche  M'M'"  mit  den 

Met.  Da  M'M'"  in  der  Tangential-Ebene  von  M  liegt,  ao  ist: 

dl'  ^  pdx'  +  '/dy', 
l  der  Winkel  jtf^'yH'"  =  90"   ist.  so  hat  mati; 
dxdx'  +  dydy'  +  didz'  =  0. 
■'diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 
'Heil  XLI. 


'.«//</  'ler  f-^t denen. 

'usy  =  /  1^ 


..  ..w     /.*r  MII4  iieii  Axeii  biliiet. 


,vii>iuiii£eiiäe  i'^leiiient 


I 


.4»   .  *.  »  ölilU 


2.\ 
•    I 


-     ^-     I.  .■     ■   j 


r 


BSkleii:   Veöer  die  Kräinmima  dei  Flächen. 


H^ 


ach  A,  SU  daas  die  dre 
der  Fläche  liegen,  odei 
loie  angehtiren;    dann  ist 


Wir  vedängerii  das  Element  MM' 
Punkte  ilf,  ia;A  in  Einer  Nornial-libeni 
vras  Daeselbe  ist,  einer  geodätiHckeii  I 
nach  uuserer  Erklärung: 

uj  =:  iWIU'A. 

Die  geodätische  Krümmung  einer  Linie  auf  einer  Fläche  gibt 
also  ihre  ilbweichung  von  der  tiie  Uerührenden  geodätischen  Linie 
•  die  Krümmung  einer  ebenen  Kurve  ihre  Abiveicbung  von 
^e  berähreadeu  Geraden  angitit.     Letztere  Krümmung  ist  eine 
,  während   die   geodälische    Krümmung   eine  relative   ist; 
k  relativer   Krümmung  ist  liie    Abweichung   einer  Kurve  von 
EBie  berührenden  ztveiten  Kurve   zu  verstehen. 


r  verlängern  das   Element   HtJH' 
I  daas  also  MB  Eine  gerade  Linie 


I  gerader  Richtung  nach 


iyM-  =  M-ia-  =  ,VA  =  MB  ^  1 

Ü  bilden  dia  drei  Punkte  M"AB  ein  unendlich  kleines  Dreieck, 

i  hei  A  rechtwinklig  ist.    Nun  ist  ^"fi  die  absolute  krüm- 

Blc«  gegebenen  Linie  jtfjtf'üf";  den  Krümmungshalbmesser  der- 

1  nennen  wir  q';  AM"  ist    di«   geodätische  Krümmung  der 

Sgebenea  Linie,    und    AB  ist  die    (absolute}  Krümmung  der  be- 

1  fühlenden  geodätischen  Linie  oder   des  Normalscbnilts  der  Fläche, 

dessen  Ktümmungshalbmesser  nir  g  nennen;   ferner  ist  der  Win- 

[m  M"BA  =  Sl  der    Winkel    zwischen     der     Oskulations- Ebene 

1  mTitf"  der  gegebenen  Linie  und  der  Normal -Ebene  der  Fläche. 

•  Dreieck  M"AB  liefert  nun  folgende    Relationen: 

M"B'=AB-^  +  AM"'K 


Das  Quadrat  df 
dtfKiflrilner  Fläche  i 
be-HiRDg  der  tangiren 
^»iBa  <iuadrat  de 


absoluten  Krümmung  einer  Linie 
t  gleich  dem  Quadrat  der  Krum- 
en   geodätischen    Linie,    vermehrt 

geodätischen  Krummunii. 


**ntn9  'ter  -tttcken. 


L>M' 


!•     » 


j    ••• 


-'    '*««,,  —     t.U 


>-...:iiJcti       aueii 


. «..    «4-:  .=  u.t£<jtgi2 


«  ■•       II 


III«. n    ^iiferenzii 
•*•     '»v-iO  .olgt  aus 


Bäklen:    Ceöer  die  h'rüiiuimiig  dir  Ftächm. 

!  EliminatioD  von  <Px ,  d^^ ,  fPi ,  welche  sieb  durch  Doter- 
^ep    «ehr   leicht  betrerkstelllgen  lässt,    liefert  n  achateben  de 

*^'  =       ^  f*  +  J^f.(pdy  -qdx). 
:i  dieser  Elimination  ist,  irie  oben,  zii  bemerkeD.  dase 


^.  2.     Die   PoldistanK. 

Ebf  einer  Flache   ließt  eine    Linie,  von  welcher  M,  M',  M" 

I  einander  folgende  Punkte  siod.     Die   Tangential -Ebenen 

t  vnH  M'  schneiden  eich  in  einer  Geraden,  der  konjugirten 

^le  des    Elements   MM';     ebenso  schneiden  sich  die  Tan- 

1- Ebenen  von  jtf'  and  M"  in  der   konjugirten  Tangente  von 

Die    beiden    konjugirten    Tangenten    schneiden   sich    in 

[Punkte    P,    welchen    ich   den    Pol  der  Oskulations- Ebene 

me,  oder  auch  bloss   des   Punktes   Hl,    da  im  Allge- 

■  jedem  Punkte  einer  Linie  auf  einer  Fläche  eine  besondere 

läons-Ebene  entspricht.     Die    Entfernung  MP  ist  die  Pol- 

Die  konjugirte  Tangente  des  Elements  Jtfitf',  welche  auf  den 
I  tngenlial-Ebenen  von  M  und  M'  zugleich  liegt,  mnas  folgenden 
T  (Sricbungen  entsprechen: 

dzr=pdx^qdy, 
dl  =  (p  +  dp)dx  +  (9  +  d,q)dy 


wwaiw  man 

ßtidel: 

rf«+5*  = 

0 

||...„ 

zur  Ablürzuni 

^Hp  GI«ichun^Dn  einei 
^Klden  lind : 

|.=0, 


=  i/dp — pdq  setzt. 

rch    den  Ursprung  parallel  gezoge- 


— »rrs//  '^ticAen. 

=  :). 


^• 


t»n  Urspnma  mit 
-i    ülements    MM" 


,n=o. 


lenulich  nahen  ko 


^       71      ' 


--  — 'tij  fPp  ^ 


7- 


•  t 


•». 


/  dp 

:nii   -^  --  ne 

*  71 


.       '•  ^t"    ^ohnei 


«•oicnuii^en 
•'  •  '.!•    'I'    und  1 

reiche    Ik 


•  Ve&er  ilic  Krümmung  der  Flächen- 


dp  (Pq  —  dg  d*p 

ndiesen  Ausdruck  zu  entwickeln,  suhstituiren  wir  itieWerthe 
I,  dif,  ^p,  d'r/  au8  1)  uiirf  '>),  und  erhalten: 

\^dq*+(qdp-pdq)^=^/[\^l-^g^)T■i+^\+p')^^-'ipgTi\d:t^ 
+  1(1 +?')*»  +  (» +p')('-2p9*fMff» 
+  i\(l  +  g^)rs+0+p'')''l—pq(rt+s*)\dxds], 
13) 
h^g  —  dgd^p  =  (tur  - us)dx^ -^  {^BT —tii^ms)dx*dy 

+  (7if+wr — 2)ü()(tcrfy'  +  (*w— c()rfy' 

pl^rfa:ä+(29j  -pr)(tc'rfy+(9/— 2;**)  d:zrfj'+pi(/ff»+fidötgß|. 

Ht  der  Entwicklung  dieses  Ausdrucks  hat  man  in  den  Wer- 
IcAn  d*p  und  /2V  nach  3)  diejenigen  von  (J«jr  und  d*y  nach 
Kri^ibstiluiren ;  und  dann  ist  bei  der  Entwicklung  des  Faktors 
pA  zu  bemerken,  dass 

U{qdi  \  dy)  —  iipdz^dx)  1  irdx  +  tdji) 
\Mr{qdz^^dy)—sipdz-\^dx)\{sdx^tdy)=i,»^--rt)d{fl 
lan  die  Uleichungen 
ii»  =  {pdx-\-iida)*      und       difl=dx^-^dy'^^dx^ 
khligt. 

ttit  wäre  der   allgemeine  Ausdruck    der  Poldistanz    eines 

r  einer   Linie  auf  einer  Fläche   gefunden,    und  durch  die 

nuEialcoeriicieTiten  der  drei  ersten  Ordnungen  gegeben.     Si,  ist 

ÜWinkol   zwischen  der  OsknlationsEhene  der  Linie   und  der 


und 


[  Arrcllihre  Tangente  !>ehenden  Normal-Ebene  der  FISche. 

^  a\nA  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  Tangente  mit  den 
ftf- oiid  y-Axen  macht. 

SSmmtliche  Differenzial-Quotienten  sind  für  einen  bestimniten 
I  Punkt  der  Fläche  konstant;  ihr   Werth   verändert  sich  nur  bei'm 


•  aen:   /■''^er   :ie  Srn/umung  der  Flächen, 

'«»eruiiiiu   '11   .Mtiem  :iMiiereii  PTinkte  der  Fläche.     Filr  alle  Linien 
ufie.      eictie  <icm  in  diesem  Punkte  berühren,  haben  auch 

M  v'ii.^oiueii    Wtfrtfa.      Verünilerlieh    sind    dann   in    der 

.(  luiis^   •  litt   :'.'*    Miti   l'j)*   nur  ilie  Poldistanz  MP  und  der 

^  :iikOt    ...  'Muireii  «Mr  Zähler  üiid  Nenner  des  Bruchs  mit  dem 

«.'«       '«I  ^  .^    :!iu     te^eiciiiien    mit  C  und    O  zwei   konstante 

«-fsv^vi« .   ^•'  "iitiiii  ..tc  «iteiciiimu:   li)   U)l:;ende  Form  an: 


t  I  •>        >. 


..^c««»*vt    '^u/.     'iunatCen . 


»  •», 


1 .  •    \ 


.1    i  a  I      •  i:  o  1    !'*  I  ä  c  h  e .    welche  sich  in 

.  i;(.i.   «.:i.i  dir  <i  iej^eri  Punkt  die  Pole 

-    .    >iv»        k  tM    in  volutorische  Ge- 


.«.iivt     ci    :;'ii    /-ai-deii  .'.weiten  Grades  längst 

....;v.      •.su*>^i-iii.tMi    Kuaisuiii;   nach  einer  nähe- 

t       '«*..viiMii>vio»     Kbcfieii   mit  genieinschafUi- 

I      i\..u«;oii.    »Clin  CT  von  irs;end  einer  6e- 

..  ...%v«u-ii    .*uiii«(r«ihü   «4e6chuitten  wird,  oder 

..   /uiiw^.oii.    «ciche  die  Gleichung 


V.-  ..%..!.. .Cm.    ;itd  .r.  //   die  Abstände 

•I.  «  i-     .'i  i*ii.ii^ireihe  von  zwei  festen 

Si      .  .^.  .  ...  ii.  /iii  Kbenenbuschel  ist  in 

«.  .    .•cc»«  :ür  ir^rend  zwei  ent- 

.u    /.iici     ien  Ebenen büschel 

Mv-  ^^sÄUiationai-Ebenen  aller 

■  :.cii    lui  einer  Fläche  bil- 

u.th     i  viie  Normale  der 

i:.  .%.    .»  .iii,  "«ü  dati4S  AB  ^\ 

.     «....t&     .Ml    itfi   durch  .:1^  und 

..iM     gehenden    Ebene; 

.*■  «      tH'iiCiu  welche  von  der 

.    %.u..;ic»i   nitti,  den  Winkel 
%^  ,         w>  uiiv4  H  hinaus  nach 


*      Ckioiiden  Oskula- 


», 


'ten:  Cdöer  ilif  Krümnnmg  der  Flächen. 
-W/'.(C  +  tg52)  =  C 

1  ist  eine  l)e8on(lere  Fnrm  der  oben  aufgestellten,  etwas  ^^ 
pren  Gleichung,    woraus  di«  Hichligkeit  unseres  Satze 
fA.  h.  <ltB  Gerade    BD  »schneidet   den    Büschel  der  Oskula- 
^benen  in  einer  Reihe  von   l'iiiikten  /)....,  welche  mit    der 
^be  der  entsprechenden  Pole  P in  Involution  sind. 


jtoD  die  Poldistanz  :=  0  werdon,  so  setz 
ock  unter  dem  Wurzelzeichen,  als  die  ' 
I,  nicht  =  0  werden  kanti. 


r  in  11),  da  der  1 
B  von  drei  Qui 


»^Vs-^-Tt 


t 


>  Ausdruck  ist  nur  bei  den  ungleichartig  ^ekrQmmten 
n(t.B.hei'm  einmantligehHy^«rbotoid)  reell,  «o  i>— rf>0 
2  liefert  dann  zwei  VVerthe  welche  bei  den  Flächen  z» 
ides  den  geradlinigen  Erzeugenden  entsprechen. 

lull  dagegen  die  ['oldistanz  unendlich  gross  iverden,  so  sc 
fi^^-d^fPp  =  0,  Rir  welchen  FalWie  Gleichung  13),  da    | 

B  ßeziehuog  auf  ■-?  vom  dritten  Grade  ist,  mindestens  Einen  \ 

itWerlh  Rir  '/  llelert,  bei  ied«m  Werthe  von  Ä.     Hieraus 
dx  ■' 

ITuehsleh ender  Salz; 


filier  allen  Linienj  welche  durch 
then,  und  deren  Oekulation 
^Winkel  mJI  der  Flächen  -Non 
^al-Ehene)  bilden, 


inen  Punkt  c 
■  Ebenen  dei 
ale  (oder  ' 
Eine,  deren  Pol- 


Blnz    unendlich    gross    ist, 
laotet    der    Sntz :    Unter 
%e  durch  einen  Punkt  eii 
i  Einer,  dessen  Poldi 


In  dem  speciellen  Fall,  wo   i 
allen     NormaUchn  itte 
er  Fläche  gehen,   ist  >v< 


Ki  den  Flächen   zueilen  Grades   lässt   sich    diese   Richtung    ' 
(nden;  man   darf  nur  für  einen   bestimmten  Werth  Sl  die- 
}'Oskulati(iNS-Ebene    suchen,    welche    zugleich    durch   den 
mkt  der  Fläche  geht, 


pr  uelimen   nun    & 
Flächen -Not 


^jeiiige    Courdiiintensystem    an,    dessen  H 
lale,    und    dessen   x-    und   «/-Axen  die  I 


y^  noHip,H     t^t^tcf  ai^  4rr #«MHr«if  4er  yjtfcAm. 


,1,,,.  ;^Miiii*lii->imM».   411.    H.*r  V  uimJ     -r  »«iBBes 

.1.UMI  mIi    l*       *>.  ••••<*   *MKl4'*«:h  witwwJer  i/jr=:0  ader  «£x  =  0> 

t||l>l     ••tllllllMII- 

w 

14*  » 


uu  *»-..•»'        • 


II»  <^!.h  liMti«  ♦*»•  'J>»*  *'*>«»  ÜHliiiitiiiiiKMliltieii  <^  =  0  andc£jr=0 
...i..|..;...lr..,.li.u  Uiunilk«*imiHiiHH«llrtlbiuüH<M)r<ler  Flache  mit  Rmii 

.1..-. 

■  iiiiiiil  Will«-  «tili  ^(-'(»iiiDliiisicho  bodoutuiiju;  der  heulen  DiSereo- 

dh    _    I 

•  Hill 

dh        1 


Im  (la.>  «tii^oi^ulitiiiü  Ciiordiimtensystem  gefandeii. 


:)    i.     IM(i  Kiümiuuu^shalbmesser   von  den  Evoluten 

der   Flächenschnitte. 

I»ui«h  oiueii  Punkt  einer  Fläche  geht  eine  Ebene»  welche  mit 
tti    ^ull^oll(lul  -  Ebene  den  Winkel  90^-^  bildet.    Diese  Bbem 
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schneidet  die  Fläche  in  einer  Kurve«  deren  Krummangshalbmesser 
wir  ijj  nennen;  r'  i^t  der  Krümmungshalbmesser  der  Evolute 
dieser  Kurve,  also,  wenn  das  Linien-Element  =  do  gesetzt  und 
als  coDstant  angesehen  wird  : 

Diese  Formel  beruht  darauf,  dass  die  gegebene  Kurve  und 
iiire  Evolute  gleiche  Contingenzwinkel  haben,  und  dass  das  Ele- 
ment der  letzteren  =c2p'  ist.    Nach  dem  Satze  von  Meunier  ist 

p  =  ^  cos  Sl. 

Q  ist  der  Krümmungshalbmesser  desjenigen  Normalschnitts,  wel- 
cher durch  den  Durchschnitt  des  schiefen  Schnitts  mit  der  Tan- 
gential-Ebene  geht  und  der  mit  letzterem  den  Winkel  Sl  bildet. 
Allgemein  ist: 

kd<fl 


p'  = cosi2,      dg'  =  ao*  cos  Sl- = — — 

oder,  weil 

also 


k 


Ist: 


Pemer  ist: 

fi  =  rdai^ + 2sdxdy  +  tdtf^y 


^^drdx^-{'2dsdxdy+dtdy^+2(rdx+sdy)d:^a!+2(sda;+tdy)d^^, 

Non  Ist: 

dr:=:udx  +  uidy,    ds  =s tuda: i- vdy ,    dt^ivdx+tody 

nnd  nach  9) : 


d^  =  —  |sf*—  J^J-Q^iVdx^dxy, 


also: 
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+  ^j^^j^ti\irdx+tdifKgdz+dy)  -  {sdx^tdy){pdz  +  dar)|. 

Ferner  i«t: 

/>*//>  +  9^9  =  {pr  +  7*)da:+  (p*  +  qt)dyy 
»Uli ; 

fr  3^  ((|Mr  +  ys)€ijp  +  (;!*  +  vO^y) 
-  ^^j^^i{rdj^-t^sdy)(gdz+dy)-(sda:+tdy)(pdz  +  dar))}. 

Mit  Herfloksichti^unj;  tler  Gleichung 

dz  =  />i/j:  -|-  gdy 
linileu  \\\ti 

(ri/.r  +  sdy)(i/dz  +  rfy)  —  (tdx  +  tdy)(pdz  +  </jr) 

niilliin : 

Ift) 

f  3|a(  (fw  +  q$)dx  +  (/><  +  q€)dff) . 
^^iq^s^pqi^$)dy% 


Uiiia»    tat  (Icti  ^ll^lUllllihO  Ani«i1ruok   fiir   den  Kiümmangsbalb- 

lut^^ck  %Um   litululo  oiiiitai  atrliiofiMi  FI.Nrhonschnitts,  dessen  Ebene 

IC    lau,40iiCLU-Llioiiti  in  tilhc«r  \M\\t^  »chneidet,  welche  mit  den  x^ 

...    ,   Vvi'ii  \\iul«il  liildol.  ilcMiin  rorilnui«     /    und  -ß  sind.  Der 

a<s  da 

^Vi...«c.    c^u>iUiu  itci    «)uvi:|i  dioaii«  Sohnllllinio  flehenden  Normal- 

iv.  w    >-v\    rUt  Lei  uuit   lU'i    MiiMu»  «lott  «rhicfon    Flächensebnitts 

-^       Vu(  ciht:  ual)(:ii.'  Ivtid^iiUiiiiM   illoH«Mi  Ausdrucks  in  sei- 

..ic-^c.iJoit   AII>;K!iutiUil«oU  litiliftlli«  ii'ti  mir  vor  xuruckznkom- 

'■  ^«:^v'  i-iu>iocil(:u  4U  ^|uu)l<llct|l  Ah\vi>ndun^on  über. 

\ii  ,*.<./.,...  IL    lb\  ii'xti  i\\p\iu\vkkU'\\  \t\\\  i'(i**i.Q  und  8in.QcosA 
.:   i.iJ     -  fi.  Ulli)  titbaUcii 


W                  '1 
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^K^                        r'=Jcos>^-hSsini2cosJ2.                                  ^H 

^^H  Setzen  »ir  hier  zuerst  t'  =  0,   so   liDilen   nie,     wen»  der  be-    ^^^k 
^^Kende  Wetth  vod  U  gleich  Sl/  ist:                                                       ^H 

w                       ■ 

^B   Sachen  tv>r  über  die  Ableiluni;   ~.  so  ßnden  »ir:                       j^H 

^^k                           ^:=-/l6in2i2+£co82^.                                  ^^H 

^^^n>«i  speciellen  VVertli  von  Si.  für  ^'^0,  oder  r'  =  Maximum,   ^^| 

^^^n  wir           so                                                                                        ^H 

■[                                                         ■ 

^n^                                       ^1 

^^^Ki  dieser  Gleichung  ist  der  folgende   Satz  enthalten:                     ^^| 

^^Eiegt  man  durch  eine  Fl.'ichentangente  zwei  Rhenen,   ^^| 
^^Hp«8B  aer  Krfimniungshalbniesser  des  ersten  Schnitts    ^^| 

^^^B,  und   der  de«  zireiten  pin  Maximum  ist,    so    steht 
^^B  erste  Ebene  senkrcchl  auf  derjenigen,   welche  mit 
^^B   Normal-Ebene    einen    doppelt    so    grossen    Winkel 
^^Ket  als  die  z>veite  Ebene;  oder  auch:  die  Ebene  des 
^^B«8ten     Evolutenhalbmessers     halbirt     den     Winkel 
^^Ksehen    Her    Tangential- Ebene    und    der    Ebene    des 

^^Bfnsten  Evolutenhalbmessers. 

^^H-Der  Ausdruck    liir  r'   Tereinfacht  sich    merklich,    wenn    mau 
^^Kenigfl  Coordinalensystem   wählt,   dessen    i-Ase  die  Flächen- 
^^^|miale,  und  dessen  x-  und  ^-Axen  die  Tangenten  der  Krüm-     ^h 
^^KgsUnien  sind.      Die   Uleicbnng    18)    verwandelt   sich    dann  in    ^^| 

H          ,,_       „.,H3»^^^3^.,.+  W„.,,,.^„,,^           H 

H.     -'.Äsfsii^''-™«"»«-        ■ 

^^Bbm  die  KrBmmungshalbmesser  S  und    H'  der   Cvolulen  von    ^^| 
^^KduTCb  die  Tangenten  der  Krümmungslinien  gehenden  Normal-   ^^| 
^^Hpllen   zu    erhallen,  setzen   wir    A  =  0  und   zugleich  entweder    ^^H 
^^KrO,  d9=dx,  oder  (te=0,  da  =  dy,  und  Hnden :                         ^H 

46  BSi^ifm:  /HkT  tfF^  iniiMiani^  äer  Fiäcken, 


^1) 

.  =  -J. 

r=-?. 

«>ii«r.  wmI 

r 

'=1 

Symiftk  xKity"  «ifi^  Jte»i>g0uclie  6«de«tiiBg  der  beiden  Differen- 

A^^  ^>  immI  ^^  ««ImUh«  «tr  filr  die  Kn!nimans«halbiiiesser 
^  K^vJkliNA  ^V4ft  di^«  d^irdi  <fie  TMi$e«teB  der  Kramoiiii^iiiien 

],^5^kK^^<4*  3*c4tt<<Swfc  S^^knin^?; 

Hw4i¥  IW^i  d«<f  ^^iMU; 

l*^Sl  IM««^  dmvli  di^  T)ä»^^«te«  eiaer  KriMoiuog«- 
\W\^  ^'IU0  «clii^lV  Kb<^«^  «ttd  <i«e  N«irMal- Ebene,  so 
Ul  ^^\  \i^\^mmyk^%^^^\^m^^^^x  d<r  ET<pl«te  des  scbie- 
l^ik  Svl^^VU^4jk  <UU'b  d^^iN^i^tti^fMi  der  ET^Ivce  des  3kor- 
UN^U^rl^uUU  M^llii^lU^wi  Mit  dem  Qttadrjic  des  Cosiavs 
Uv«  NV  Uk<^U  ^^'^ds^(  Kbi^«<Mk  l>w<i$«r  äati  i«t  eis  ABaJogoo 
Uvu»iv4ä^«^    \v^   M^Muit^c    ^lbl^r  dW   kHI»ii»i^;irbiib»f. ij uir  der 

Xu«4S^U]^^H^^4H^  dl»  l^gifiMtrt»  Ar  die  KMbtMiMB  wid  £e 
>i^ v^^»fc^^j:^  bifclbniKisa^r  der  EthJhhwi: 

tUicvl^  vKm  si^5^^^i^M  IN^idil  »Nif  dihr  rihtbe  mlieai  «ir  eine 
KUvkouUu^vulVh  dW'  MU  diM  KiiMNi  kfiwmwwwtrKiiU  wrik^q  der 
kl4uy(k(iüuuxiAV^4ftl^M^v)4Uh^   JC  «NM^fnkliCx  «fe»  Widbtl  «  bld^ 

=.Vs^  Jkn:^^    ^'ÜivkvMUV^V^I^  ^i^bl   «^MM^  Nv^fMüd- KW«ie   WM 

n^Xn^v  KWu<^;    MvW  (mMv^   mmI  iH^mmmA^   du«  Wa^M  i2 
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/cos«a      .iii»a\  .reo.««      «iii'a 


p/f»'"^   «   +    bJ 


(fi~gj"'"'"° 

(-7r+ «-) 


5.  4.    Konjugirt«   Ebenen. 

[D  Memoire  über  ilie  Kfüramun^  der  Flächen  im  Joi 
|ean    Lionrille    (tome  VI,  p.  lOt.  erste    Serie)    führt    Abel   ' 
lie  Abivetchun^saxe  und  den  Abivcichungswinltel  (angle 
hiation)  ein.     Dieser  Winkel  S   gibt  in  einem    Punkt    einer 
Bn}  Kurve  ihra  Abneichung  von  der  üreiskrümniung  an,  nnd 
Minunt  durch  die  Gleichung: 

tefl  =  i-. 

r  Kiummungshalbmeseer  der  Kurve  und  t  derjenige  ihrer 

Zieht  man  in  einem  Punkte  m  einer  Kurve  die  Normale 

eine  mit  der  Tangente  parallele  Sehne,  deren  Halbirunge- 

t  h   ist,    80   ist   die  Grenze  des  Winkels  vmh    für  den  Fal| 

lendlichen  Annüheruni;  der  t^ich    stets    parallel    bleibenden 

»an  di«  Tangente  =i.     Die  GrensUg«  der  Vorbindunffslinie 


mk  i^c  fti«(  JUMv«»«iiuiiestax&  %ä  dan  KiiSBiaduiiiten  ist 
^'jßk^  nmh  iinahddiieie  v^m  ier  Enrtarnans  ior  Tjaifr9it&  ¥im 
4(0r  llir  ^«Riild^n  .ibefciie,  >ienii  jwfc  ist  il»  ttUdhimne  «ne»  DiiA 
iii«;3«rt#»r<i ,  w^duir  fiür  ^tiden  PlmJtt  (iitt  JUisFoieiiiiDesaxB  ist.  Uta' 
4h<fr^  W^rth  v  in  ns  -i  iänst  ^cfc  fiir  Ksoduduirtii-  sanz  isicht  nacfc- 
w<»w<n.  »la.  <^«tii  nnn  ia  jedem  F^kr  «iiuer  ii«iii*liicai  eiMBcn 
%ar^^  *M  ik^^^imthniti  kAiuMniren.  Üümc.  tiis  viief  auf  eini 
M^/and^  Piinkr«*:»  aii«<i  aiudi.  die  &M(M«n  a  and  r.  aiic  ihr 
ImC,  4A  isft  (iut  F'^rmei  in  liirisr  Allgwneiniigir  b«wiiia«]. 

Mfir  kiini%4^n   nnn  den  Ähmiiieknn^wiak^  ^   «ini»  belLeJhigeB 
^.fH<iV»fi  flä^.fcenj9dima»r  für  wdef^i»  ^tf 


finH  ffer  Krft«iU9ii^^fcaibake*aer  der  Et  diäte  f'  dsrc^  1$"; 
Mt^   MkgfiHMm,   iiiid  finden  ans  te(!'=i— = 

Wir  hez0!ichnen   den  Winkel  zwischen  zwei  konjagirten  fPk- 
ch^.r»' Tanten  feil  mit  u,  »o  ist: 

(fjfdz  +  djf)  dp  —  (pdz  4-  </jr)  </9 
'  ^  k{dpdjc  +  dqdy). 

«S^fzen  wir  hier  die  bekannten  Werthe: 

//j  =  /:^rfar  +  ^r/^^,    dp  =  rdx-^tdy,     dq  =  siir  -h  /c/y ; 

«o  finden  wir,  dai^/y  der  CoefBcient  von  sin.^  in  26)  gleich  co^a 
ffft;  fiomit  f«»t^  H'enn  wir  den  CoefOcienten  von  cos<^  =  ^  setzen, 
Hihii  t^)  die  Cillcichiing: 

27)  t  j?  ^'  =  il  CO»  Ä — cotg  a  sin  Ä. 

»Setzen  ivir  hier  zuerst  i^=0  und  dann  .^=90^,  so  finden  %Tir: 

tgd=  ^,     tgV=  — cotga. 
^  ist  der  Abweichungswinkel  des  Normalschnitts  und  V  ist  die 


Bäklen;   Veber  ille  KTitmmung  der  Flüchen. 

I  des  Abu'eichnogsH'inkele,  wenn  sieb  die  Schnitt- Ebene 
Beb  der  Tangential -Ebene  nähert.  Statt  27)  können  ivir 
'tlireiben: 


tgiä'  =  tsdcosß-cotga8inü. 


B  findet  man  (nach  Abel  Tr; 


n)  zunäihst  für  tgd'=0 


->  tR"  ^  COtB« 

s  eotgo:        ^  tgÖ 

ijenigen  beiden  durch  eine  PI  Sehen  lange  nie  gehenden 
hEbenen,  n-elcben  der  klvinHte  und  der  grüsste  Abwei- 
ivinkel  entspricht,  stehen  auT  einander  senkrecht. 

l>4eT  Gleichung  2ti)  nni)  aus  igä'u^= — <^olg  n  l'>'gt  ferner 
«Stli; 

Die  Abiveiehangsasen  sämmtlicher  durch  eine 
fUebentangente  gebender  Flächenschnitte  liegen  in 
«iner  Bbene,  welche  durch  die  konjugirte  FUchen- 
Ungeote  geht.  Die  Aljvteicliuiigsaxen  der  durch  letz- 
tere gehenden  FlächeiiscIiDitte  liegen  alao  in  einer 
durch  die  gegebene  FlnrhenlangeDte  gehenden  Ebene. 

Zwei  Ebenen  nun,  «eiche  durch  zwei  konjugirte  FJächentan- 
geiiten  gehen,  und  wovon  die  Eine  die  Aliiveicbungsasen  aller  durch 
'ie  konjugirte  Tangente  gehenden  Flachen  sehn  Ute  enthält,  nenne 
Kb  konjugirte  Ebenen. 

Wir  nehmen  nieder  dasjenige  Coordinatensyatem,  dessen 
»-Aie  die  FlScben-Normate,  und  dessen  x-  und  y-Äxcn  die 
Tiflgenten  der  Kriimmungstinien  sind,  und  finden  aus  26),  indem 
•ir  *»tzen : 


,=  ,  =  ,  =  0,     r  =  . 


1 


2'M: 


('fand  d'  sind  die  Abneicbungswinkel  der  durch  die  Tangenten 
mmungslinien  gebenden  Normalschnilte); 
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30) 

(iaj       .  C08*n6ina       cosasin^a   .  tg^  .  .  \ 

^  ^     4     -    «v^«  —  -     — ä ^"ä:; —  ^"^ ■^• 

Kttt  ^  "R'J  K    +"«' 

Oio  koiijugirte  Fl»chentanf;ente  mache  mit  der   x-Axe    den 

Winkol  i€  I    fi,  8o   dami  also   wie  oben   a   der   Winkel   zwischen 

hoiiliMi  koiiju^irten  FiKchcntaiigenten  ist.,  so  hat  man  zur  Bestim- 

iiiuuK  von  u  f  M  die  («leichniigen: 

1                cosa 
üin  («  +  ci)  =  1^  .  -   ,-: ^-^ , 

l  sina 

COM(«  I  «)  =  —   Vw  .  _z= 


V 


cos'a  .  sin^a 


+ 


R^  ^   Ä'« 

Oiis  AhwiMiliunK-**^^''"^^'  ^'^i*  dii^ch  die  konjagirte  Flächentan- 

^cMit»  .i;eh«siiü««ii  Hi'hielou  Schnitte  nennen  wir  ö",  so  haben  wir, 

iiuliuii    iiii    in    'iU)   «  h«   aitatt    a  setzen,  und  die  Werthe  von 
«iiu»k  I  «4)  iiiiil  i'i»i«(u  I  n)  Nuhstituircn : 

/lu''       ,       oon*<i«in#i       cosasin^a      te/d  .  .  \   ' 
.41)   C«  i^ '  -:  (^  ^^^.   voh\i  I         j^, p -^  sin'aj 

a*     •    «'•         ,.      1^1,.  -liJ^cosasina 

nist^j      «.iii*f*\*  eoM^#i      sm*a 

R     •    R    )  *«~"+'7?~ 

l>i«-    ktiitj%ii;iiCc!u   Milt-hcMl-'^lln^en(«*n   bilden  mit  der    ^-Aze 

>.   WiiiLil  .1  uitd  «t  I  fj-,  duii'h  «lin  irohiM)  zwei  konjogirte  Ebenen, 

-«    «»•>   V   ^  "ttd  i>>  I  •<)   iiDiiiiiMi  wollon,  nnd   wovon  die  Eine  die 

\  M> .  « Suii^^.iiiii   ssfiiiiiiiilu  lun    duirh    dio    FL'ichentangente    dar 

^    -('  > '>  .oU-s(^tt  .^iliiticin  ttiiihhh.    \\\i\  Fibone  (<i)  bildet  mit  der 

uSvi   \iiiiii.ilc  eilten  \\  iiikitl,  iloii  w\x   N  nonnen,  und  die  kon- 

-  :o  Vh.'  iv-  ^..  \  14 1  lii|«tt:|  Ulli  (Icir  Flhi'hen-Nnrmale  den  Winkel  ^. 

.    \Vi!.\vl   ^>  niiil  aus«  M\\  i^chiiulcu,  indoni  i.Q=0  gesetzt  wird, 

^         -  *.'i'V  UiJciui  hioi    M      0  k{o«ii»Ut  wird.    Die  so  erbal- 

^^l:.:ho  luu  \^\    miil  \^s   iuiiai««>ii  no«*h  mit 

li      •     H 

»in..    ~ 

V'  «11»*^«       »iit^ 


^ 
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drt  werden.     Man  erhält  auf  diese  Art: 
31) 


J«»=(¥" 


^_*^,i„., 


/C0S*O       6 


'+'f^«»'°) 


•^  /co8»a       s\tfla\^  rZöä^ sin««  ' 

(.-b-+tf;v  ,».  + K^ 

Der  Winkel  zivisrhen  dem  Durchschnitt  der  beideti  konjugir- 
Icn  Ebenen  und  der  Fläcbea-Norinale  ist  gegeben  durch  die  Formel : 

-:—  VfgS0+ts^9'~2tgÖtgÖ'co8o. 


eiidung   auf   besondere    Flachen. 
I  Ä.     FIAcheo.  welche  dun^h  eine   Gerade  eriEingC  werdeu. 
B  Fliehen  geangen  nach  Monge  folgenden  Gleiehnngeni 
rdx^ + ^sdxdy  +  tdy^  =  0 , 
udx* + Zmdx^dy  +  3t)dxd-^^  +  tcdy'  =  0. 
t  der  ersten  Gleichung  findet   nii 
d^_—s±V^ 


■^                            ,lx- 

oeleheii  Werth  wir  =  v  set/.eii  und 

«tÜniren: 

n  die  zweite  tileichuiig 

«  +  3wv  +  3ov''+. 

r.v8  =  0. 

DJMB  ist    die  aligemeine     Differenz 
fierade  erzeugten  Flächen. 

algleichung   der    durch 

Wir  nehmen  dasjenige    (Joordinatensystem,   dessen  Axen  die 
Noraide  und  die  Tangente  der  KTfimmungHlinien  sind,  und  erhalten 


\  mit  Benutzung  der  Ausdrücke  in  2^): 


BSkleii:    VeOer  die  Krilmmntig  der  Fläche?/. 


B.     Die    Flachen    zweiten  Gnidps. 

Diese  Flächen  haben  ztrei  Systeme  von  geradlinigen  Erzeugen* 
den,  welche  bei  dem  einnian fliehen  Hyperlioloiil  und  bei  dem  hy- 
perholiscben  Paraboloid  reell  sind,  bei  den  anileTen  Flächen  irea- 
ginSr.     Die  beiden  Gleichungen: 

haben  zwei  Fakloren  gemeinschartUch,  oder  die  beiden  Faktoren 
der  zweiten  Gleichung,  welche  die  (reellen  oder  imaginären)  £c< 
sengenden  Torstellen,  mtissen  auch  Falttoren  der  ersten 


Bein.     Uividirt  man  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  so  ^| 
steht  der  Rest: 

Hier  muss  sowohl  der  Faktor  von  v,  als  auch  der  Ausdruck  okq 
V  gleich  0  sein,  mithin: 

u,r»-3wr(  +  2!«(  =  0. 

Diese  sind  die  beiden  Uifferenzialgleichungen,  welche  dia  H 
chen  zweiten  Grades  charakterisiren.  Der  Quotient,  wel<4 
eich  hei  der  Division  ergibt,  ist: 


Fflr  dasjenige  Coordinatensystem,  bei  welcher 
ist,  erbäll  man  ans  35): 

u(  =  3er,       wr  =  3i«i; 
oder  nach  23}: 
37)  3ß»  =  —  BD',      3fi'»  =  —  Hl?. 

Die  Gleichung  20)  verwandelt  sich,  wenn  wir 

lix  ,    dy       . 

3".=  ™"»    "'    35=""« 


I  folgende : 
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tt  w 

^        -   r  *  i (r-'t)cosa8ina  . 

^  =  ""  7 i .    .    .    a    \*  COS'Ä—  3  7"^ s — .  .    .   ^   v,  COS  SlsmSl, 

(rcos'a  +  <sin»ii)*  (rco8*a+tBin^ä)r 

oder  oacb  23) : 

38) 


ßiC08a+^.sina  1^-5^/ 

= .   a  ^gCOS*iA— 3—;^ 5 .   «   vs 

R     *   R'  J  \    R     ^1R^) 


Icosasina 

t'ssT S ^V-5-T-5  COS*Ä — 3-^^^^ K^^ .    «    ^  o     COSÄSIDÄ. 


FSr  A  =  0  erhalten  wir   die  Gleichung  fiir  den  Krümmungs- 
halbmesser t  der  Evoluten  der  Norroalschnitte: 

39)  t  ==  — j 5 .    a    V  a  * 

and  weDD  wir  nach  37)  K  und  W  durch  P'  und  P  ersetzen : 

cosa       sin  a 

40)  r=:— 3        *^  *^ 


(cos^a      sin*a\* 
~R~^~irJ 

Die  Tangente  tgd'  des  Abweichungswinkels  der  schiefen  Flä- 

cheoschnitte  ist  =  5 r  »  also  wach  38) ,  weil 

3pcosi2  ^' 


.    ^        -  ^.        -  ,     1      cos^a  .  sin*a 

ist: 

41) 

-^g- cos  d  + -^  sin  a  l-n —^Icosasina 

tsd'  = ^ r-s — —  cos  Sl s r-5 sln  Ä. 

^  cos'^a       sin*a  cos^o      sin*a 

'^""  +  IT  ~R~  +  ~Ä^ 

Für  den  Abweichungswinkel  d  der  Normalscbnitte  ergibt  sich 
sonach: 

•^jfcosa  +  -^— sma, 

42)  tga  = = r-s ' 

'  ®  cos'a       sin*o 

oder,  weil  nach  37) 
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ist : 


cos  a 

+ 

siD  a 

C08*O 

1 

sin^a 

43)  tg  a  =  - 

R     ^    R' 

Um  den  Ausdruck  fSr  die  Poldistanzeii  der  Normal-Schi 
zu  erhalten,  setzen  wir  in  24): 

Ä=0    und    M=:  — -=7-,         M'  = g-; 

und  erhalten: 

cos'a       /cosa       sina^co6asina       sin^a 


cos"a       /cos  a       sing^ 

1     vm^KTW      P"/ 


ÄÄ'  P'Ä'2 


?^  /cos^g      sin^aXA/  cos^g       sin^g 

lA      r»...i       .      r.      .^      .  X       /cos^g  .  sin*g\/cosrt       sin 
Der  Zahler  dfer  Bruches  ist  =1  — Tß — h  "~ß^yv"Öß W 


somit: 

cosg       sing 

V 


Vcos^g       sin*g 


Der  Winkel  zwischen  der  Tan.^ente  des  Normalschnitts, 
die  Poldistanz  p  entspricht,  und    der  konjugirten    Tangente, 
welcher  del*  Pol  liegt,   und  auf  der   also  auch   die  Poldistans 
messen  wird,  sei  wieder,  wie  oben,  a,  so  haben  wir: 

.   ,    ,    .       1  cosg 

sin(a  +  g)  =  -g.  — r 


Vcos^g       sin^g 

,    ,     ^  1  sing 

cos(a+g)  =  — -D>*-~F 


^'  4/  cos*g      sin*g 

mithin  aus  44): 
4K\  1  —  g''^  («  +  g)   ,  cos(te  +  g) 

^)  p-      p      +     P'     • 

ffieriD  liegt  folgender  längst  beksuinter  Satz: 

Die   Pole    sämmtlicher    Normalschnitte     in    eii 
Pvmkte  eiaer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades 
f«m  is  eia«r  GerUden. 


Hakten 


'■  die  h'rnmmunti  iler  Flächen. 


bh  \ 


I  jedem  Funkte  einet  Klüche  siveiten  (ärades  gibt  es  einen 
aJschoitt,  für  melelien  r  =  tg<S^O  tet,  itder  wn  eine  Kreis- 
mg  statt  findet,  oder  auch  dessen  Ase  die  Flächen -Normale 
'Aw  iM)  erhalten  wir  fOr  den  Winkel  a,  welchen  die  Tan- 
\  dieses  Normalschnitls  mit  der  Tangente  der  Krilmmungs- 
'hielch«r  der  Hauplkrüinmungshalbmesser  R  entspricht)  bildet: 


Iß" 


rjedein  Punkte  einer  Fläche  zweiten  Urades  gibt  es  Terner  ^ 

l^ttnrmalschnitl,  Tür  ivelchen  die  Poldistanz  P=x   ist.     Aus    1 

bitten  wir,  wenn    wir   t>  =  0  f^ctzen,    iür  die  Tangente  des 

Mb,  weichen  die  nach  diesem  niiemilicb  entfernten  Pol  geso-  j 

ichentangente  mit  der  genanciteii  Krümmungslinie  bildet: 


1B(« +  "'  =  -!>■ 

Fdlesen  beiden  Gleichungen  int  fnli^ender  Satz  enthalten: 


^i  den  Flächen  zweiten  Grade 
n   Normalschnitls,    dess 
äsrcfa  den  unendlich  entfernt« 


gehtdie  Tang 
n  Aie  die  Nor; 
.  Pol. 


E  Formel  für  die  Poldislanzc 
isD  aus  ^4}  und  44): 


icbiefer  Flächenschnitte  er- 


Pft       P'fi-      RR- 


+    H-» 


t- 


Rir  fuhren  nun  die  ellipliNclien  Coordlnaten  p,  ^,  v  ein,  d.h. 
n  Halbaxen  rnn  drei  hornnfolcalen  Flächen  (Elllpsoid,  beide 
Wide);  b  und  c  sind  die  Distanzen  der  gemeinschaftlichen 

Ömnkte  von  den  in  der  xy-  und  .71  Ebene  gelegenen  Haupt- 
rom Mittelpunkte.  Man  hat,  wenn  zur  Abkürzung 
— i'V^p"— t"  gesetz  wird: 


R  = 


is^-^n^L 


dR  _  _Vs[_f^^^*££^^   dv 
da"  X  ^  da' 

\  dieser  DiffereoziatioD  ist   ^   als   konstant  anzusehen,  weil    , 


AQ 


H)  iofiie/t:    Ceoer  liie  IfrüMmunf  der  Fiäeken. 


'iei-  Nuiiii.ii««:huitt  >iie  krummunsslioie  «a  ==  eofu^t.  berührt,  mithin 
tili  .ieiu»tiib«ii  die  Zuiiabme  vija  «a  uoeadGeh  klein  ist,  gegenüber 
icijem^;{eu  %i>u  i^.     Wir  hoben  rerner: 


4>  S_    ^  ^J-^^ü*- «.-"*%     >a_^-,,. 


lii-  .V    .^  — ^^V   ^^  — i'i    aa 

f        -         ■ ^  -■  - 

10  \  UiS 


-tt'iiiii . 


W;  H  :^  -  3  i:!r''^/^ii^'-^'^  ^    •*--^-'  ^' 


V-\     .A^„a 


I  ^ 

;^3— J,-U\    a-i  —  1^3 


P=: 


■u    '»tM.u'htuii^  der  (etzteit   sechs  Gieiefauni;»2ii   tiihrt  zn  fof- 


1.  ^vi:!;i;iuiioii : 
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_  Bildet  man  in  den 
;slinieo  f(^:=coiiel. 
1  Vierecks  äbniicbe  Quotienten, 


ideren    drei  Eclcen   eines  aus  den  Krdm- 

const,:    |j.'^cons(.,  v'^conat.  gebil 

erhält  man  folgenden  Satz : 

Die  Tiet  ^uolienteriaus  den  Evoliiten-Krü  mmu  nga- 
Jj^lbmessern,  aus  den  AliM  eicbungswifikeln,  aus  den 
PDldUlaazen  der  Normal scb  iiittc  in  einem  Kr ümmungs- 
liDleii-Viereck  auf  einer  uentriscben  Fläche  ziveilen 
Grades  sind  in  Prnporlion. 

Wir  bezeichnen  die  drei  Perpendikel,  nelche  vom  Mittelpunkte 
auf  die  Tangential-Ebene   der   Flache  und    auf  diejenigen    zwei 
NormaUchnitt- Ebenen  gefällt  iverden,  welche  durch  die  Tangenten 
^t  KrüromungstinJen  gehen,  denen  die  Uauplkrünimuugshatbmesset  n 
]^-Md  R'  entsprechen,  der  Reihe  nach  mit    P,  P,  P",  so  ist: 


Dia  Axen 
dlnittes  sind 


des   mit  der  Tangential -Eben« 


parallelen  Centrale 


-.V7-- 


1  Pnrmeln,  in  Verbindung  mit  de 
^liefern  nachstehende  Relationfin: 


Gleichungen 


\  diesen  Gleichungen  ist  folgender  Lehrsatz  enthaltei 


tg^ 


Der  Uurohmesser  einet 
ungslinie  gehenden 
vom    Mittelpunkte    dei 


durch  di< 


Uten  ( 


■um 


No' 


als 


allel 


iNitts  ist  pa 
e  auf  die  Tangente 
fällten  Perpendikel; 
bei  den  Kegelschnitten  ist  <ler  Abweichungswinkel  d  gleicb 
Winkel  zwischen  der  Normale  und  dem  durch  den  gleichen 
ikt  gehenden  Durchmesser,  da  letzterer  die  Abweichungsaxe 
Also  ist  ^  der  Winkel  zwischen  der  Flächen -Normale  und 
dincb  ihren  Fusspunkt  gezogenen  Durchmesser  des  Normal' 


ä 


:'iS  Hüiiien,   Leöar  Uie  h'r^mmung  der  flächen, 

Weiieie  Gloicbuu^b  sind: 


.4;     />-=»#»■.  i>'«=p'p',  ^-=5'^ 

Die  l>urchuieci«er  ^luintlicher  Normalscbnitte  in  eioem  Puokte 
oiiiür  Klächo  /«weitcu  ivraiie«  bilden  einen  Kegel,  dessen  Gleichaog 
wii  .lu.N    VI)  oibalteu.  indem  wir  setzen: 

(ludurch  \or\\amlelt  ^iich  42)  in: 

NoUcu  uir  iii  die^ier  Inleicbung  :  =  1,  so  erhalten  wir  die 
lilcichiiu^  deNJenii^eu  Ke^«^isohnitts,  dessen  Ebene  parallel  der 
lun^tMilial-Kboite  iat.  Uie  Axeu  desselben  sind  parallel  den  Tan- 
i;(Miloii  dor  Kraiuiuun^silinien»  durch  deren  Durchscbnittspunkt  er 
i;ohl,  iiiid  die  lileichuui;  des  Kegelschnitts,  auf  seine  Axen  bezo- 
gen, tiiideu  wir,  indem  wir  ;p=jr'-|-itg^,  ^=y+Ttg^'  setzen: 

'^^  "ß   +  ft'  -  liT  +  IT?"* 

Die  (xleichuug  der  indieatriee  desDupin,  d.h.  desjenigen 
Kegelschnitts,  dessen  Axen  die  Tans^enten  der  KrummangslinieD 
^iiiil,  und  von  welchen  je  zwei  koujugirte  Durehmesser  mit  zwei 
kiiiiju«;iiten  Tangenten  der  Fläche  zusammenfallen,  ist: 

R  +#?'—'• 

Ilieiaus  Colgt^  dass  die  indieatriee  und  der  Kegelschnitt  56)  iho- 
lii'JK*.  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  sind,  woraus  sich  sofort, 
tu  VerUiiiiiuiig  mit  53),  folgender  Satz  ergibt: 

Miiii    ziehe    in  einem    Punkte  einer  Fläche  zweiten 

itt.ulcs  /u  ei  konjugirte  Taugenten.      Die  Richtung  des 

l^urchinessers  von  einem  Normalschnitt,  welcher  doreh 

•;:io  dieser  Tangenten   geht,    wird   erbalten,  wenn  man 

:u;-ch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  eine  Ebene  legt,  pa- 

.i.lel  mit  dem  Normalscbnitt,   und  den   Durchschnitts- 

^:;kt  dieser  Ebene  und  der  koojugirten  Tangente  mit 

^-.a  Mittelpunkte  der  Fläche  verbindet. 

hiii.2i  i  »\  ei  koujugirte  Taugenten,  welche  mit  der  j;-Aze  die 


der  Cardan^nchen  Formel  in  dem  sogenannten  irreducibetn  Falle .    61 


SO  ist  bekanntlich: 

OTa  =  -  4(tt  + 1^)  +  i(t«— u)  V^, 

4P* 
Ist  Don  Qy^>  1,  so  kunnen  wir  immerhin 

4P» 


(2) 


2y^=8ec9)« (3) 

setzen»  wodurch  wir  erbalten: 

4P8  

folglich : 

somit  ans  den  Gleichungen  (2): 


«•=V-?n-tg9).v=i], 

r=V  -f  P+tgg..V^:=I]. 
Aber  aas  (3)  folgt: 

und  durch  Substitution  in  die  letzten  zwei  Gleichungen  erhält  man 
mit  Rücksicht,   dass  tg 9 cos 9= sin 9  ist: 

11=:^ Y  •w-[cosg>  — siny.V^^]  , 

y  •    •    •   («) 
»Ä— V  •Ä-[cos9  +  sin9.  V^— 1]  . 
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Horch  Anwendong  der  Moivre'scheD  Formel  ergibt  sieh: 

«=  — V  -«-[coss- — «ioty-V — I], 


somit 


und 


«  +  «  =  — äV    qCOS^ 


Demgemäss  gehen   obige  Ausdrucke  für  Xi,  ar^j  x^  in  folgende 
über: 


^i=-2V|cos| 


9 


=  y  3^[cos|  +  8iii|.  V3], 


a:«=\   ß-Lcos^  +  sin«.  V31,   .^      .   .   .  (6) 

a:s=  Y  3^[co8^— sin^.%/3]; 

und  alle  drei  Wurzeln  erscheinen  in  reeller  Form^  wie  die  Natur 
der  Sache  es  erfordert. 

Dm  jedoch  weiter  die  Formeln  för  x^  und  x^  auch  logarith« 
misch  brauchbar  zu  machen,  berücksichtige  man,  dass  V3=tg-s 
ist,  unter  n  180^  verstanden,  und  man  hat: 

co«|+8m|.V3=c«8|+8ln|tg|=??5i^5a5?). 

cobJ 

oder,  da  cosk-  =  }  ist: 


«0SK-J:B«i^.V3  =2cos4(jt=F^), 
sonach : 

^«  =  2y  -jcö84(;r— 9), (6) 


x.^2^ 


y  c«isK«f  +^) (7) 


tter  raiilannr"-n  Formel  In  tiem  fvgenawileii  Irredticiöfln  Falle. 
Nachdem   man  «ii:h  den  Winkel  (p  tuiltelist  der  deicTinn^ 

welche  sich  aus  (4)  ergibt,  verschafft  hat,  ergehen  sith  sofoft  am 
den  Formeln  (3),  (6)  und  (?)  die  Wuweln  der  Gleichung  (1). 


Oa  hekannllich 

.■099j±Bin9..V"=I  =  co8(2rw  +  9!)±Bin(2rre  +  v)-V^^ 
ist,  unter  r  Null  oder  etne  ganze  Zahl  versfenden,  so  ist 
[wsfl) ±  Bin  ?.. -V^^Tjl  =  cos i(2r«  +  ,.)  ±  sin i{2r;i  +  V) .  \A= 
üSemäss  erhült  man  aus  den  Gleichungen  {a): 

^[coBi(2r«  +  ^)  +siDi{2r:i  +  9).  V"=I]; 


-Vli. 


»+■>  = 

-2Y  jco.i(3TO  +  ») 

ler  cosi(2rM+  (p) 

für  r=0  in  < 

9 
"-%• 

fitr  r=I  in  t 

io!i(2«  +  .p)  =  _»sK«-»). 

«ir  r=2  in  . 

»si(4«+T)=-co.ita  +  ») 

t,    «n  sehen    nir,   nit   Hinblick  auT  die   Formeln   (5),  (6)    i 
dass  die  Gleichung  (8)  die  drei  Werthe  von  .r| ,  x^,  x^ 
Irirt,  SD  dass 


m 


meiDSchaßlicfae  Fnrmel  filr  alle  drei  reellen  Wurzeln  der  i 
^ng  (1)  ■'t,  BUS  »eldier  sie  sich  dann  pinseln  ergeben,  | 
r=0,  1,  2  seUf. 


%B  ISsst  sich  leicht  nachweisen,    dass  die  oben  aurgestellten 
1  (5),   (6)  und  (7)  mit  denjenigen  identisch  sind,    welche 
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bei  der  Eingangs  erwähnten  besonderen  Behandlung  des  irredu-^ 
cibeln  Falles  zur  Berechnung  der  drei  Wurzeln  der  kubischen 
Gleichung  entwickelt  werden. 

Bezeichnen  wir  mit  yi,  y^y  y^  die  drei  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung 

wo  P  positiv  ist^  Q  aber  positiv  oder  negativ  sein  kann,  so  wer- 
den, bei  der  besagten  besonderen  Behandlung  dieses  Falls,  be- 
kanntlich folgende  Formeln  aufgestellt: 

yi=^sin^,     y«  =  ^sin4(«— a),    ^3  =  — P»«nK«+«); 

wobei  9=2  V  *;r  ist  und  a  mittelst  der  Gleichung  sinazz^V  p^ 
erhalten  wird. 

Mit  Rucksicht  auf  die  Gleichqng  (4)  finden  wir : 

sina=cos9>»    daher  «=0* — 9^ 
folglich 

und  man  iiat: 

sin  Ä  =  sin  (  g  —  3  J  =^  ^^^  i(^  +  9) ' 

g  +  3  )=cosi(Ä— g>)^ 
weil   auch    5+^  +  3 '^3  =2        ' 

(TT       a)\  w 

2— 5-)=  cos  g-; 

mit  Rücksicht  des  Werthes  von  q  hat  man  daher: 

yt=2y  3-co8i(3r+9?),    y2=2y -^cosK«  — 9), 


.V8=-2Y  ^cos|; 
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undy  wie  man  sieht,  ist 

yi=x^  Formel  (7), 
^«=3-«       „       (6), 

^3=^1         «         (5). 


Schliesslich  muss  ich  bemerken,  dass  ich  schon  seit  drei 
Jahren  meinen  Schulern  in  der  obersten  Klasse  die  Einrichtung 
der  Cardan'schen  Formel  för  den  irreducibeln  Fall  auf  die  hier 
niedergelegte  Weise  vorführe. 


V. 

Beweis  für  einen  Satz  von  den  E nie r' sehen  Integralen. 

Von 

Herrn  Dr.  jR.  Hoppe 

in   Berlin. 


Die  Definition  der  Function  Fx  durch  das  bestimmte  Integral 

/OD 
0 

ist  aof  jedes  reelle  oder  imaginäre  x  anwendbar,  dessen  reeller 
Theil  positiv  ist.  Setzt  man  au  für  u»  differentiirt  nach  a,  und 
9%tzi  dann  a^l,  so  erhält  man  die  Relation: 

rt^  +  l)  =  a;ra:, (1) 

mittelst  welcher  der  Begriff  von  Fx  für  alle  noch  übrigen  Werthe 
von  x  festgestellt  wird,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  ganzen  Zah- 
len <1. 

Theil  XLL  5 


ÖÖ  Hoppe:    Hetreis  für  einen  S-tili  von  den  Euter' »clign  Inlfffraleti. 

Ferner  erhält  man  durch  SubBtitution  von  (1+p)m    und  Mwl- 
tiplication  mit  dem  beistehentlen  Factor; 


und  nach  Integration  zwischen  den  beistehenden  Grenzen  und 
nachfolgender  SubsdtutioD  ton   -    für  c: 

'■-/"^='''-'>^' « 

gültig  für  jedes  reelle  oder  imaginäre  x  und  y,  so  lange  die  reel- 
len Theile  von  ic—y  und  y  positiv  sind.  IVlit  Hülfe  dieser  For- 
mel pQegt  man  die  zweite  Relation 


rxT\\-x)  =  - 


SU  beweisen,  jedoch  auT  einem  ziendicli  mühsamen  Wege,  lÖ^WE 
man  erst  w  rational  nimmt  und  die  Integration  unbestimmt  roll- 
zieht,  eine  Methode,  die  überdies^  offenbar  keine  Anwendung  aul 
imaginäre  x  gestattet.  Meiner  Ansicht  nach  würde  dieser  Be- 
weis gSnelich  bei  Seite  gelegt  worden  sein,  wenn  der  folgende 
w^  einfachere  and  nicht  auf  reelle  Argumente  beschränkte  a^ 
gemein  bekannt  wäre,  was  mich  veranlasst,  ihn  hier  mitzuth eilen. 

Setzt  man  in  Gleichung  (2)  a:  =  2  nnd  x  +  l    fär  y, 
reelle  Theil  von  j;>  —  I  nnd  <1  sein  mnss,  so  kommt: 


r(i  +  a:)r(i- 

lind  Dach  Substitution  von   - 

für  r   In 

dem   Intervalle  von 

bis    „  =  1: 

r(i+»)r(i-a 

=/• 

und  nacb  theilneiser  Integral 

on: 

=  1+.»/ 

1J. 

-'  80 

Entwickelt    man    die    Function    unter    dem    Integralzeichen    nach 
absteigenden  Potenzen  von  v,  so  erhält  man; 


Hoppe:  Beweis  für  einem  Sat»  wen  dem  Emier'eeäen  Integraien.  07 

*=»  /      1  1      \ 

=  '  +  *£      ü«-*«    • 
DiaM  ist  aber  die  bekanite  ReiheDentwiekeiaiig  Ton 


SID  X7C  ' 


welche 9  mit  Ansschlass  ganzer  Zahlen,  för  jedes  reelle  oder  ima- 
ginäre X  gilt.  Nachdem  hiermit  die  Gleichung  (3)  unter  der  für 
Glelchimg  (4)  aufgestellten  Beschränkung  bewiesen  ist,  folgt  die 
unbeschränkte  Gültigkeit  nach  Gleichung  (1),  aus  welcher  her- 
vorgeht: 

rx  r(l— ar)  =  (- 1)»  r{x-{-n)  r(l— a:— «). 

Bloss  um  des  Falles  willen,  wo  der  reelle  Theil  eines  ima- 
^nären  Arguments  =0  ist,  musste  in  Gleichung  (2)  x=^2  ge- 
setzt werden;  in  Bezug  auf  jeden  anderen  hätte  man  kurzer  ;r=1 
sataen  können. 

Ueber  die  dritte  bekannte  Relation  der  Function  Fx  brauche 
ich  nichts  hinzuzufögen,  da  der  von  Dirichlet  gegebene  Be- 
weis den  Fall  imaginärer  Argumente  ohne  Weiteres  umfasst. 


^* 
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VI. 

lieber  die  Beartheilang  der  Warzeln  einer  vorgel^- 

ten  cabischen  Gleichung. 

Von 

Herrn  Ferdinand  Kerzj 

BIfljor  in  dem  Grossherzogl. Hessischen  Gendarmerie-Corps  in  Darnistadt. 


1. 

Es  sei 

1)  0  =  +  a  +  6^  +  c»»  +  y» 

eine  gegebene  cnbisehe  Gleichung  und  die  Grössen  a,  ö,  c  be* 
zeicbnen  reelle  Zahlenwerthe. 

Bat  dieselbe  drei  reelle  Wurzeln^  so  sind   sie,   wegen   der 
bloss  positiven  Vorzeichen  der  Glieder,   sämmtlich  negativ,   und 

12  3 

wir  wollen  sie  mit  —  to,  —w,  — to  bezeichnen.     Hiernach  erbal- 
ten wir: 

1  2  3 

2)  0=:(w+y)  (w+y)  (w  +y), 
nämlich : 

1  2   3  2  3 

3)  0==(w+y)(ww  +  (w  +  w).y  +  y^), 
wofür  wir  schreiben: 

4)  0=(w+y)(Ü  +  V.y  +  y^), 
also: 

5)  0=2  aw  +  (ßw+JX)y  +  (w  +  »).^*  +y'. 

Aus  der  Vergleichung  von  1)  und  5)  folgt: 

1 

6)  +  o  =  Äfo, 


fiiter  eorgetegfen  cuöischea  Gleichung. 

+  A  =  BÜ  -t-  Ü. 
+  c  =  w  +  ». 

nUieraus  ergeben  sieb: 

0=-a»  +  ac.a  — fi.Ü^  +  fl", 

0=— (6c— fl)  +  (6  +  0-»— 2f.B«+B". 

i  GleicbuDgen,  in  »eichen  offenbar  A  das  Produkt  und  9  die 
3  je  zweier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,    mit  entge- 
gengesetzten Zeichen  genommen,    ausdrücken. 


—  w,  — w,  — v>  die  drei  Werthe  für  y,  so  sind 
w+tc  die  drei  Werthe  für  K,  also  positive  Grös- 
sen, und  ea  tnuss  Tür  die  Gleichung  in  S  ein  dreimaliger  Zei- 
cbenivechsel  stattfinden.  Derselbe  findet  aber  [I.  10)]  nnr  unter 
der  Voraussetzung  statt,  dass  bc'>  a  sei. 

[fit  daher  bc<,a,  so  deutet  dieser  Widerspruch  auf  zwei  ima- 
ginSre  Wurzeln.  Votläulig  Trollen  wir  die  Bedingung  bc'ya  nn-j 
terotellen. 


Hat  man  aus  der  gegebenen  Gleichung  Irgend  einen  Wnrzel- 
wertb  — to  bestimnit,  so  lassen  sich  ans  [1.  4) — 8)]  die  beiden 
Kodera  Werthe  für  y  leicht  ableiten.    Man  Ündet: 

oder 
2)  y=-k 


iV^ 


(c  — «i)(r  +  3(o)— 4Ä. 


Hieiaus  geht  hervor,  dass  die  beiden  letzteren  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung  als  zweitheilige  Grüssen,  deren  zweiter  Theii 
eine  Quadrattvurzelgrusse  darstellt,  gefunden  werden. 

Da  nun  nach  [LS)]  c  =  w-f  S,   K  aber  (unter  der  Voraus- 
setzoDg:   6c>o)  positiv  ist,  so  folgt: 
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und  daher  ist  der  erste  Theil  dieser  ziceilbeiligen  Gros 
negativ.     Aus    demselben   Grunde   ist   auch   der    erste    Theil^ 
Griisee  unter  dem  Wurzelzeicbea  stets  positiv,  und  es  hän 
noch  von  dem  Wertlie  der  Grösse   —ili  ab,    ob  die  Sumiiia!| 
der    Tbeile    der    Grösse    unter    dem    Wurzelzeichen    positir  r 
negativ,  A.  h.  ob  die  Wurzelgröese  selbst  reell  oder  imagtnSl 

Wir  ivollen  die  hierdurch  verschiedenen  Formen  der  Wiq 
Tcerthe  der  gegebenen  Gleichung  mit 


I. 


II. 


bezeichnen,  und,  zur  'Vergleichung  mit  einander,  die  CoefGci^ 
der  gegebenen   Gleichung  durch  diese  WurzeKverthe  ausdij 


Substitoirt  man    die  Wurzelwerthe  [3. 1.  u.  11.]  in  [I.2)]j 
rshrt  die  Maltiplikalion  wirklich  aus,  so  ergeben  sich 

I.     Für  drei   reelle  Wurzeln: 


I) 

+  n  =  (o»-ii').!e. 

S) 

+  4  =  'io» +  «»-«■, 

3) 

+  c  =  «i+2o. 

11. 

Für 

eine  reelle  und  awel   imaginäre  Wurzeln 

1) 

+  o  =  <a>  +  . »).«., 

% 

+  6  =  2a»  +  «'+  ft«. 

S) 

+  c  =  «>  +  2«. 

5. 

|)io  Formeln  [J.  I.]   setzen,    weil   die  Grössen    a  und  | 
INNiilive  Vorzeichen  haben,  voraus,  Atx»»  a>a  sei,  wahrem 
l>*«r»eln  [4.  II.]  für  jeden  Werth  von  a  positive  Voreeid 
«  ttkl  6  orgeben. 

fek  4rn  Formeln  [4.  II.]  kann  sogar  unter  geivissen  Besl 

H^  wr  Eriiolung  positiver   Vorzeichen  der  Grössen   tt^ 

t  Ik  «ili  Rtttiittlvur  Werth  stattlinden. 

!*«J|r«JMu  nir  —a  anstatt  a  in  die  Formeln  [4.11.],  so  % 
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1)  +a  =  (•«+««). fc^, 

2)  4.  6  ^  ^  2ato  4-  a»  -I-  «», 

3)  +  c  =  fc  —  2a. 

Ans  2)  folgt,  wegen  des  positiven  Werthes  von  6: 

4)  a*  +  «•  >  law, 

and  ans  3),  wegen  des  positiven  Werthes  von  c : 

5)  2a<fo, 

und  bieraas: 

w 


6)  tt< 


2* 


Unter    diesen   Beschränkungen    können    also   auch    die    Wurzel- 
werthe  der  gegebenen  Gleichung  die  Form  annehmen : 


6. 

Es  ergiebt  sich  nun  aus  [5.  5)]: 

law  <  to^, 
folglich  nin  so  mehr: 

2ato  <  a^  +  ««  +  w2 
und 

Uho  <  2a  (a*  +  «•)  +  2aw*, 
nämlich : 

—  2ato«  +  4a«fo  —  2a(a*  +  ««)  <  0, 

also  auch : 

—  2a«r«  +  (a*+a«).w  +  4a«ti?  — 2a(a*+a«)  <  (a«  +  a«).w, 

uSmllch  : 

(— 2aso  +  Ä«  +  a«)  (to— 2a)  <  (a«  +  a») . w, 

ftc  <  a.  [6.  l)-8)] 

Wir  können  daher  sagen: 

Sind  sämmtiiche  Vorzeichen  einer  gegebenen  cubischen  Glei- 
chung einander  gleich,   so  hat  dieselbe,  wenn  das  Produkt  der 


t  / 


c«Hfr  äv  j€%r'ntfii:i.'iAj  4er  Wurzln 


».•^j 


uacitfut^fu     ier    j%'inea    lod   zweitM   Potenz    der    unbekannten 
•  :'*■•«»«<  ueiu«*i-    >4    «le   iaä>  von  i«r  ul^kannten  Grosse  unabhän- 
.i^v    .«aeü,     .'itii»     lefflifiive  rveile    nad   zwei    imaginSre   Wurzeln^ 
oiou    rifiie    Vhvtie   .HXMttv  sind. 


1  ^  Isi    >i' ..    -i .    so   :^  eine   der   JnH  Wurzeln  der  Gleidinng 
I.  iO)i  Null  Ulla  %iie  lire«  Wurseln  «ier  svxe^b^enen  Gleichung  [1. 1)] 

Huc^oibc  Ke«i4ilKac  or^i«!üC  ^*b.  vvenn  man.  In  [4.  IL]  ii  =  0  setzt 

Mixa  oibail : 

.ilji«^  ^ku^i  xior  bKruiu^uii^  >%'      *  die  Wurseiu  wi«  eben. 

'.M  U(    »K  V  ^>   >^  '>^  ^^'  ^jj^oiuce  Werdk   der  reeilc«  ncgati- 
MM  \VuiiLci  ^  i',  iKiiuticb  es  isc  Jiec^  Wurfiei  x — ^- 

^)  Ui   H'^  A,  so  i»£  aer  abc$«iluce  W^rt^  ier  re<jleii  aecativen 

Wui^cl   x*^'»  »iÄuiücb  c*Ä  i^t  Jie«>4»  Warztjl  >— c- 

Ki^cuc  man  iu  boiuiei  J-^  i;  |  uie  eiiidi^ili^  Wintf^^m  darcb 
iu*  '.uoiihcili^e,  äo  i^«b£  Jiofiit^be  db^r  in: 

%  .      [iiriau.^   einlebt  äicb  : 

>.        .iti\»iiii    Vuäiliuck  c'^S'36,  so  erbäit  •iiE^fjbüT  it  ^ib^  einen 
.  ^  i ! .  "i  u«  M  \V o r  i h ,    vv  oil  uu r  r ecii**  i-i r<>«$eti  ui j  t  ntedeo  and  ii 
.10  'i\\\  iiiKijjiii.ireii  ver^Jicbeu  w<;rueu  k«)it<i«<i. 

'■.cj*«.*iii  Falle  köiiiieii  wir  ^teUcü  : 

a=//_t^  \  —1, 

vtei  iuiagiiiäre  WuiAelM/^ccbe  erbdlten. 
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Daher  können  wir  sagen: 

Sind  sämmtlicbe  Vorzeichen  einer  gegebenen  cubischen  Glei- 
chung einander  gleich  und  ist  das  Quadrat  des  Coefficienten  der 
zweiten  Potenz  der  Unbekannten  kleiner  wie  der  dreifache  Coef- 
ficient  der  ersten  Potenz  der  Unbekannten ,  so  hat  die  vorgelegte 
Gleichung  eine  negative  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren 
reelle  Theile  negativ  sind.    [Mit  Berücksichtigung  von  6.] 

9. 
Ist  [8.  2)] 

1)  2(ic— 3a2-.6  =  0, 

nämlich  : 

so  verschwindet  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  der  For- 
me\  [8.  ])],  und  es  ergeben  sich  fdr  y  zwei  vollkommen  gleiche 
reelle  Wurzeln,  jede  gleich  — n.  D.ie  drei  Wurzeln  sind  daher 
in  diesem  Falle: 

:    — icTiVc«^^,    — icTiVc«— 36,    -ic  +  S Vc«~36. 
Ist  ausserdem: 

3)  c2  =  3ft, 

so  verschwindet  auch  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  der 
vorhergehenden  Formel.    Man  erhält: 

4)  a=0  und    <l=ic, 
und  diese  Werthe  in   [4. 1.]  substituirt: 

c'       6c 

5)  +«=  +  27=9^, 

.A     j^3c«      c« 

6)  +6=  +  -y"=3, 

3c 

7)  +c  =  +  ^; 

d.  h.  es  ergeben  sich,  wenn  dies6  Bedingungen  stattfinden^  ftir 
y  drei  vollkommeD  gleiche  reelle  Wurzeln,  jede  =  — »' 

Ist 

§)  c»  =  3*, 


I 

ii. 


iL' 


WOll 


?C<i 


,  lA        t 


^Ua 
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27a  =  3fic— 2(c"— 36)(c±V"c«— 36), 


II  «IS  die  Bedingung   ausdrückt,    Tur  welche  die  vorgelegte 
BDg  [I.  I)j  znei  voNkoninien  gleiche  reelle  Wurzeln  liel'ert. 

Sobstituirt  man  aber  aus  der  Ungleichung  [S.  3j]  den  griis- 
Men  Werth  für  a  in  [10.3}],  so  erhält  man,  nach  gehöriger 
'fieduction,  alsHediogung  Tür  drei  reelle  "Wurzeln,  die  UngleicIiuHg : 

I  2)  27o>3ic— iäCc"— 36)(c±V"?^^ö). 

nud  auf  analoge  Weise   als  Bedingung  für   eine  reelle  und  zwei 
iuaginbe  Wurzeln  die  Cngleichnng : 

3)  'i7a  <3ic  — 2(c*  — 36)(e  +  Vc«— 36). 


VI. 

Wegen  der  doppelten  VorEeicfaen  der  Wurzelgrijsse  in  die- 
lUB  Ausdrücken  scheint  es  nolhnendig,  die  Anwendung  derselben 
ri"«  näheren  Erörterung  zu  unterwerfen.  Nehmen  wir  an  dem 
|Eflde  ti  Teränderlich  an,  so  hängt  der  Werth  von  a,  heziebungs- 
i"^»  27o,  in  Gleichung  [II.  1)]  offenbar  von  dem  gegenseitigen 
VtdiÜltnias  der  Grüssen  6  und  c  ab.  Lassen  wir  a  verschwin- 
,^d  klein  werden,  nämlich  in  ti  iibergeijen,  so  erhalten  wir: 

1)  0  =  36c— 2(c»— 36)(c+Vc»— 36). 

iBi!  es  folgt  hieraus  : 

i)  0  =  c«-46    oder     c»  =  46. 

Sgliitituiren  wir  diesen  Werth  von  c*  in  die  Gleichung  [II.  1)], 
#|ebalten  nir  bei  Berücksichtigung  des  oberen  Vorzeichens  der 
Pwielgrüsse : 

l>4|  270=0,    also  aucb    o  =  0, 

""ilei  Berücksichtigung  des  unteren; 


27«  = 


+  46v6  =  -h|. 


™naiis  geht  hervor,  dass  nur  das  obere  Vorzeichen  der  Wur- 
'(Igtüsse,  unter  der  Annahme  c^  =  46,  für  a  einen  Werth  gleich 
^1,  das  untere  aber,  unter  derselben  Toraussetzung,  für  (i  einen 
[Mittrea  Werth  liefert. 


F«8itfrea  Wi 


i^ 


•tmeitti/w  ier  Wurzeln 


: 'M^       -.  . 'Uueu    vir  auch  äcfareiben: 


—  — •  — -^~  •   -  ." — — «>»  V  f- — -jÄ. 


^      -.   -     -       -      ." -w.        \      *.'- .^ 


•  *     ..•<;• 


^     .1         "^ ' 


..k  • 


v> 


—  ^2;;         

.      1  V    -2-I'ii. 


-»     V 


«• 


%     i       —    *ibn 


■    ,,        V  »^  ^401»  pü6itiv.    [L 


."^ 


eintr  tnrpeitgtvn  cubiscke»  GMchung. 


l-r- 


■-Zb   oder 


=4, 


96c  <  2c3+  2(c»-36)  V^*^=3Ö,  [13.  3)] 

Bona,  uiiteT  Jer  VoraussetKung  (fl^Xb,    bei    Anwendung  des 
olwren  Vorzeichens  der  Wurzelgrösse  negativ. 

fiel  Anwendung   des  unteren  Voizeichens  der  WurzelgrOsse 

fDigt  alsbald : 

6)  !)ßc>2c3— 2(c''— 3&)Vc»^3Ä,  [13.2)] 

dalitr  ist  in  diesem  Falle  a  eine  positive  Grüese. 


1  bt  alao  c^<4&,  so  ergiebt  jedes  der  beiden  Vorzeichen  für 
1»  einen  positiven,  ist  aber  c*  >  46,  so  ergiebt  das  obere  Vorzei- 
6^11  in  den  Formeln  [11.  2J  und  3)]  für  a  einen  negativen,  das 
■itere  aber  «inen  positiven  Werth. 

£s  gebt  hieraus  liervor,  dass  in  Gleichung  [II.  1)]  bei  An 
Wendung  beider  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  sich  (lir  27fl,  be- 
'^elmngs weise  o,  zwei  Werthe  ergeben,  welche  die  Grenzwerihe 
#iit  för  die  Müglichkeit  dreier  vorhandener  reeller  Wurzeln,  so 
BinGcb,  dass,  wenn  bei  der  vorgelegten  Gleichung  das  von  der 
iV^ebanuten  unabhängige  Glied  gleich  einem  dieser  Grenzwertbe 
jW  oder  zwischen  beiden  Grenzwerthen  liegt,  die  vorgelegte 
mbisefae  Gleichung  drei  reelle  Wurzelwerthe  hat;  wenn  das  von 
{^Unbekannten  unabhängige  Glied  aber  über  diesen  Greuzwer- 
itlia  liegt,  entweder  darüber  oder  darunter,  die  gegebene  Glei- 
■*llBilg  nur  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln  bat. 

Hiernach  lassen  sich  die  Formeln  [II]  nunmehr  bestimmter 
faalellen  und  man  erhält: 


^  A'ers:    L'eber  die  Beurtkeüung  der  Wuneim 


18. 

Ist  In  [1. 1)]  a  eioe  negative  Grosse,  also  die  gegebene GleichnDg 

1)  0  =  — a  +  6y  +  cy«  +  y», 

so  wird  in  [4. 1.  1)>  a>tt  gedacht,  das  von  der  Dobekannfen  nn- 
abb&ngige  Glied  negativ,  und  man  erhält  als  weitere  Bedingimg, 
zur  Herstellung  eines  positiven  Werthes  von  by  offenbar 

2)  a*  <  "i^w  +  tt». 

Da  hier  w  positiv ,  also  eine  Wurzel  der  Gleichung  negativ 
ist,  so  ist  von  den  beiden  letzteren  Wurzeln 

3)  Sf  =  -  «  ±  « 

wegen  a^a,  die  eine  positiv,  die  andere  negativ.  Hat  datier  die 
Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,  so  hat  sie  eine  positive  und  swei 
negative  Wurzeln,  was  auch  ans  dem  Zeichenwechsel  der  gege? 
benen  Gleichung  hervorgeht. 

Die  Bedingung  ay-a  findet  indessen  zur  Erzielung  «nes  ne- 
gativen a  nicht  statt,  sobald  der  vorgelegten  Gleichung  eine  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln  entsprechen.    [4.  H.  1)] 

Nehmen  wir  w  negativ  an,  so  erhalten  wir  als  Darstellang  der 
Coefßcienten : 

1.    Für  drei  reelle  Wurzeln. 

1)  — a=  —  (tt* — ce*).«?,        also  tt>a, 

2)  +6=-2aw+a«— a«,       „    2afc<gi»— «•, 

3)  +c== — to-f-2ay  „    fr  <  2a. 

11.    Für  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln. 

1)  -a=— (!!«  +  ««). w, 

2)  +6  =  — 2(iw  +  a*  +  a«,    also  2afr<ii*+a», 

3)  -|-c=— ti?  +  2tt,  „'  fr<2ii. 

Da  hier  w  negativ,  also  eine  Wurzel  der  Gleichung  positiv  isl^ 
und  sich  die  beiden  letzteren  Wurzelwerthe : 

1.  II. 

y=— tt  +  üf,  y=  — Ä  +  a  V — 1 

ergeben,   so  erhalt  man 


etner  vorgelegten  cuäischen  Gleichung. 
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wegen    n  >  a   diese    Warzelii 
negativ. 


die  reellen  Theile  dieser  ima- 
ginären Wurzeln  negativ. 


19. 

Ist  in  [18.11.3)]  w  —  a,  so  folgt: 

1)  —  a  =  — -a«— tta«^ 

2)  +Ä  =  — a«  +  aa,    also  a«>a«, 

3)  +c  =  tt(=2^). 

Hieraus  findet  sich : 


4) 


—  a  = .—  2c^  —  bc  oder   +  a  =  2c^  +  bc. 


Findet  daher  diese  Bedingung  statt,  so  ist  die  positive  Wurzel 
der  gegebenen  Gleichung  •=ic  und  die  beiden  imaginären  Wur- 
zeln sind: 

5)         Ist  -  a  ^  —  2c8  —  bc,   nämlich :     +  a  ^ 2c3  +  ^c. 


so 


ist   die  positive  Wurzel   der  gegebenen   Gleichung  ^c. 


20. 

l  '2 

Bezeichnen  wir  die  drei  reellen  Wurzelwerthe  mit  -{-w,  — w, 

—  €0,  so  erhalten  wir  als  Wurzelwerthe  für  16 ,  nach  [2.]: 

12  13  2  3 

Die  Gleichung  für  V  ergiebt  sich  aus  [1.  10)],  wenn  wir  daselbst 

—  a  fSr  a  schreiben,  nämlich: 


1) 


0  =  —  (a+Äc)  +  (6  +  c2).»- 2c. »«+»», 


welche',  wegen   des   dreimaligen  Zeichen  wechseis,    drei   positive 
Wurzelwerthe  hat.    Hieraus  folgt,  dass  die  Wurzeln 


19  13 

—  «T  +  «T,      — W  +  W 


posittre  Grössen  sind,   und  es  folgt  weiter: 


2) 

Theii  XLI 


to  <  CO,     w  <  tr. 


6 


\: 


einer  vorgelegten  euHse/ieti  Slelchung. 
I.     Für  drei  reelle  Wurgeln. 


+  a=-(o»-a»).«,. 


80  folgt: 
+  «  =  —  (»»  +  flß«, 


B  findet  sich ; 

a  =  fic  — 2c*, 
j^urzelwertbe  sind : 


^  6c  -  2cs, 


;  erste  Wurzel    ^  +  c. 


wir  die  drei  reellen  Wurzelwerthe  mit  —  «>,  +«; 
iMnlfen  wir  als  Warzelwerthe  fär  "ß  [nach  3.]; 


bans  fGr  5  ersieht  sieb  aas  [3.  10)],  weun  man  daaetbsl 
f  schreibt.     Man  erbSit: 

0=  +  (ic  +  a}  +  (c>-fi).»-'ic. »«  +  »». 

^•Jß,    also   der  CoefGcient  von  B  positiv  oder  negativ, 
reeben    dieser    Gleicbung,    wegen   des    in    beiden   Fällen 
j^ndcD  EtvetmaÜKen  Zeicbenwecbscis,    m  FaRe  die  varge- 
C-Gteichung    nur  reelle   Wurzeln  hat,    znei   positive  nnd  eine 
^  Wurzel ,  daber  müssen  die  beiden  er»<teren  Wurzeln  die- 
wog,   oämlicb: 


Hieraos  ei^iebt  sieb: 
tD>«p    und 


M4  f(cr%:    Ce^er  die  Beurlheilung  der  Wunein 

(1.  h.  <l«^r  abnolute  Cirr»ii8enwerth  der  negativen  Wurzel  der  gege- 
liviivn  i*lvU*bun}(  Ut  grr»««er  wie  der  absolute  Grossenwerth  jeder 
ilvr  bvlilitn  pu«itWcn  Wurscin. 


^24. 

IH^  H^dlngungt^n  iiir  das  Vorhandensein  reeller  und  imaginS« 
\PK  \\w$if\n  «^rg^bf^ii  sich  aus  [17.  A.  4) — 6)],  wenn  man  daselbst    j 
^  liir  ^  «vhrt^ibt.    Man  erhfiit: 

l^  ^]^«i  N  ^ur  eine  negative  und    ' 

zwei  positive  reelle  Wur- 
zeln. 

*^  V^  -   ""     AK-  VM^W^V-  V  cH36).      Für  eine  negative  und 

zwei  gleiche  positive  re- 
elle Wurzeln. 

Fiir  eine  negative  re- 
elle und  zwei  imag^iiire 
Wurzeln^  deren  leelle 
Theile  positiv  sind. 

V  1m^  t'AlW'  t;i4i^^b«ivu(  ^^^  »taftfifidet.  sind  die  drei  Warseln  der 


*- -^      -'    ,-^t   k  fr  U|^   iH^i»hfn   iin^  a  |mj9itTT  und  lun  eribik: 


•  k 
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II.    Ffir  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln. 

2)  — 6=— 2ati?f  0«+««,   also  2ati^>a^+a*, 

3)  +0=— w+2a,  „     w<2a. 

Da  hier  to  negativ  ist,   so  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  positiv. 
Die  beiden  andern  ergeben  sieh : 


I. 

nnd  sind  daher,  wegen  a  >  a, 
beide  negativ. 


IL 
;/  =  —  a±aV"^5 

und  ist  der  reelle  Theil  der  bei- 
den imaginären  Wurzeln  negativ. 


26. 
Bezeichnen  wir  die  drei  reellen  Wurzel werthe  mit  +io,  — w, 

s 

—  «o,  so  erbalten  wir  als  Wurzelwerthe  für  }J  [nach  2.] : 

12  13  S  3 

also  eine  der  Wurzeln  stets  positiv. 

Die  Gleichung  für  ]$  ergiebt  sich  aus  [1.  10)],   wenn  wir  da- 
selbst --a  för  a  und  — b  für  6  schreiben,  nämlich: 

1)  0  =  — (a— &c)  +  (c2— 6).}J--2c.»«  +  )S». 

Ist 

2)  a<,bc  und  c*<6, 
so  sind  die  Vorzeichen: 

+     -    -     +. 
Ist 

3)  a<^bc    und   c*>6, 
Bo  sind  die  Vorzeichen : 

+     +     ~     +. 

Die  Gleichung  in  B  hat  daher  iu  beiden  Fällen  zwei  Zeichen. 
Wechsel  und  eine  Zeichenfolge,  daher  entsprechen  ihr  in  beiden 
Fällen ,  im  Falle  die  vorgelegte  Gleichung  nur  reelle  Wurzeln  hat, 
zwei  positive  und  eine  negative  Wurzel.  Mithin  ist  auch  eine 
der  Wurzeln 


^  A'erz:    (Jeber  die  Beurlheilung  der  Wurzeln 

12  13 

—  tc  +  to,     — tr  +  tc 

positiv,  die  andere  negativ.  Nehmen  wir  erstere  als  positiv ,  letz- 
tere als  negativ,  so  folgt: 

1  «  1  3  ' 

li.  h.  der  absolute  Grussenwerth  der  positiven  Wurzel  der  gege- 
benen Gleicbnn^  lie^t  zwischen  den  beiden  absoluten  Grossen- 
vverthen  der  negativen  Wurzeln. 

Ist 
4)  «i>  bc   und   c* <*» 

^ü  $iud  die  Vorzeichen: 

:ttü  iiie  Cvtoichuii«::  in  ^  hat  wegen  der  zweimaligen  Zeichenfolge 
uiü  iit"«  oiiiiiiali^on  /cichoiiiv«>chaels  zwei  negative  und  eine  po- 
^(ive  \^ui/ol.  dührr  »ind  die  Wurzeln 

I  «  13 

ec    f   IC.        -  «7  +  U7 

%N^«*»i%c  lüv*a*\'«t.    und  c#i  lolgt: 

«•  ^  «c .     «r  ^  IC , 

:%-!  .lU^kt'luiM  i«iioM.xviiwiN:lh  der  pocsitiveu  Wurzel  der  gege- 
v«s*»  .»io^buiiii  «M  N;iox.Hcr  \^ic  der  absolute  G rossen werth  jeder 
.»    .v^acM   I «<,>»;»« ii^oM  \XuiÄidn. 

*»N  /li     und    c*  V  6, 

.,.»..-,->    '*   ^*   ''■*'  tlabiu   «i^Koa  d«»«   dreimaligen   Zeichen- 
^,    i,'.vi»i>»'  \\uiA*>Jii.  «liihvi  sind  die  Wurzeln 

1-     I    *♦•  .  iC     f   M> 


..    •  >.'^\- 


.-»J   1  .<  i<»lKl 


v%-   y  (»' .      «t'  y  W 


^,  ^^>Ma^\^  ^ov'-^AciMMiih  \\\A   piMitiveH  Wmel   der  gege- 
;;;^>,,,^p^^  A\  vviHv»  *»•»»  diu  iili«ii»lutc  Gr^&sseDwertfa  jeder 
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Ist 

6)  o  =  6c, 

so  ist  ein  Werth  von  B  =  0,   and  die  drei  Wurzeln  der  gegebe- 
nen Gleichung  sind: 

-c,     +\/6,    —  V6, 

die  Gleichung  hat  daher  eine  negative  und  zwei  gleiche  entgegen- 
gssetzte  rieelle  Wurzeln. 

kt 

7)  a^bc^  nSmIich   — a^  —  bc, 

so  ist  die  erste  Wurzel  ^  —  c. 


27. 

Ist  in  [25. 1.  3)  und  II.  3)]  w=^a,   so  ist: 

I.  II. 

I)  —  a=— a»  +  aa«,       ^a^-^-a^-^aa^, 

3)  -fc  =  a(=:.y).  +c  =  a(=y). 
Aus  beiden  Darstellungen  folgt: 

4)  -r-a=:-2c»  +  6c.    also  2c*>6. 

Findet  diese  Bedingung  statt,  so  sind  die  drei  Wurzel werthe : 

+  c,    — C  +  V6-C»,    — c-V*-^. 
Es  findet  sich  leicht  weiter:    Ist 

5)  —  «^-2c»+6c,   nämlich   a^2c»— *c, 

so  ist  die  positive  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  ^  o. 


28. 

Die  Bedingungen  für  das  Vorhandensein  reeller  und  imaginä- 
rer Wurzeln  ergeben  sich  aus  [17.  B.  4) — 5)],  wenn  man  daselbst 
— b  fär  6  schreibt    Man  erhält: 


*,  ■»•■•'r  </.v  HeuTtheihmg  der  Wurzeln 


Für  eine  reelle  positive 
und  zwei  imaginäre 
Wurzeln,  deren  reelle 
Theile  negativ  sind. 


■•  --.' 


+  \  ''\^yl»  .Für eine  reelle  positive 
lind  zwei  gleiche  reelle 
tieirative  Wurzeln. 

Für  eine  reelle  positive 
und  zvvei  reelle  nega- 
rive  Wurzeln. 

*ii;.i    iie  drei  W^urzeln  der 


^     -        ■       -i'+jVc2  +  36. 


ii   ii>t   die   reelle  posi- 


.    /* 


.  «  .     i  .  *  ."* 


•  :.'  i  'liiii^      1.    l   ]    — y    für   y 

»..   ii.'i     i't'aier   Gleichung   an 
..    M  »Ol    ■  jr  entgegenge- 
»j>   bereits  über   die 
..rv  1.^:0    eiohr  anwenden. 


..»,.*    .-i*i 0*1  Ulli;,  eine   positive 
^^  .«-tiri,    deren   reelle 


^*        v.:i     :er  lileichun<; 

♦  [7. 1)] 


^  ^  ••' .     «  « 


^  •  [7.  2)  3)] 
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■ 

so  hat  die  Gleichung  drei  positive  gleiche  reelle  Wurzeln.     [9.  5)] 

6)  Ist  c^<36,  so  hat  die  gegebene  Gleichung  eine  positive 
reelle  Wurzel  und  zwei  imaginäre  Wurzeln^   deren   reelle  Theile 

^       ..    l  sind,  wenn  bc^a  ist. 
negativ  b  N 

Ist  c^  <  46,   so  ist : 

7)  — 27a  >  Für  eine  reelle  positive 

und  zwei  imaginäre 
Wurzeln,  deren  reelle 
Theile  positiv  sind. 

8)  -27a=  ^  ~36c+2(c«-36)(c+Vc*^).  Für  drei  reelle  positive 

Wurzeln,  unter  welchen 
zwei  einander  gleich 
sind. 

9)  —  27a<  I  Für  drei  reelle  positive 

Wurzeln. 


10)  ~27a> 


11)  -.27a= 


12)  —  27tf< 


Für  drei  reelle  positive 
Wurzeln. 

~36c+2(c»-36)(c~  V"c^36).  Für  drei  reelle  positive 

Wurzeln,  unter  welchen 
zwei  einander  gleich 
sind. 


Für  eine  reelle  positive 
und  zwei  imaginäre 
Wurzeln,  deren  reelle 

Theile  ^P"^";7^  sind, 
i  negativ  > 

wenn  a^bc  ist. 

13)  Ist  c^>46,  so  kommen  die  Formeln  10)— 12)  in  Anwendung. 

14)  Im  Falle  die  Gleichung  )  |i\  c  stattfindet,    sind  die  drei 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung: 

+  icdb4Vc«— 36,     +ic±iV^^^^^,     +kTlVc*— 36. 


\hi  itfr*.    (,4k€f  «tfcr  BeurthtilutHf  der  Wumein 


> 


<   7)  > 
1^)  KmdM  die  Ungieicliung  <  |^.  >  statt,  so  ist  die  reelle  po- 

M)  Findet  die  Unglelchang  \  -.J.  ?  statt,  so  ist  eine  der  drei 
positiven  Wuraeln   ^+lciF3  V^c«-3ä. 


30. 

Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

1)  0=+a  +  %  —  cy«  +  y8. 

Diese  Gleichung  wird  erhalten,  wenn  man  in  Gleichung  [18.]  — y 
nir  fß  achreibt.    Daher  ergiebt  sich : 

2)  c*  <  36  1  Für  eine  negative  reelle 
^.  1  und  zwei  imaginäre  Wor- 

3)  27a  >  ]  j  zeln,  deren  reelle  Tbelle 

\  positiv  sind. 

4)  27«=  ^-36c+2(c«-36)(c+V^c*-36).  Für  eine  negative    ond 

zwei  gleiche  positiv^  Du- 
elle Wuripeln. 

5)  27a  <  j  Für^ioeiDegativeu.  swei 

positive  reelle  Wurzeln. 

5)  Hat  die  Gleichung  bloss  reelle  Wurzeln,  sp  ist  der  abso- 
lute  Gr(isseuwerth  der  negativen  Wurzel  kleiner  iF^ie  der  abso- 
Igte  tirtt««eowerth  jeder  der  beiden  positiven  Wurzeln. 

7)     Ist   o  =  2c'4-^<?9   80  sind  die  Wurzelwerthe : 

-fis   +c±V^T6.V^. 

H>  Ut  u^ic*  +  bCf  so  ist  der  absolute  Grossen werth  der 
oT^ktereu  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung   ^  c,  d.  h.  diese  Wnr- 

V))    klttdet  die  Gleichung  4)  statt,  so  sind  die  drei  Wurzeln 
V«  ^NP^^benen  Gleichung: 


.j 


tK  ^»V'•»-36.   +4«  +  *V^c«'-36,   +ic^iV^:;^. 


einer  torgtlegten  cu&tschen  GUicbung. 


P  10)  Findet  die  Cngleichung  J 
'So  iat  die  reelle  ne^ativt 
d.  b.  ihr  absoluter  GrüGüeiinerth  ist : 


p   Wurzel: 


Bs  sei  die  gegebene  Gleichung 
I)  0  =  — o— 6y  —  cy"H  y'. 

d   erbaltea   nenn    man    in  Gleichung  [2I.J  — /Vr"^ 


Dieselbe 

schreibt.    Daher  ergiebt 


FQr  eine  positive  ondV 
zwei  oegstive  reelle  f 
Wurzeln. 

^3)  ~27o=  +3ftc+-2(c*+3ö)(c- VcH3*).  Für  eine  positive  undjl 
ztrei  gleiijie  negativ»  f 
Wurzeln. 

-'i7(i<  Für  eine  posit.  reelle 

und  zifei  imaginäre 
Wurzeln,  deren  reelle 
Theile    negativ    sind. 

I  S)  Uat  die  Gleichung  bloss  reelle  Wurzeln,  so  iat  der  abso- 
l  Grüssennerth  der  positiven  Wurzel  grOsser  wie  der  absolute 
isenwerth  jeder  der  beiden  negativen  Wurzeln. 

)  Ist 

—  a  =  — frc  +  2c», 

id  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung : 

—  c,     +c±:V6  — c*. 


-Ac  +  2c',  so  ist  erstere  Wurzel   . 


1  sind  die  drei  Wurzeln 


\  8)  Findet    die  Gleichung  3)  statt, 
■  **«[getegten  Gleicbnng: 

M-4C— iV^»T36,     +ic~lVc''  +  36,    +*c  +  lV^+36. 
9)  Findet  die  Ungleichung  \~1  {  slatl,  so  iet 


.*»  i  *t:t*iu!y  Jer  Wurzein 


u*«    ^+  ic  +  lVc^  +  'Sb. 


.,.     *eiMj   man   in   Gleichung  [25.]   — y 
^._ot  sich : 

Für  eine  reelle  negative 
und  zwei  imaginäre  Wur- 
zeln, deren  reelle  Theile 
positiv  sind. 

t--)h}{v\-  \  c*-\^'oö\  Für  eine  reelle  negative 

und  zwei  £:leiche  reelle 
positive  Wurzeln. 

Für  eine  reelle  negative 
und  zwei  reelle  positive 
Wurzeln. 

..  »vitho  reell  und  i:*t: 

,:i*>*onvverth  der  negativen  Wurzel  zwischen 
..    iiiosseuwerthen  der  positiven  Wurzeln. 

^.tiJ  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung: 
I  . ,    -I-  v6,    —  \  ö. 

i  N  bv    und    c*  V  6' 

..    u;o>Äcnvverth   der  net;ativen   Wurzel   grOsser 
.  V  x.Nv'nuerth  jeder  der  >)eiden  positiven  Wurzeln. 

.;  >  be    und   c^  >  0. 

.    lirosseuwerth   der   uegativen  Wurzel    kleiner 
:  V  Nj»oii^*erth  jeder  der  beiden  positiven  Wurzeln. 

X      •       >i   eine  der  Wurzein         [-  c. 

.K .    so  sind  die  drei  Wurzelwertbe: 
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11)  Ist  a  ^  2c^ — 6c,  80  ist  die  reelle  negative  Wurzel  ^  —  c« 

12)  Im  Falle  Gleichung  3)  stattfindet^  sind  die  drei  Wurzeln : 
+  ic  +  iVc«+36,     +4c  +  iVc«  +  36,     +ic-;Vc«+36. 

13)  Findet  die  Cogleichung  ^  .v  r  statt, 

so  ist  die  reelle  negative  Wurzel:  ^    i  +ic — 5Vc*+3i, 

d.  h.  ihr  absoluter  Grussenwerth  ist:  ^    /  —      + 


33. 

Einfacher  gestalten  sich  die  Formeln  zur  Beurtheilung  der 
Wurzeln,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  so  umformt,  dass 
der  Goefficient  0  =  0  wird. 

Alan  erhält  dann,  wegen  [8.  3)],  für  alle  umgeformten  Glei- 
chungen, in  welchen  6  positiv  ist,  also  für  die  Gleichungen  von 
der  Form: 

1)  0  =  ±«  +  6^  +  2^^ 

eine   \        ...      [  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle 

Theile    !  P"^"!r    !  sind, 
f  negativ    ( 

Ist  die  umgeformte  Gleichung: 

2)  0=±«-Äy+y', 
so  ergiebt  sich  nach  [24.  oder  28.] : 

^3)    ±27a^±66V3Ä,    für   eine    reelle   J  p^ive  ^  "°^ 

reelle   <  ..      i  Wurzeln« 

i  negative  ) 

4)  -  ±27a=±66V36,    för  eine   reelle  J  3f^7  \   ""^  ^"^^^ 

gleiche  reelle  \  J^g^JJ^^^^  \  Wurzeln. 


zwei 


IM  Kerz:    (Jeder  die  Beurikeiiung  der  Wurzeln 

5)  db27a^4-66V^36,    för  eine  reelle   \  "®8f**^®  \   und  zwei 
'^    "^       S~'  i  positive   ) 

imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle  Theile 

C  positiv    >    .  j 
S  ..     t  sind. 

f  negativ  > 

6)  Im  Falle  die  Gleichung  4)  stattfindet,  sind  die  drei  War zeln 
der  umgeformten  Gleichufig: 

±iV^35,    ±iV36,    TlV^3Ä. 

7)  Findet  die  Ungleichung  3)  statt,  so  ist  die 

8)  Findet  die  Ungleichung  5)  statt,  so  ist  die 
-•"«^roSüveä  Wurzel:  <TiV36. 

34. 

A.  Ist  die  gegebene  Gleichung: 

also  6  =  0,  so  folgt  aus  [17.  A.  4) -6)  oder  24.]  und  [29.  10)— 12} 
oder  31.] : 

2)  ±i»==0,  ftir  eine  reelle  Ip^Jf^^^^^^^      Wurzel    (äTc)    und 

zwei  gleiche  reelle  Wurzeln  (jede  =0). 

3)  ±0^0,  för  eine  reelle    j        ...       (   und  zwei  imaginäre 

Wurzeln,  deren  reelle  Theile  \  ,.     ?  sind. 

l  negativ  ) 

B.  Ist  aber  die  gegebene  Gleichung: 

1)  0=±a=Fc^«  +  y», 

80  folgt  aus  [30.  oder  32.]  und  [17.  B.  1)— 3)  oder  28.]: 

2)  ±27a^±4c»,  för  eine  reelle   ^p^ff/^J^e  |  und  zwei  reeUe 

\.    AJ-.   c  Wttiieln. 
negative  ) 


^^^^^^^^F      ffntr  vorgeleplen  ctiitsc/Nti  fUelt/iiiiig. 

1 

3)     ±27n=± 4c'.  für  eine  reelle    §  p'^ltlvr  ^" 

rtd  zwei  gleiche     ^H 

'•*j^";;:?w„..^. 

1 

^m^     ±27n^±4c''.  Tiir  eine  reelle    V'^^j*^^^^^  ?  und  iwei  imagi-     ^^| 
^K                                 nSre  Wurzeln,  deren  reelle  Theile  ^  ^'^*J^  l     ^H 

^^B'  Im  Falle  Gleichung  3)  stattündet,   sind   die 
^^^H    der  gegebenen  Glejcfauag: 

drei  Wurzeln     ^H 

^Hl                              J:|r,    rkle.    fic.    • 

■ 

^^R  Titiet  die  Ungleichung  3)  «tatt,  so  ist  die 

>:F<.    ■ 

^^^B[  findet  die  Uns^leichuD^  4)  äfatt,  s»  Ist  die 

1 

^^t 

1 

^^^HW^iden  wir  die  bisher  aufgestellten  Kegeln  aiil 
^^^^nl€te  tm.     Es  sei  gegeben: 

einige  Zahle«.  ^H 

^^B '                             0  =  ±  fi  +)«)j  +  I6ya  +  ja 

9 

^^^B^itae  <ileichuiig  in  Bezug  auj'  ihre  Wur/eln  z 

^^R}  Da  hier  cO>36,  n&mlkh   2.^6>240,  ist,  so  liegt  die  IVlUg-              J 
^^B     lichkeit  dreier  reeller  Wurzeln  vor.     Da  ferner  c^<46,  näni-      ^J 
^^H     lieh  256<3-20,  ist,  so  kämmen  für  +(t  die  Formeln  [17.  A.]     ^H 
^^B    in  Betracht  und  man  erhält:                                                             ^H 

^^^  a<ll8^,   liSr   eine  reelle  negative  Würzet,  >— '»  [17.  8)] 
^^^|t                       und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle  Theile 
^^^^V                      negativ  sind; 

^^^Ka=ll8if.  fUr  drei  reelle  negative  Wurzeln,  unter  »eichen 
^^H                     zwfli  einander  gleich  sind.     I>te  Wurzeln  sind: 

^^^                                 -61,     -63,     -2'.         [17 

A.  Vh           ^ 

r        i)     n>ll8^f,  rar  drei    reelle   negative  Wuraeln 
1                                 selben  ist  <— 2».    [17.  9)Ji 

der-    ^H 
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5)  a<128,      ftir  drei  reelle   negative  Wurzeln,  die  eine  der- 

selben ist  >  —8.    [17.  9)]. 

6)  a=:128,     für  drei  reelle  negative  Wurzeln ,  unter  welchen 

zwei  einander  gleich  sind.     Die  Wurzeln  sind: 

—4,    —4,    —8.        [17.  A.  7)]; 

7)  a>l28,      für  eine  reelle  negative  Wurzel,   <  — 8,  [17.  8)] 

und  zwei  imaginäre  Wurzeln^  deren  reelle  Theile 

...     >  sind,  wenn  a^l280  ist.     Ist: 
positiv  )  > 

8)  a<]28ü,    so  ist  die  reelle  Wurzel  >— 16.    Ist: 

9)  a=:l280,    so  sind  die  drei  Wurzelwerthe: 

-16,     +V;=8Ö,     -V^m        [7.1)]. 
Ist: 

10)  ci>1280,    so  ist  die  reelle  Wurzel  <  — 16. 

•  Die  vorgelegte  Gleichung  liefert  mitbin  für  alle  positiven 
Werthevona,  welche  zwischen  118^  und  128  liegen^  diese 
Werthe  mit  eingeschlossen,  drei  reelle  Wurzeln. 

Für   — a  kommen   von   den  Formeln  [17.  B.]  nur   die 
])  in  Anwendung.    Man  erhält: 

11)  —a<-f  118^1,   daher   hat  die  gegebene  Gleichung  fiir  ein 

negatives  a  stets  eine  reelle  positive  Wurzel 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle 
Theile  negativ  sind.     Ist: 

12)  —  a>— 9472,    so  ist  die  reelle  Wurzel  <+16.  [19.  5)].    Ui: 

13)  — a=--9472,    so    sind    die    drei    Wurzeln:     4-16, 

-16i:V-336.     Ist: 

14)  -a<— 9472,    so  ist  die  reelle  Wurzel  <  +  l6. 

ß.    Befreit  man   die   gegebene    Gleichung   von   dem   Gliede 

16 
-f  16^^  und  setzt  zu  dem  Ende  y=z — ^-f*^»   so   erhält  man  die 

transformirte  Gleichung : 

^      ^^        3328,     16    ^    . 
0=  [±a 27"J"""3  ^■*" 

«nd  hieraus: 

^    <C+128  .        ^        <  +  128 

+  "><  +  ll8«    ^*^*'    +^=Hll8W* 


einer  rorgcleglen  ciiiUc/ten  Glelc/iung. 

r«nznertbe  Tür  drei  reelle  Wurzeln  der  vorgelegten  Gtei- 
woraus  zugipich  hervorgeht,  dass  hierfür  ein  negativer 
'on  a  nicht  staftfideii  könne. 


»  sei  die  Gleichung: 


r  ihre  Wurzeln  zu  beurthe'ilen. 


.\.  Hier  ist  c*>46,  nünilich  441>396,  es  bommen  daher 
beEÜglich  der  Bestimmung  der  Greiizwerthe  für  drei  reelle  Wut- 
xeln  die  Formeln  in  [30.  und  'iU.  10)— 12)]  in  Anwendung.  Man 
erhSlt,  ist: 

\)     +'i>  +20601.  so  ist  die    reelle  negative  Wurzel  <— 21, 
d.h.  ee  ht  ihr  absoluter  Werth  >21.  [30.  8)]; 

,  ao    sind    die    drei    Wurzeln:   — 21, 
+  21  +  V"^4Ö; 

,  so  ist  die  reelle  negative  Wurzel  ^  — 21, 
d.  h.  es  ist  ihr  absoluter  Werth  <^'i\. 
Ferner  ist: 

für  eine  negative  Wurzel  <  — 1  [30.  10)] 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle 
Theile  |<ositiv  sind. 

für  eine  negative  und  zwei  gleiche  positire 
reelle  Wurzeln.     Diese  Wurzeln  sind; 


+  11,     +11, 


-r 


[30.  9)J; 


für  eine  negative  Wurzel  >— 1  [30.  10)] 
und  zwei  positive  reelle  Wurzeln;  der  ab- 
solute Werth  der  negativen  Wurzel  ist 
kleiner  wie  der  absolute  Werth  jeder  der 
positiven  Wurzeln.     Ist: 

so  ist  ein  Werth  von  y  —  0. 

für  drei  reelle  positive  Wurzeln,  die  eine 
derselben  ist  <  +  15.     [29.  16)] ; 


itf^ 
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9)  —  a  =  — 135,  för  drei  reelle  positive  Warseln,  anter  wel- 
chen zwei  einander  gleich  sind.  Diese 
Wurzeln  sind:  +3,  +3,  +15.      [29.  14)]; 

10)     — a<  — 135,      für    eine    reelle    positive    Wurzel    >  + 15 

[29.    15)]    und    zwei    imaginäre    Wurzeln, 


wenn 


deren  reelle  Theile   ^  ..    >  sind, 

(  negativ  ^ 

die  absolute  Grosse  von  a^2079  ist.     Ist: 
II)     —  a> — 2079,    so   ist  die  reelle  positive  Wurzel  <21;  ist: 


12)  — a=:  — 2079,    so  sind  die  drei  Wurzeln :  +21,  +V'— 99, 

und  ist: 

13)  — a<  —  2079,     so  ist  die  reelle  positive  Wurzel  >2l. 

B.  Befreit  man  die  gegebene  Gleichung  von  dem  Gliede 
— 21^*y  und  setzt  zu  dem  Ende  ^  =  7  +  a?,  so^  erhält  man  die 
transformirte  Gleichung: 

0=(±a  +  7)  — 48a:+ar3 

und  hieraas  nach  [33.  3)  und  4)]: 

.     5<  +  121         .     .         >  +  12l 
±"^>-135     ""^    =t«  =  ^_j35 

als    Grenzbestimmung  für    drei    reelle    W^urzeln   der  vorgelegten 
Gleichung. 

37. 
Es  sei  die  Gleichung: 

0  =  +  a- 293^+2^2  ^2/» 

h  e 

in  Bezug  auf  ihre  Wurzeln  zu  beurtheilen. 

Hier  kommen  zur  Bestimmung  der  Grenzwerthe  für  drei  reelle 
Wurzeln  die  Formeln   [24.  und  28.]  in  Anwendung.    Man  erhält: 


^^H 

r  riirgeUgten  ciibischen  GIcUhvng.                        99     ^^^ 

^K)  ^'^ 

lür  eine  negative  reelle  Wurzel               1 
<  — 7,020....  [24.  5)]  und  a.vei               J 
imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle       ^J 
Theile  positiv  sind.                          ^H 

^^H  +"= 

44,3T664->46587»....  für     <-ine    negative    und    zwei      ^H 
gleiche  positive  reelle  Wurzeln.      ^^H 
D\e^e  Wurzeln  sind:                       ^| 

>  2,513130671389....              ^H 
+  2,5)3130671389....               ^H 
-7,026261342778....               ^H 

[24.4.];      ^ 

1          3)     +"< 

für  eine  reelle  negative  Wurzel                1 
>  -7,026....  [24.  5)]  und  zwei               j 
reelle  positive  Wurzeln.     Ist:       ^H 

^^P  ±«===0, 

ei»  Werth  von  y=ü           ^H 

^^P     -«> 

l>>r  eine  reelle  positive  Wurzel     ^^| 
<  +5,6112....  [28.  5}j  und  zwei     ^^| 

reelle  negalive  Wuraeln;             ^H 

^^■-1= 

-84,22S4y4317 

731...  für    eine    reelle    positive    und      ^^^k 
zivei    gleiche    reelle    negative      ^^H 
Wurzeln.    Diese  Wurzeln  sind:     ^H 

—  3,846464004723 ....              ^H 

-  3,846464004723 ....              ^H 
+  5,6929-28009446....               ^H 

[2S.  4)];     ^B 

^H^^^ 

fflr  eine  reelle  positive  Wurzel               1 

5»- 5.692 [28.5)]    und    zwei                1 

imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle         | 

Theile  negativ  sind.                          ^^H 

^^B  Im    Falle 
^^V  legitiien  W 
^^^  werlh 

urzel  stets  grusser  nie  der  absolute  tirüssen-       ^^H 
der  beiden  positiven  Wurzeln  [23].                           ^H 

^^^    Im  Falle   5)    liegt,    wenn    der  absolute    Grüaaenwerth  von       ^H 
^^^^     ffl<58,  also  — o>— S8  ist,  der  absolute  Grössenwerth  der         ^^ 

^^^H 

100  '  Ker%:    Beber  die  Beurtkettung  der  Wur%etH  '] 

:i 

10)  Ist  aber  der  absolute  GrosseDwerth  vod  a>58,  also  \ 
— a< — 58»  (wie  in  6)),  so  ist  der  absolute  Grossenwertb  \x 
der  positiven  Wurzel  grosser  wie  der  absolute  Grossen*  ' 
werth  jeder  der  beiden  negativen  Wurzeln  [23.]. 

11)  Ist  -1-0= +42,  so  sind  die  drei  Wurzeln:  -{^%  — 2±5. 

P2-  7)J. 

12)  ist  +a^  +42,  so  ist  die  erste  Wurzel  ^  +2.      [22,  8)]. 

13)  Ist  — a  =  — 58,  80  sind  die  drei) Wurzeln:  — 2,  4:V^- 

[26.  6)]. 

14)  Ist  -a^— 58,  so  ist  die  erste  Wurzel  ^—2.      [26.  7)]. 


38. 
Es  sei  die  gegebene  Gleichung 

0=  +  a+12y  +  63^«+3^8 

h  e 

in  Bezug  auf  ihre  Wurzeln  zu  beurtheilen. 

Für  dieselbe  ist  0^  =  36,  nämlich  6^  =  3.12,  daher  fallen  hier 
die  Gleichungen  [17.  A.  2)  und  5)]  zusammen  und  die  gegebene 
Gleichung  hat  nur  für  den  Fall,  dass 

bc      ^ 

.         1)  +«    =    -g=8 

ist,  drei  reelle  und  zwar  negative  Wurzeln. 

Für  diesen  Fall  sind  aber  auch  die  drei  Wurzelwerthe,  nach 
[9.  5)]  einander  vollkommen  gleich,  also  jede  =  —  2. 

2)  Die  Wurzeln  selbst  sind  nach  [9.  8)] 

y  =  -2— iV'±27a— 216, 

y=-2  +  jV'db27a-216.[l±V^]. 

3)  ist    +a^72,  so  ist  die  reelle  Wurzel  ^—6,  [7.  3)]  und 

C  neffativ  ^ 

die  reellen  Theile  der  imaginären  Wurzeln  sind  <        ..,     ^* 

"  (  positiv  > 

4)  ist  — o= — 504,  so  sind  die  Wurzelwerthe:  +6,  — 6±4V^— 3, 

[18.  4)]. 


^TT 


einer  torgelegleii  cubhchen  eieichung.  IQ] 

fl^— 504,  so  igt  die  reelle  Wurzel  ^  +  C.     [19.  5)].    ' 


3'.t. 
I  seien  die  Wurzeln  der  Gleichung 

ntheilen. 

^r  Besfiminung    der    Grenztverthe    für  drei   reelle   Wuri 
.  komineD   fOr   diese   Gleichung    die  Formeln    [32.  und  31.]  i 
bendung.     Mau  erhält: 

[  -f  a>-f-46,     rSr  eine  reelle  negative  Wurzel  <— 3  [3'2.  13)]  1 
und    Kwei    imaginäre  Wurzeln,   deren  re 
'Fheile  positiv  sind. 

l4-(i  =  -f<t8,     l'iir    eine    reelle    negative    und    zwei    gleiche    'i 
reelle    positive     Wurzeln.       Diese    Wurzeln 
sind:  +4,  +4,  —3.     [32.  12)]. 

,   +a<  +  48,     für  eine  reelle    negative   Wurzel    >— 3  [32. 
13)]  unti  znei  reelle  positive  Wurzeln,     Für  ' 

+  a>  +  4l)      ist,    weil    25>->-l   ist,    [3'2.  8)]    der  absolute    I 
Urüssenwerth    der  negativen  Wurzel  kleiner   | 
wie    der    absolute    Grössen «erth    jeder    der 
beiden  positiven  Wurzeln.     Für 

+  «=+40      sind  die  Wurzeln:  +5,  +2 V2,  [32.  6)].     Für  j 

+  a  <  +  40  liegt  der  absolute  Grussentverth  der  nega- ; 
tiven  Wurzel  zwischen  den  beiden  absoli 
Grussenwerthen  der  positiven  Wurzeln.  [32. 
3)].     Für 

+  a^+40      ist  eine   der  Wurzeln    ^+5,  [32.  9)].     Mau    ' 
erhält  weiter 

-H>— 21?,  für  eine  reelle  positive  Wurzel  <6i  [31.  9)]  | 
und  zwei  reelle  negative  Wurzeln. 

Die  positive  Wurzel  ist  grösser  wie  der  ' 
absolute  Werth  jeder  der  beiden  negativen  I 
Wurzeln. 

— d^  — 2|*,  für  eine  positive  und  zwei  gleiche  negative  j 


• 


•  « 

0       » 

•    •    4 

•  • 


1 


; 
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reelle  Wurzeln.     Diese  Wurzeln   sind:    —J,    ■ 


,  +6i.    [31.  8)]. 


10)    —  a<— 2t?,  für  eine  positive  Wurzel   >6J   [31.  9)]  und 

zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle  Tbelle 
negativ  sind. 

40. 
Es  seien  die  Wurzeln  der  Gleichung 


0=±a  +  5y— V+y' 

b       c 


zu  beurtheilen. 


1)  Da  für  diese  Gleichung  e3<36,  nämlich  4<15»  ist,  so  hat 
sie,  welchen  Werth  auch  a  haben  mag,  stets  zwei  imagi- 
näre Wurzeln. 

2)  Ist  a  positiv,  so  ist  die  reelle  Wurzel  negativ  und  die  reellen 
Theile  der  imaginären  Wurzeln  sind  positiv.     Ist 

3)  +a>  +26,  so  ist  die  reelle  Wurzel  <  — 2.    [30.  8)].     Ist 

4)  +a  =  +  26,  so  sind  die  drei  Wurzeln:  —2,  ^2±3V—i. 

[30.  7)]. 

5)  +a  <  +26,  so  ist  die  reelle  Wurzel  >  — 2,     [30.  8)]. 

6)  —  ff>  — 10,  so  ist  die  reelle  Wurzel  <2,  und  die  reellen 

Theile    der    imaginären  Wurzein    sind  positlr, 

[29.  4)]. 

7)  — «  =  — 10,  so   sind    die    drei    Wurzeln:     +2,   i  V  — 10, 

[29.  3)]. 

8)  — a<— -10,  so  ist  die  reelle   Wurzel  >2,  und  die  reellen 

Theile  der  imaginären  Wurzeln   sind   negativ. 
[29.  4)]. 

Die  zweite  Abtheilung  dieser  Abhandlung  folgt  in  einem  der 
nächsten  Hefte. 


üebungsaufyaben  für  ScMiler, 


1Ü3 


VII. 


Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von    dem    Herausgeber. 

lo  einem  Briefe  (Berlin  d.  9.  Juni  1750)  *)  theiit  Euler  Gold- 
bacb  folgende  ^, Tbeorcmata^^  mit^  deren  Beweise^  wie  es  mir 
seheiütj  auf  Schulen  zweckmässig  als  leichte  Uebungen  für  An- 
fänger in  der  Buchstabenrechnung  benutzt  werden  können,  und 
die  aaeh  sonst  nicht  ohne  Interesse  sind. 

1.  Für  a  +  6  +  c=3m  ist 

a«  +  6« + c*  =  (2/11  -7  a)*  +  (2m  -  6)*  +  (2m  -  c)\ 

2.  För  a  +  6  +  2c==3m  ist 

a*  +  6«  +  c2  =  (m  — a)«  +  (m--6)2+(2m-c)2. 

3.  Für  a  +  26+2c  =  9m   ist 

a«+6«+c«=(2m  — a)2  +  (4m— 6)2+(4m— c)a. 

4.  Für  a  +  6+3c  =  llm  ist 

a*  +  6*  +  c« = (2m  —  a)^ + (2m  -  b)^  +  (6m  -  -  c)« 

5.  Für  a  +  26  +  3c  =  7m^  ist 

a«  +  6«  +  c« = (m  —  a)3  +  (2m—  6)«  +  (3m — c)« 

6.  Ffir  2a  +  26  +  3c  =  17m   ist 

a« + 6« + c«  =  (4m  -  r;)2  -|-  (4m  -  6)«  +  (6m  -  c)«. 

7.  Für  a  +  36  +3c  =  19m  ist 

a«+62+c2=(2m— fl)2  +  (6m-6)a+(6m-c)2 


*)  Corr^spondance  mathematiqnc  et  pliysique  de  qiiel- 
|uet  c^Ubres  G^omötres  du  XVIll^'n«  sidcle,  publice  par  P. 
H,Fa««.    Tome  1.     St.-P^tersbonrg.  1843.     p.  515. 
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8.    FOr  2a +  36 -1-30= lim  ist 

a«  +  6«  +  c*=  (2m-a)«  +  (3m— Ä)«+(3m— c)« 


9.  Für  a  +  6  +  c  + rf  =  2iw  ist 

a«+6«  +  c2  +  €i«  =  (m— a)a  +  (m-Ä)«+(m— c)«  +  (m— df)* 

10.  Für  a  +  6  +  c  +  2d  =  7m  ist 

a«  +  6«  +  c«+d2=  (2m— a)«+(2m~  6)«+(2m— c)«+(4m- d!)« 

11.  Für  «  +  6+2c  +  2rf  =  5m  ist 

a*  +  6*  +  c2  +  €i«  =  (m-a)«  +  (m— 6)«  +  (2m-c)a  +  (2m— d)« 

12.  Für  a  +  26  +  2c  +  2rf  =  13m  ist 

a2+6«+c2  +  «i«=(2m— a)«+(4m— 6)«  +  (4m— c)«  +  (4m  — rf)«. 


13.  För  a  +  6  +  c  +  rf  +  ß  =  5m  ist 

a2+6a+c«  +  cf«  +  ß« 
=  (2m— a)«  +  (2m  — 6)«  +  (2m— c)«  +  (2m-  rf)«  +  (2m—  ef. 

14.  Für  a  +  6  +  c  +  rf  +  2e  =  4m  ist 

=  {m--df  +  (m— 6)2  +  (m  -  c)«  +  (m— rf)«  +  (2m— e)«. 


» 


In  anderen   Briefen    theilt  Goidbach   Euler  u.A.   folgei^ 
Theoremata'*  mit: 


15.  Es  ist 

/3*+y«+(3a-|3-y)2=(2a-l5)3  +  (2fy-y)«  +  (d-i3-y)2 

16.  Es  ist 

«^+/S*+y*+(«+/?+y+25)a=:(a+i3+d)«+(a+y+d)«+(|8+y+Ä)«+d» 
=  (a  +  5)2  +  (i8+iJ)«+(y  +  ^)«  +  (a  +  |3  +  y  +  ^)2 

17.  Es  ist 

i(±  PPf^ + 2^^j5 — 2j9^y)a  +  (=F  2^9^«  +  ppß — 2j9yy)a 
+  (T2;>y<xT2jpyg  +  (2yy-y>p)y)2      

( W  +  2w)* 

=  «*  +  /^  +  y*. 


18.     Wenn  «'«  +  6»  +  c»: 


^^1?^ 


■-Sm+Z  ist,  8o  is( 


„und"   —  fögt  Gnldkach  hinzu  —  „wenn  man  S  statt  1 
Jcomnien  rier  quadrala  ^2m-f3  herao»." 


Nach  einer  Mitlheilung  des  Herrn  Doclor  Lind  man  in 
Strengnäa  (Archiv,  Th.  XL.  S.  315.)  rührt  die  gewühniich  nach 
Jerrard  benannt«  ivlcbiige  TransIcrniRliDn  der  Gleichungen  des 
fliliflen  Grades  urs|irii[iglich  von  dem  schwedischen  Mathematiker 

Erland    Samuel    »ring 
lier,  der  Professor  Hfi^tDriarum  an    der  Universilal  in  Lund  irar; 
diese  Trans forination    ist    also     unbedingt    eine 
schwedische    KrfindanB 
und    fnrtan 

die  Bring'sche  Transformation  der  Gleichungen 
des  fünften  Grades 
,0  nennen.  In  Öfversii;[afKütit;l.  Velenskaps-Akadeniiens 
FKrhandlingar.  Ars-  '8-  —1861.  —  Nr.  7,  p.  317— p.  355, 
biso  bereits  vor  zwei  Jahren,  hat  Herr  Professor  Hill  in  Lnnd 
I  die  Verdienste  des  treETlichen  Bring  ausführlicher  gewürdigt  und 
I  leine  Arbeit  mit  vielen  buchst  lehrreichen  eigenen  Uemerkungen 
f  I  Itgleilet  in  dem  lesenswerlben  Aufsätze:  „Nägra  ord  om  Er- 
I  landSani.  Brings  reduction  af  5:le  gradens  equation. 
fM    -  AI  C.  Hill.  (iVleddeladt  den  11.  September  1S61.) 

Der  vollständige  Titel  der  seltenen  Schrift  Brings  ist: 

B.  cum  D.  Meleternata  i|uaedani  mallicinatica  circa  trans- 
formationem  aequationum  algebraicariira ,  qiiae  consent, 
implias.  Faciilt.  Philos.  in  Regia  Academia  Carolina  Prae- 
«ide  D.  Erland  Sara.  Bring,  Hist.  Profess.  Reg.  &  Ord. 
publico  Kruditorum  Exainini  modesle  subjicil  Sven  Gu- 
staf Soiumelius,    Stipcndiarins  Itegius  &  Palmcreutzia- 


Altsceltett. 

I  longe  fruclunsior  videtur  extermiiiatio  'hA'i  et  4:ti  (ermini, 

a  aequatio  biquadratica  i]i  quadraticam  abeat  racillin 

rtsolvalur.     Ad    rem   eo    Tacilioreni  ruttdeodar 

Kproxime  aiiteceilunt,  conslet,    quomodo  estcrmiuentur  termi- 

^das  et  3:tiui«,  pnnamiis  hanc    exterrainationem  jam  dudam 

haec  aequ.itio  proposlta 

z*-\-pz-\-q=<i=  A 

raper  aequatio  subsidiaria  ut  supra 

post  externiinatani  litteram  2  erit 

— ^6'— 49Ö' 

\p^a—\qb'»a-pbn^\  =  0  ^  C. 
+  56*  — ^pftHiy'l 
ione  si  pnnstur  a=:0  nee  non 

»e  est  fore  ut  evanescant  terminus  secundue  et  quattuBj't 
t  haec  aequatio  formaliter  adbuc  biquadralica  6'  fiat  materia- 
jqnadratica. 

IT    igitnr  ra   b  cum   facile   innotescat  resolveodo  aeqaatio- 

icam  />,  nee  non  valor  t»  y  no&catur  post  peractam  reso- 

aequatioiiis  quadralicae    C,   non  potest  amplius  ignorari 

I,  qui  e  tenebris  suis  eruitur,  ubi  aequatio  quadraüca  B 

leBoUatur.    Q.  C.  F. 

5.  VIII. 


Quod  si  quis  terminum  tertium  et  quartum  exterminatos  to- 
bierit,  incurntur  quidem  in  difflcultatem  quandam  primo  intuitu 
bud  ita  levem  et  exiguani,  quin  nos  valde  sollicitare  debeat;  Im- 
priois  cum  vereri  possinius,  ne  hujusmodi  difGcultates  in  trans- 
ndis  aeq'uationibuK  allioris  praesertim  dignitatis  saepissime 
I  inveniant,  siotque  ad  eipellendum  tertium,  quartum  cete- 
e  terminos  forsitan    insuperabili    nonnunquam    impedimento. 


Scilicet  ad  exterminationeni  simultaneam  tertii  et  (lu.iitl  termTni 
aequalionis  bi<]uit(lrat1cae  requiritur.  Dt  sil 

2:do  ia^+4qa  +  Sp/ta—pb'—4qb*-\-p^  =  0. 

Ex  quibus  ubi  esterminetur  sive  litfera  a  sive  litlera  b,  proficis- 
citur  iiide  aequalio  iioiieiluni.  in  qna  alterulra  harnm  litterarnm 
ad  majorem  dignitalU  grailuiu  evecta  sit  quam  :  sive  quaiititas 
incogoita  in  aequatione  proposita,  ut  hoc  modo  ad  resolvendam 
aequationem  miiioris  dignitalia  opus  nobis  sit  resolutione  aequatio- 
nis  difficilioris,  sicque  malum   in  pejuH  ruat. 

QualiecuDqDB  auiem  baec  difGcallas  in  ceteris  aequationibas 
Aitora  sit,  certam  eat,  illam  in  praesenti  occasione  Tacile  tolli 
Nani  Bi  in  aequatione  biquadralica  proposita  prlmo  extet- 
minentuT  terminns  2:(Ius  et  3:tius,  quam  exterminationem  possibi- 
lern  esse  vidimuf-,  et  transforniatio  deinde  instituatur  reciproca. 
nemo  est  Mathematicorum  quin  concedat  boc  modo  exoriri  aeqoK' 
tionem  biquadraticam  orliam  et  3:tin  et  4:ta  terniino,  Q.  E.  F. 
De  reliquOj  ut  nemo  nun  Inculenlissime  videt,  omnes  nequationas 
cajuBCunque  dignitatis  pnsse  mediante  ueqitatinne  quadralica  trau»» 
formari  in  aliam,  in  qua  una  cum  l^'to  terminn  evanescat  mto 
terfius  terminua,  posita  po^sibitilate  resolutionis  aeqiiationis  qua- 
draticae  sive  4;tus  terminus,  posita  poosibilitate  resolutionis  aeqna- 
tioais  cubicae,  et  sie  porro,  ila  neminem  dubitare  credo,  quin 
generaiiter  ope  bujus  IransFormatinnis  nunquam  pliires  quam  duo 
termini  insimul  eFanescetiles  fieri  possint. 


üt  igitur 
videt  quilibet 
dignitatis. 

in    aequatione    quadam 
oportere,   ut  aequalio  m 

exterminenfur  tres  ti 
ediatrix  miniroum   sit 

Sit  igitur 

aequatio 

biquadralica  pr 
•.*  +  pi+(f  =  0 

posita 

et  sit  aequati 

D  eubsidiaria 

»'  + 

ci*+ö:+«+9  = 

=  0=B 

post  explosam  litteram 

1 

I  erit 
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-3p 


y 


+6a*—  9/Mi 


3^ 


=  0=C. 


+4a»-9pa«+6p«fl 
+  3p6c  +  45^6  y*  +4yc*a  +  6j96ca 

— iycV^ — 3p*c6 
— ^pqb-\riq^c 
+ j9*c' + j^yc*  —  p^ 

+  a*  — 3/7a»+3/?«a« 
+  a^c^a«  +  Aqba^  +  3/>6ca> 
+ pqd'^  a — 3p^6ea  —  p^a 
+ p*c'a  —  49^6^00 + 4^*ca 
~  6pqba  —pb^a 
+  96* + 3/>9c6a + 2qH^ 
^pqbc^  —  4^*c*6  +  p^qb 
+  q^c^-'Pq^c+q^ 

Ad  extermiDaDdum  omnes  tres  terminos  intermedios  hujus  aequa- 
tionis  Cs  post  calculos  rite  subductos  nemo  non  videt  requiri  ut  sit 

l:ni05  a  =  3t» 

2:do,  2ipbc+  16^c«+ 32y6  —3p«  =  0  =  £, 

3:tio,  — 2p6»  -  %6ac+2j»V-3p^c+4p9c«— 6py6 

+8yac+p»  =  0=F. 

Qaod   si  aequationibus  E  et  F  exterminetur   6    exoritur    haec 
aequatio 


+  24p' 
6.l6pq^ 


+  7.2ip^q 
-8.16*^« 


+945.16p»9 
+400.32py* 

+  7.32p  V 
— 27^»^ 


+  540. 24p  Vc* 
+  180.24pe 

+  500. 32p  V 

+  15.32.36^ap* 
+  4.32^» 


.3 


»a 


=:0=s=6\ 


Qoae  aequatio  G  est  sextae  dignitatis.  Est  quidem  veram^  potuisse 
litterani  Ä  retineri  exterminando  ex  aequationibus  E  et  F  litteram 


c:  Vecumeuinicero  nee  in  hoc  caem  exoritui  quaedani  aequatio 
ininons  cujusdani  ilignitatis.  Credi  forsitan  polest  beic  non  adesse 
nisi  apeciem  quandam  sestae  dignjtatis,  revera  autem  sub  hsc 
rorma  latere  aequationem  quandam  minoriä  dignitatis,  inprimis 
cum  yix  intelligatur  quooiodo  espressio  radicis  aequationis  biqua- 
dralicae  contineri  possit  expressiniiem  radicis  aeqnalionis  sextae 
dignitalis.  Quicquid  autem  sU,  ad  expellendos  omuee  iu  aeqna- 
tione  biquadralica  terminos  Iiitermedios  videtur  opas  esse  resahi- 
tionem  uequationis  sextae  dignitatis.  Est  baec  difticultas  eadem, 
quam  antea  in  §  8  commemoravimus,  cui  aulem  tollendae  eadem 
non  ourScit  medicina,  ac  quae  in  loco  cltato  adbibita  fuerit  Uanc 
auteoi  diHiuul latent  in  exletminandifi  cujusdam  aequationis  trihna 
lerminis  baud  seniper  esse  invincibilem    inrta  videbimus. 


I 


§.  X. 
Sit  aequatio  proposita 

in  qua  exulat  et  2idD8  et  3:lius  terminos. 
Sit  aequatio  subsidiaria 

Exlerminelur  iiltera  t  erit 

-49+5ar     +29c*+Srcrf— 3;>»c 

+  69*— 4;>r+%9d  +3p'd* 
—  12pda— le^a+lOfl' 
—pb*-igb*€—5rb'd+3i>*b*-^^bca  +  129bda 
—5rbc'^ZpV>cd+-2pgbc—5pqb(P^l5Tba 
+  pr_t!,a.6d_llr9— 3p». 6+656*«  + ISrcdu 

+  49'  — 'pr.ceP— -iyr+S/j'.cd— 12pi-o+15p9rffl 
+  2;>«9+5r*.c-j>»+3r7.d'  +  9p*»/*a 
— «p'+Sr'.rf*— p?»  +  rp«.  d  -  ISpdo» 
+  p*— 49»+8'P7+ lOo'— 2450* 

In  qua  aequaäone  C  praelermittantuT  Situs  et  ßihis  teriuiDas.  com  I 


y' +&<;:= 
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de  illis  noDdum  qnaeratar:  Sed  in  extermiDando  terminum  2:dnni, 
tertiam  et  qaartum  videt  quilibet  oportere 


=  0  =  £ 


Wo     15/76C+  20^6rf+25r6 + 10^c«+  25rcrf—  15p«c 

—  3p«€««  —  23py  rf  -  2^« — 20rp 

nee  non  tertio  oportere  coäfficientem  quarti  termini  etiam  esse 
aeqaaiem  nibilo^  quae  aequatio  apelletur  F, 

Qaod  si  in  hac  aequatione  F  in  locnm  ra  a  ponatur  ejas  valor 

— z — -»  nemo  non  yidet,  litteras  6,  c  et  d  per  banc  substitu- 

tionem  band  evebi  ad  majorem  dignitatis  gradura  ac  antea.  Ubi 
antem  ex  aequationibus  £  et  jP  exterminetur  sive  b,  sive  c  sive 
d  non  potest  non  exoriri  aequatio  quaedam  sextae  dignitatis,  quae 
forsitan  nee  banc  formara  mentitur,  nee  ad  minorem  gradum  ullo 
modo  detrudi  potest.  Attamen  bujus  quantaeeunque  difficultatis 
removendae  quaedam  baud  usque,  adeo  tenuis  spes  ostenditur. 


§.xi. 

Si  in  aequatione  E,  quae  revera  non  est  aliud,  quam  tertius 
terminus  aequationis  C,  in  quo  in   locuni  ts  a  sustitutus  est  ejus 

Talor         ^ — -9  ponatur 

6  =  arf  +  5      nee  non      c=id-{-y 

mutabitur  haec  aequatio  E  in  banc  aequationem 


+  15j9  +  20^.a 
+  25r 


Qaod  si  ponatur 


et 


+  15/>a  +  20^  +  25r.y 
rf«  +15;)  +  20^.J  d 

+25ra-15p«-23py 


^   +10yy« 
+  16^5- 15/?«.  y 
+25rJ:— 2y«— 2fp 


=  0=6?. 


3p«--10y~25r 


=  0. 


\  .ät)i  4«iiUb<»t  ad  ioveaiendam  valores  tmv  i  ei  y  non  opus  esse 
o»o!utioue  cujusUam  alius  aequationis  quam  quae  est  quadratica. 
ba«.i!liiuo  igitur  negotio  detectis  valoribus  zcov  a,  £  et  y  nee  non 
•o«^Lca  subötitutis  io  sua  loca  in  aequatione  G,  non  potest  non 
.'».ino^cere  tota  baec  aequatio  G,  altero  termino  destruente  alte- 
aui,  quo  Sit»  ut  iB  aequatione  C  totus  etiam  evanescat  terminns 
ef(iu8. 

HU  peractis  substituamns  in  termino  quarto  ejusdem  aequa- 
•■njuiü  C  i»  locum  nt  a  ejus  valorera  — -h ^^^   "on    in    locuni 

'4  i'i  eju»  valorem  €td-{-S  quin  etiam  in  locum  ts  c  ejus  valorem 
di-y;  sciiicet  litteris  a,  ^  et  y  ita  determinatis ,  ut  illas  determi- 
iiaaijaj&  es^e  uuper  antea  observatum  est,  non  potest  non  supra^ 
iiictu^  teruiinuä  quartus  abire  in  aequationem  quandam,  in  qua 
iK»a  ui«i  uua  iittera  d  ut  incognita  locum  habet.  Hujus  autero 
lutefiic  d  luaxiuia  dignitas  ut  tertium  gradum  haud  exsuperare 
fioCc^t»  ita  reaolvendo  aequationem  cubieam  patebit,  quinam  valor 
huiv  litterae  oompetere  debeat,  ut  quartus  terminus  aequationis  C 
i'\uui\scut.  Cum  igitur  per  determinationem  r»  a  ei^anuerit  2:dtts 
ivuuiuudt  uec  noQ  per  determinationem  zav  6,  c,  a:,  ^  et  y  evanue- 
ui  ;k(iuai  terminus  et  per  determinationem  denique  ttt  d  evanescat 
(viiuiiuicA  (|uurtus,  constat  hoc  modo  tres  priores  terminos  inter- 
iiii'JiiKs  iik  qualibet  aequatione  quintae  dignitatis  posse  exterroinari. 


Geometrischer    Satz. 

W^iui  a,  A»  c  die  Seiten  eines  Dreiecks  und  a,  ß,  y  die  nach 
JcM  Mittelpunkten  von  a,  b,  c  von  den  gegenüberstehenden  Ecken 
U'.  Uioiovktt  gezogenen  Transversalen  desselben  bezeichnen;  so 
i^\    v\lo  man  leicht  findet: 

aa+Ä«  =  2(y«  +  ic2); 
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ßildet  man  nun  aus  a,  ß,  y  als  Seiten  ein  Dreieck  und  be- 
zeichnet die  nach  den  Mittelpunkten  von  a,  ß,  y  von  den  gegen- 
überstehenden Ecken  dieses  Dreiecks  gezogenen  Transversalen  des- 
selben durch  a',  b\  &\  so  ist  nach  den  vorstehenden  Formeln: 

also,  wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht  findet: 

folglich : 

a*ib*i&  =  aib:c\ 

woraus  sich  ergiebt»  dass  das  mit  den  Seiten   a*y  6',  &  gebildete 
Dreieck  dem  ersten  gegebenen  Dreiecke  ähnlich  ist. 

hi  also  /Sq  ein  Dreieck^  dessen  Seiten  a,  b,  c  sind^  und 
man  bildet  aus  den  von  seinen  Ecken  nach  den  Mittelpunkten  der 
Gegenseiten  gezogenen  Transversalen  ein  neues  Dreieck  z/|,  aus 
denselben  Transversaleu  dieses  Dreiecks  wieder  ein  neues  Dreieck 
^s,  ans  denselben  Transversalen  dieses  Dreiecks  wieder  ein 
neoes  Dreieck  z/s,  u.  s.  w.;   so  sind  sowohl  die  Dreiecke 

als  aacb  die  Dreiecke 

sämmtlich  unter  einander  ähnlich. 
Die  Seiten  der  Dreiecke 

sind  nach  der  Reihe: 

a,  6,  c; 

(|)*.a,    (|)«.6,    (|)«.c; 
u.  s.  w. 

(f)».a,    (J)".6.     (|)«.c; 

und  bezeichnet  man  also  ihre  Perimeter  durch 

P09   P27   P^9  P6>""P^n; 

so  ist: 
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Q.    6.    W. 

;^  =  (|)«.(a+6  +  c) 
oder: 

also: 

=        l,!a       Po  =  Ml-(t)-'^^\po, 

and  folglich,  wenn  man  n  in's  Unendliche  wachsen  lässt: 

Lim  (po  +  P2+PA+  •  •  •  •  +P««)  =  ^Po- 
Mittelst  der  Formel: 


z/o=  V(a  +  6+c)(6+c— a)(c  +  a— 6)(a  +  6— c) 
erhält  man  (iSr  die  Flächenräame 

^09    ^1y    -^4»  ^6»"-"^*» 

unserer  Dreiecke  leicht: 
also: 

und  folglich  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n: 

Lim(^o+-^a+-^4+— •+^2n)=¥^o- 

Zur  Vervollständigung  des  Vorstehenden  muss  noch  hewiesen 
werden,  dass  das  mit  den  Transversalen  a,  ß,  y  des  gegebenen, 
die  Seiten  a,  b,  c  habenden  Dreiecks  beschriebene  Dreieck  immer 
möglich  ist,  welches  bekanntlich  nur  dann  der  Fall  sein  wird, 
wenn  die  Bedingungen 

erfait  sind. 

Cm  nan  zu  beweisen,  dass  die  Bedingung 

M,  erinnere  man  sich,  dass  nach  dem  Obigen: 
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y«  =  i(a«+A«-ic«); 
also 5  wie  man  sogleich  fibersieht: 

und  folglich: 

(«  + 13)*  -  y»  =  I  c»— i  (a«  +  6«)  +  V(6a+ca-ia»)(cHa«--46*) 

ist.     Die  Bedingang 

a+/5>y 

ist  aber  erßillt»  wenn  die  Bedingung 

(a+l3)«>y«    oder    (a  +  /5)a— y«>0, 
also,  nach  dem  Vorhergehenden^  wenn  die  Bedingung 

|c*  —  i(o*+^^)  +  V(6«  +  c« — ia2)(c«  +  a«  ^  i^«)  >  0 , 
oder  wenn  die  Bedingung 

erfSUt  ist.    Weil  aber  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Drei- 
ecks immer 

c«>(a-6)« 

ist,  so  ist    die  vorstehende    Bedingung  offenbar  jederzeit  erfüllt, 
wenn  die  Bedingung 


J(a— 6)«  +  \^{6*+(a-6)*--4a2j|(a-6)*+a2-i6»(^i(a^+6«), 
also,  wie  man  leicht  findet,  wenn  die  Bedingung 

i(a  -  6)«+2V(a— i6)«(6— ia)*  =  J(a«+6«), 
oder  die  Bedingung 

a«_f.  ft«-.fa6+2V(a— i6)2(6--ia)«  ^  0 
erfällt  ist. 

Ffir  a=i6  und  für  6  =  j^a  ist  offenbar: 

a«-|-Ä»-.|aft+2V  (a-46)«(6-ia)«  =  0, 

also  die  obige  Bedingung  erffillt. 
Es  kann  nicht  zugleich 

a<46,      6<4o 
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sein,  weil  hieraus 

folgen  würde  ^  was  ungereimt  ist. 

Für 

a>\b,      b>\a 

ist  das  Product  ir 

(a-46)(6-ia) 

eine  positive  Grösse,  also  die  obige  Bedingung: 

a*+6«— ^a6  +  2(a-i6)(6— ia)  ^  0, 

und  daher  erfüllt,  weil,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  fin 
wirklich 

ist. 

Für 

ist  das  Product 

(a-i6)(6-ia) 

eine  negative  Grösse,  und  also  die  obige  Bedingung: 

««+6«— |a6— 2(a— i6)(6— ia)  ^0, 
oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

2a«+262-5a6^0, 


oder: 


oder: 


Ist  nun 


2(a-6)«-<i6^0, 
2(a—  6)«  ^  ab. 


a>46,      6<ia; 
also  a>26,  so  setze  man 

wo  ^  eine  positive  nicht  verschwindende  Grosse  ist;  dann  ist 

and  folglich: 

2(a— *)«  =  26«  +4Äzf  +  2^, 
a6  =  2ft*-h»^f ; 
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also: 

2(a-ft)2-a6  =  36-^+2^,     2(a-A)«— a6>0 

oder : 

2(a---A)«>a6, 

wie  es  seio  soll.    Ist  ferner 

aJso  6  >  2a,  so  setze  man: 

6  =  2a  +  ^, 

wo   2/  wieder    eine    positive   nicht   verschwindende   Grösse  ist; 

dann  ist: 

a  —  6  =  — a  — ^, 

und  folglich: 

2(a — 6)2  =  2a2  +  4a2/  +  2^, 

a6=zi2a*  +  a^; 
also: 

2(a  -  6)2  —  a6  =  3a^  +  2^/*,     2(a— 6)«—  o6  >  0 

oder: 

2(a— 6)2>a6, 

wie  es  sein  soll. 

Hierdarch  ist  also  analytisch  gezeigt,  dass  die  Bedingung 

jederzeit  erfüllt  ist,  und  ganz  eben  so  überzeugt  man  sich  natür- 
lich von  der  Richtigkeit  der  Bedingungen 

ß-\ry>a,      y-{'a>ß; 

80  dass  also  mit  den  Transversalen  a,  ß,  y  als  Seiten  immer  ein 
Dreieck  constroirt  werden  kann,  wie  behauptet  wurde. 

OasVorstehende  ist  dem  wesentlichen  ersten  Theile  nach  aus  einem 
Aufsätze  des  Herrn  GaetanoRecchia  in  dem  neuen  trefflichen 
Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti  delle 
CDiversitä  italiane,  pubblicato  per  cura  dei  Profes- 
SMi  G.  Battaglini,  V.  Janni  eN.  Trudi.  Anno  1.  Aprile 
1863.  p.  127.,  auf  welches  wir  unsere  Leser  hier  wiederholt  drin- 
gend aufmerksam  machen,  entlehnt.  Eine  synthetische  geome- 
trische Darstellung  von  Herrn  Luigi  Ralola  findet  sich  an  dem- 
aeJben  Orte  p.  126. 

Der  Satz  selbst  ist  übrigens  aus  den  Nouvelies  Annales 
<leHath^matiques.    Fävrier  1863.  entlehnt. 

Grunert. 


11» 


ntaeeUen. 


(xeometrisclier  Ort  der  Mittelpankte  aller  durclk  densellMm 
Pnnkt  gehenden  Sehnen  esier  Ellipse. 

Die  Gleichiiiif;  der  Ellipse  sei  wie  gewohniich 

(0" +©■=•• 

uud  \fg)  dei  der  Poukt,    durch    weichen  alle  Sehnen  deraelhen 
;^ezofi:eu  sind,    für  deren  Mittel punlcte  der  geometrische  Ort  he-  / 
j«tinuut  werden  soiL     Die  Gleichnog  jeder  dieser  Sehoen  hat  Ae  \ 
Form : 

und  bezeichneo  nun  u,  r  die  CoordiDaten  der  DnrchschniHnpiinhts 
dieser  Sehoe  mit  der  Ellipse;  so  hat  man  zn  deren  Bestlnunnng   . 
•lie  Gleichnngen: 

Also  ist 

find  zur  Bestimmuu^  vod  a  hat  mau  folglich  die  Gfieichni^: 


i)der : 


tolgiich : 


U  ^\ — 6 — >=* 

i  a  5    +  \  5  ]  =*• 


a^^^o^-z^-^KÄ+Ä^-^^-s-^ 


oder : 


a+^a 


a«"*"  Ä« 


aa+6» 


Dorch  AnfloAnnii;  dieser  Gleiehang  erhält  man,   wenn  der 
wegen 


*M.  Mogleicb 


\ 
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und  folglich  ferner  Dach  dem  Obigen: 

also  : 

**~^~1 3ä±^>    «'=^  —  '^7 -^±AM. 

Beself^net  man  nun    den  Mittelpunkt  der  Sehne    durch    (AF); 
so  ist  liieroach  offenbar: 

r. 

!     oder : 

S  I.f^  /.4z 


folglich : 


a«"*"  6*  a«"*"  6« 


QBd  daher  die  gesuchte  Gleichung  des  Orts  nach  Vorstehendem : 

f-^=l      \   (g-JX 

oder: 

also  offenbar: 

Diese  Gleichung  kann  man  unter  der  folgenden  Form  schreiben: 


.,(,;l=(ev(l 


aiRo  uoter  der  Form ; 


der  Form: 

r-i^)".(^'T=(£)'<s)"- 


oder  UDter  der  Form 


oder  unter  der  Form: 

(^O"+(^O"=(0+(i)' 

Legt  man  nun  durch  den  durch  die  Coordinaten  \ 
stimmten  Punkt  ein  neues,  dem  primitiven  Systeme  paralleles  C 
dinatensystem  der  Ä'F,  HO  ist:  X=if^X',  Yz^\g-^T'; 
X—\f=X'.    ¥—\{f=Y';    folglich  die  Gleichung  des  C 

oder  ; 

Der  Ort   ist  also  eine   durch   das  Vorhergehende  vol 
bestimmte  Ellipse. 

Einen  besonderen  Fall  dieses  Satzes,  nenn  die  Sehnei!^ 
die  Brennpunkte  gelegt  sind,  hat  Hr.  Dr.  G.  F.  W.  Bahr  in  Gr 
ningen  angegeben  in  der  Abhandlung:  Moyenne  des  rayoi 
vecleurs  d  une  elüpse  (Les  Mondes  etc.  30.  Juill^t  180; 
p.  4.,  und  durch  diese  BemerkuDg  bin  ich  zu  der  obigen  Mitfti 
lung  veranlasst  worden.  Grunert. 


Fehler  in  Schrtin's  siebenstelligen  Logarithnientafeii 

So.  T.  Tal.  HL  S.  76.  log.nnt.  1,0009  matt  0,00089  95952  42836  0 

lies  U,O0OS9  95953  42836  I. 

S*  B.  Tnf.  n.  8,  236.  Difier.  iwiaphan  log. lang.  5"  29'  lö"  und  20" 

Statt  2119  lies  2212.  , 
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UHeri:    Nene  aimlf/t.  Behnndi.  de»  Kr  tue!,  tUr  neunPuntte.l 


pH«ae  analytische   Behandlang  des   Kreises   der  neati4 
Punkte. 


6-  1- 

frVreis,  und  allgemeiuer  der  Kegelschnitt,  der  neun  PtirMe 
AoQ  üfler  nach  verschiedenen  Alethaden  behandelt  worden: 
iteiner,  Terquem,  Hamilton,  Hart,  Salmon,  Casey, 
^et  u.  A, ;  iosheaontlere  ist  dies  aber  neuerlichst  geschehen 
1  schönen  Aursätzen  der  Herren  N.  Trudi  und  Eugenia 
die  sieh  in  dem  Giornale  di  Matematiche  ad 
Vegli  studenti  delle  universltä  italiane,  welches  ich 
'^uern  des  Archivs  und  namentlich  allenLehrern  derlVIatbe- 
,  hüberen  ünterrichtsanstalten  auch  bei  dieser  Gelegen- 
^icht  dringend  genug  zur  sorgfältigsten  Beachtung  empTehlen 
f  unter  folgenden  Titeln  finden: 


alci 


opriet 


del   < 


chio   de'  no 


Nota  diiN.  ' 
ItaUe  coniche  di  nove  pun<i.    Nota  di  Eugenio  Bel- 

Aprile  1863.  p.  109. 
|Tenn  ich  iu  dieser  Abhandlnng  zunächst  insbesondere  den  ^ 
Isder  neun  Piinkteeiner  neuen  analytischen  Behandlung unter- 
>  geschieht  dies  theiU  der  näheren  analytischen  Bestim- 
ilDg  dieses  Kreises  und  mancher  vielleicht  neuer  oder  noch 
■!eht  bestimmt  genug  hervorgehobener  Eigenschaften  desselben 
,  theils  aber  auch  deshalb,  um  ein  neues  Beispiel  zu  geben 
ISt  die  zur  Behandlung  vieler  Aufgaben  mir  sehr  zweckmässig 
scheinende  Methode,  nach  welcher  ich  in  der  Abhandlung  Theil 
gXVl.  Nr.  XVUh  die  Entfernungen  der  nierbvürdigen  Punkte 
(ULL 


^ 


?  aitali/lische  Sekundlüiis 


auf  fo^ey* 


I 


des  Dreiecks  von  einander  unlersucht,   und  in   der   darauf  fo^^ 
den  Abhandlung  verschiedene  Eigenschaften  der  dreiseitige»  Py-" 
ramide  entwickelt  habe. 


Wir  denken  uns  ein  Dreieck  ABC,  dessen  Seiten  unn 
kel  wir  wie  gewöhnlich  diircli  «,  U,  c  und  A,  B,  C  bezei<^ 
der  Halbmesser  des  um  dieses  Dreieck  besehriebcnen 
werde  durch  ß  bezeichnet.  Ganz  wie  in  der  angeführten  ib* 
handlung  über  die  Entfernungen  der  merkwürdigen  Punkte  des 
Dreiecks  van  einander,  auf  die  wir  uns  hier  überhaupt  beziehen, 
nehmen  wir  den  Puuitt  A  als  Anfang  und  die  Seite  AB  als  den 
positiven  Theil  der  Äxe  der  a:  eines  rechtwinkligen  Coordluaten- 
aystema  der  .rtf  an,  in  welclieni  der  positive  Theil  der  Ase  der 
y  auf  der  Seite  von  AB  genommen  wird,  auf  welcher  der  Punkt 
C  liegt.  Unter  diesen  Voraussetzungen  sind,  wie  in  der  ange-i 
führten  Abhandlung  gezeigt  worden  ist,  die  Coordinaten  der  <) 
Punkte  A,  B,  C  respeclive: 

1)       0,0;    2ßsinC,  0;     aßcosi^sinß,  2y^8in^sinß;■l 

und  die  Gbicliungcn  der  Seiten  a,  b,  e  sind  besieh uhgävtfl 

j    3,  =  -tangß(:r-2RsinC). 

■^) I    y=       tang^.a;. 


Die  Cnordinalen   der  Mittelpunkte   der   Seiten 
nach  der  Reihe: 


a.  b. 


[R{cMAa\aB-\-s\ 
R  cos  A  si 


fisin^sinif ; 
ßstn^sinfi; 


Durch  die  Mittelpunkte  der  drei  Seiten  legen  wir  einen  Krt 
und  bezeichnen   den  Mittelpunkt  und  Halbmesser  dieses  Kreises 
respective  durch  (uf)  und  ^,    dessen  Gleichung  also  durch: 

■») (^-«)"  +  (y-t))''=P^ 

dann  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Grössen  k,  o  und  p  nach  3) 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

!«-fi(cöa.^sinB  +  8inC)l'ä  +  (o-ßsinvlsinß)'': 


J 


dt»  A'reisen  der  neun  Punkte. 
(K  -  ff  cos  .<  sin  £)»  +  (»  — «Bin  i4emß)a=pa, 

9'  =  2ff  |u(cos/femB-f-6iDC)-f  v8:mAsmB\ 

—  ff*i(cos^8iDß  +  8tnC)a  +  sin^*6inß*;. 
i?+t>*-p«  =  2fl(«cos,4sinß+nBin^8irß)  — fi«8iüB«. 

norat»  sieb    zur   Bestimmung    rler   Coordinaten    u,  v    die    beiden 
Cldchoogen : 


3B!mC-ffs 


iCa  = 


«(CO 


B+6inC)  +  i.'sic^sini?[ 
—  fi(8iQB''  +  sin6'"  +  2cos^8inBBinC), 
^BiDC'-ÄsinC*  =  2CMco8^sinß-fcsiii-JsiiiB)  — ßsinß» 
eigfliwii,  die  man  ferner  leicht  auf  die  foigende  Form  bringt: 
ß[8inB+2cos^sinC)=2(acr>Si4  +  rsin^), 
fi(sinÄ»— sinC»)  =  2|«(cos^sinÄ— sinO+eBin-^sinßl; 
oder,  nenn  man  der  Kürze  wegen 

seht,  aaf  die  Form : 

Ä(sinfi  +  2co8j4sinC)  =  K'cos^  +  n'sin-^.. 

Ä(fflnB*— siiiC')=a'Ccos^sinß  — 8inO  +  p'sin^lsinß. 

Beslimmt  man  aber  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  doppel- 
Im  Coordinaten  w',  c'  des  Mittelpunkts  unseres  Kreises,  so  er- 
hält inaa  mit  Rücksicht  auT  die  Gleichung 

sinC  =  8in(^  +  ß) 

BKh  leichter  Rechnung : 

1   u'  =  2i(=ß(2coSiJsinß  +  sinC), 

'  ■  '   '    [   B'  =  2p=ßcosM-ß). 


I  Obigen  ist: 

u  man  die  VVerthe  Ton  u',v'  aus  5}  einführt  und  vFieder 
.i>iC  =  .in(/l+B) 
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setzt : 

folglich : 

6).   .   . P  =  iß, 

so  dass  also  der  Halbmesser  des  durch  die  Mittelpunkte  der  Sei- 
ten des  Dreiecks  beschriebenen  Kreises  die  Hälfte  des  Halbmefi^- 
sers  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises  ist 

Die   Gleichung  des   durch   die   Mittelpunkte   der   Seiten  de^ 
Dreiecks  gehenden  Kreises  ist: 

7) 
{ar— iÄ(2cosi4sinß+sinC)l«  +  {.v— iÄcos(J  — ß))«=JÄ«, 

oder: 

8) 

{2a:  — Ä(2cosi4sinÄ  +  sinC)12  +  {2y— ßcos(i4— 1?))«= /P. 
Wie  man  sogleich  übersieht^  kann  man  auch 

(    M'=2t«  =  Ä{sin(^  — ß)  +  4cos^sinÄ), 

9).   . 

(    t>'=2»  =  Äcos(^  — B) 

setzen,  und  die  Gleichung  des  Kreises  auf  folgende  Art  ausdrucken  r 

10) 

{2;i:— Ä[sin(il-.Ä)  +  4cos^sinß]12  +  {2y— ßcos(24— ^|2=ß«. 


§.3. 

Die  Gleichungen  der  auf  den  Seiten  a^  b,  c  senkrecht  ste- 
henden Hüben  des  Dreiecks  ABC  sind  nach  den  Ergebnissen  der 
angeführten  Abhandlung: 

y  =       cotÄ.ar, 

11) ^    2(  =  — cot^(a:— 2ßsinC), 

07=       21i^cos^sinjß. 

Bestimmt  man  nun  mittelst  der  Gleichungen  2)  und  11)  auf  be- 
kannte Weise  die  Durchschnittspunkte  der  Seiten  und  der  ent- 
sprechenden Höhen;  so  findet  man  leicht  für  die  Coordinaten  der 
Fusspunkte  der  Hohen  die  folgenden  Ausdrucke : 


I  Funkte. 


2Wcos^*sinC,     2fisin^cosJsinC; 
'  SficoßJsinß,      0. 

r  man    diese    Ausdrücke    nach    und    nach    für  x,  y    in    die 

\ fikichungeo  8)  oder  10)  ein,  so  fiodct  man  durch  eine  keiner 
Scbwierigkeit  anlerliegenden  Rechnung  mitlelfit  einiger  ganx  ein-  I 
Ükcben  Relationen,  dass  dieselben  durch  die  vorstehenden  Coor- 
dinaten  der  Fusepunkte  der  Hohen  jederzeit  befriedigt  werden, 
woraus  sich  also  ergieUt,  dass  der  durch  die  IV1ittel|iuDkte  der 
S«lten  gehende  Kreis  immer  auch  durch  die  Fusspunkte  der  drei 
UüliGn  gehl,  folglich  die  Mittelpunkte  der  Hüben  und  die  Fus8- 
]Uinlite  der  H<'>hen  immer  in  demselben,  durch  die  Gleichungen  8) 
oder  10)  bestimmten  Kreise  liej^en. 

Wenn  das  Dreieck  ABC  recbtvrlnklig  ist,  so  giebt  es  nur 
»tei  Passpunkte  der  Hliben,  und  durch  die  Fusspunkte  der  drei 
Rohen  trird  also  ein  Kreii^  nicht  vollkommen  bestimmt.  Wenn  in 
diesem  Falle  etwa  C=90'',  also  auch  iJ  +  ß^OO",  und  folglich 
J-ß=2J  — 90»  ist,    so  ist: 


8inß  =  cosJ,     siiiC=:I,     cos(^-fi)  =  si 
aien  nach  5) : 
13).  .    ,    .    2M  =  ffCl  +  2cos^=),     2p=ßsin2^ 


i2^: 


M).  .   .    .     nz=R(\-\-Uos^A),    ?i=:ißsin2A 
Weil  nacb  der  angeführten  Äbbandlaug  bekanntlich  : 


«=K(l  +  ^)=ä(l+^ 


ab 
'1c' 


2^0'TP' 


ISb  ermatrt: 


nfkbfteti  Atihandlang  siud  (Ite 
I  DwckscknitUponkts    der  drCl 


ItdfifclB  iet  CeradeD,   welche  ü 
\  A,  B,  C  TcrliiBdeii,  sind   nacb  1) 


iÜtmmAämB,     BcmAo^B-, 
B^f^AmmB^äaC),    Rc»sAmsB-, 
iRomA^mB.    Rc9s{A—B). 

FttK  ■■■  das*  Am* Witt  fv  x.  y  in  die  GleicbuDgeii  8)  od» 
Hk  •*>.  ••  faltet  ■■*.  4ae>  diesdlMii  erfallt  nerden ,  woraus  a~ ' 
€>gkifct.  fa«  Aer  dMtfc  dfe  aiiUdfwakte  der  Seiten  und  die  Fuf 
fMka>  Aer  4nt  Hs^m  gefce»^  Kms  'nBmer  auch  durch  die  MiW 
lil^wfctE  4m  COT*f  gehl,  welefe  den  «emeiuscbafilichen  Unrcb^ 
I  sie  den  Spitzen  d«s  Dreiecks  verbinde« 
:  Mittelpunkte  der  drei  Seiten,  iSA 
I  Hsd  die  MitlelpuDkle  der  den  geraeilK 
ikt  der  Hüben  mit  den  Spitzen  < 
Urciecfc»  TcrUndeiHfeii  drei  Gerade»  gebenden  Kreie  den  Kr«!* 
der  ne«a  Pnnkle  genannt  hat. 


Die  roordinaten  des  gemeinschalUicheD  DurchschnittspunU 
der  drei  Hüben  »nd  nach  dem  vorhergebendeu  Paragraphen: 

-IBcosAsmB.    iRcosAcosB; 

und  die  Coordinalen  des  Mittelpunkts  des  um  dag  gegebene  Dra 
eck  beschriebenen  Kreises  sind  nacb  der  angeliibrten  Abhandln) 


Abo  sind 

iR(8inC+9cosj4fiinß),    iR(,iioBC+'2cosAcos£ 

die  Coordinaten  des  Hittelpunktis  der  den  gemeinschafllicbei 
vchnitt^punkt  der  drei  Hüben  mit  dem  IVlillclpunkte  de«  \ 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  verbindenden  GermloTj.  Km 


iüJ 


des  Kreises  iler  neun  Punkte. 

sr+2coaJcoaß=-cosC.4  +  ß)  +  2cos,lcosB 
=  cos4cosÄ  +  sinJstnB=:cos{J— Ä), 
i  obigen  Coordioaten  stnd  daher: 

JR(3cosJ8iii/if+sinC),     ißcoß{J  — ß); 
peb  u,  c  nach  5),  norauG  sich  in  Verbindung  mit  dem  i 

n  Paragraphen  Beiviesenen  Her  folgende  Salz  ergiebt: 

■  Der  Miltelpunkt    des   Kreises   der    neun   Punkte   i 
'  tfVr  Mittelpunkt    der     den    geDieinschafllicheii    Dnrc 
Ichniltspunkt    der    drei    Hühen   mit    dem    Mittelpunkte 
ilesum  da»  Dreieck  hescliriebenen  Kreises  verbinden- 
«len  Geraden,    und   sein  Halbmesser  ist  die  HätTte  des 
IfilbmttEsers  des  um  dasDreieck  bescbriebenen  Kreises. 


%.  (1. 

I  der  eiDgeröhrlen  Abhandlung  (§.  6.)  sind  die  Entrernungei 

leinechaftlichen    Uarchschniltspuiikts   der   drei  Hüben  voi 

telptinkten  der  Susseren  Beruhrungskreise  der  Kürze  »egen 

flresonders  entivickelt  worden;  da  jedoch  diese  Entiricketung 

n  schtvierigeren  gehört,   so  wallen  ivir  dieselbe  jel/t   nach- 

I,  indem  »rir  die  Entfernungen  des  genieinscliaftlichen  Durch- 

[tspunkts    der    drei  Uühen    von    den   Mittelpunkten   der  über 

b,  c  liegenden   nnsseren    Beriiljrungsk reise  respec- 

lutcfa   Da' ,  Di',  De'  bezeicImeD. 

^ach  9.3.  I),  12),  13),  14)   der   angefilijrten  Abhandlung   ist 
in   man  für  .-),  B,  C    als   Anfangspunlite  nach  und 


1 


ffie  Seiten  AB, 

BC, 

CA  all 

Abieiaaeaaien 

*•¥ 

=     (cos^ 

inß— 2 

0.4^  CO 

äßeo 

HC)' 

+  (co3^cosB— 2 

Biüi^ea 

iBce,iC)>, 

''■■^r 

=     ( 

oaS 

inC-2 

iiii/lsin 

äßco 

iO» 

+  ( 

08  B 

co.C+2 

.inUco 

SBcosiO« 

^■^^ 

=     ( 

osCBmA+'lsiniAcos 

iB.h 

iC)' 

+  (<rosCcos-4-2 

.ini/lco.äBco 

•  iC)' 

wenn  mal 

,|«ad 

rirt   u 

nd  die  Gleichung 

cn  dan 
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|.-~-=      C08i4*+COSÄ*+CO8C* 


+  4(co8iÄ«co8iC«+cosiC«sini/l*+8ini/l*co8iÄ«) 
— 4  cos  ^8111^.  cos  ^^  cos  9^  cos  4C 
— 4  cos  B  sin  C.^in\Ä  sin  \B  cos  \  C 
-f4cosCsin^.sin^^cos9SsiniC 
— 4  cos  A  cos  ^ .  sin  lA  cos  iß  cos  iC 
-f  4cosßcosC.6iDiJcos4ßcos4C 
— 4cosCcos2i.sini2lco8ißcosiC« 

folglich  nach  ganz  bekannten  Relationen  und  nach  Rel.  I.,  IL,  IV. 
der  angeführten  Abhandlung: 

1.-^=     cos  A^  +  cos  B^  +  cos  C^ 
+  (l  +  cosÄ)(l  +  cosC) 
+  (l+cosC)(l  — cosJ) 
+  (1  — cosJ)(l+cosiB) 
-~  cos  A  sin  B  (sin  A  +  sin  ß  -f  sin  C) 
— cos  ßsin  C(sin  A-i-sinB  —  sin  C) 
+  cos  Csin  A  (sin  ^i  —  sin  1^  -f  s»n  C) 
— cos  A  cos  ß  (1  —  cos  A  +  cos  iB  +  cos  C) 
+  cosiScos  C(l — C0S2I  +  cosß  +  cos  C) 
—  cos  Ccos  2^(1 — cos^-fcosß-fcfsC), 

woraus  man  nach  gehöriger  Entvrickelung  mittelst  ganz  einfacher 
Relationen  sogleich  erhält: 

|.— 2"=     3+cosJ«  +  cosB«+cosC« 

+  3(— cos^  +  cosß  +  cosC) 

—  (cos^sin  ßsin  C+  sin  ^cosßsin  C-f  sin  Jsin  B  cos  C) 

— 3  (cos  ^  cos  ß — cosßcosC-fcosCcos^) 

— 3  cos  A  cos  B  cos  C, 

nach  Rel.  V.^  VI.^  VII.  offenbar: 
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i.-pj-=l — 2cos^cos^cosC 

+  (— •  cos^  +  cos  ^  cos  C) 

— (cos  A  cos  B  —  cos  B  cos  C+  cos  Ccos  Ä). 

Es  ist  aber: 

2  (cos  Ä  cos  B — cos  B  cos  C  -f  cos  Ccos  A) 
=  —  (— cos  J  -fcosS  -f  cos  C)«  +  (cos  J2+  cosÄ«+  cos  C«), 

also  nach  Ret.  IV.,  V.: 

cos^cos^ — cos^cosC+cosCcos  J 
==4sini^cosii?coftiC  — Ssin^^^cos^ß^eos^C^ 

—  cos  A  cos  B  cos  C, 
und  folglich,  wenn  man  wieder  zugleich  Rel.  IV.  anwendet: 

Da'* 

J .  -j^  =  8  sin  \A^  cos  \B^  cos  JC*  —  cos  /i  cos  B  cos  C, 
oder: 

17)  />a'»=4(8sini^2cos4ß2co8iC*-cosJcosi?cosC)ß«. 
Nach  §.  3. 11)  der  angeführten  Abhandlung  ist  also : 

18)  .   .   .   .   /)a'«  =  2(ra*— 2ß«cos^cosBcosC), 

und  daher  Oberhaupt: 

/)'«  =2(r2  -2ß2cos^cosÄcosC), 

Z>a'a=2(ra*— 2/22COS  A cosÄ cos  C) , 

^®^'   '   '    ^    l>6'«=:2(n2-2ß«cosJcosÄcosC), 

/)c'«=2(rc2— 2/2«cos  Jcos^cos  C) ; 

wobei  die  angeführte  Abhandlung  §.  6.  2)  zu  vergleichen  ist 

§.  7. 

In  der  angeführten  Abhandlung  ist  die  Entfernung  des  Durch- 
s^nittspunkts  der  drei  Hohen  von  dem  Mittelpunkte  des  um  das 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  durch  D  bezeichnet,  und  für  diese 
Entfernung  der  Ausdruck: 

Z>»  =  (1 «  8cos  Jcos  ^cos  C)Ä* 


I  VI 


tirnimri      ^et*e  aiuilifiücit*  It^'uutUu/^it 


iM^luiidiMi  worden.     Ferner  «ind  dort  rti«i  Eiiiti^mmaee    le«   ilord^ 
iM  lititltii|iiiiikU  d«r  drei  Hohen  ond  «te?»  Wit^ninuas-  iMir  im. 
Hrtiimrk  liifNciiriebeiifiii  Kreif^en  ▼'»n  «fem  Sitten unufeze-  lear  iv. 
llroiiM'k   lii«iirhri«lieiien  Kreide«   reiif«»i*riv'»    iiirm    V'    md  II 
«oirhntfl.  und  Iflr  diene  V.nXhninhz^n^  <Ait  X.UHiriü.iwe'^ 

ijt»iitiitl«^M  \iordi*n.  lioKeicbnen  ^'^ir  s  ul  du  Liiti'Tninrt^  (tm, 
ivlpnnkl«  dl*«  KrrUcM  der  neun  PoiiHt  ^in  iifm  ^ttefpnnfalft  <&■ 
in  iU«  l>rf»lftrk  lieMrhrlehenen  Kr«iM!#>  c^umh.  ^  .  sfi  »r  tukA  &•- 
k  Ann  Ion  Kl0mi«it(nrNlil/,en,  weil,  itj4*  uk*0i>  iif^v^ifinsi  ^%iiiÜBa  a^ 
fUi  MHff*l)Hutkf  df*pi  Kreide»  der  ii^^ti  Pinikif  nir  ium  IDktedfniftte! 
diM  d^n  llun>liarlini(tii|innkt  d«;r  drei  H\iAit:i.  nir  lem  HiitBl^imiAe 
tli*«  \\\\\  dfl«  llrol^rk  lie«f.'bri ebenem  Kr-tsiKfi»  '^'{sriiniiiHiiiiaT 
•li>n  7n«fimm0nrilllf ,   nfleribar; 

:tU<t  iinrh  dpin  (Md^mi: 


_  I 


tfr« 


r.*«^.r«— Är+ J«» 


r.*«  =  (r— 4«;«. 


\)rh  dorn  ^««ihi>r|tf«ht*iidc!n  Paragraphen  ond  der  aogt 
\»»lM»N,M««ist  hrth^Hi  \0r  IVrnrr  die  Formeln: 

/>,»'♦  :-=\?(t,t«  •  aÄ«coiii4co8Äco»C), 

n.*        Will»  Itfr«): 

ui.^i    h<'^.ouh>MM«    \\i)    nun   dio    Fiitfernun^    des    Mittelponkte 
KuM>i\s  do\  )t«^im  ISinkt^  von  dorn  Mittelpunkte  des  über  der 

ku-^(luuh«  tiou  äu^^^oton  Horrthrunjür»krei«es  durch  G«;  so  ist 

»    iliuluJu'    \\\  uio  \»Mhrr: 

'  •■  ^  dem  i^biuon 


\ 
Nr: 


rfes  h'retses  lier  tiiuiri  PimliU. 


—  {J-4cos^cosßct 


(ia^  =  Ta*\  RraWR'^, 


I  i«t  also  überhaupt: 

C*  =(r-äß)», 


G'  =val.al)s.(r-äft), 
G.=r„  +  Jff, 
G6^n+  Jß, 

i  nach  dem  Obigen  beltannllich  der  Ualhmeescr  des 
neun  Punkte  die  Hälfte  des  Ualbmesi^ers  des  um  das 
[  beschriebenen  Kreises  ist,  so  ergiebt  sich  aus  den  vor- 
iden  Gleichungen  offenbar  der  folgende  Satz: 


Ztrischen  dem  Kre' 
Idns  Dreieck  beschrieb 
■BerBlirung  Statt;  dage 
üeBn    Punkte   die   drei 


der  neun  Punkte  und  de 
en  Kreise  findet  eine  in 
i  werden  von  dem  Kreise 
seren    BerQhruiiirskreige 


h  der   angeführten    Abhaiidlang    sind    die    Entfernungen    des 

Aschnitlspunkts  der  Hüben  und  des  MJtfetpuukts  des  um  das 

wt«ck   beschriebenen  Kreiees  von  dem  Schwerpunkte  des  Dre!- 

I  resfiective  durcb  D"  und  C  bezeichnet,  und  es  sind  für  diese 

»'CMfcmungen  die  folgenden  Ausdrücke  gefunden  «orden: 


/>"i'=J(|— ficos^c, 


■aOR"". 
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10).   .  .   . 


t^  =  ±g(g—2R8inA8\oB); 
also  ist  nach  der  dritten  (ileichang: 


2ÄsinC= 


c^w^        A  '    w%     oto  — 2Äsin-48inJB)tanffJ 

2/ccos  JsinxFtaog^i — g 

^ZRsmAsmB  —  g 
=  2/2  cos  ^  sin  ß  -f  ^  tang  Ä , 


folglich : 


^tang^=:2/2(sinC— co8^sinJS)  =  2i?sin^cos^, 
«od  daher: 

11).    . <7  =  2ißcos^cosiS. 

Abo  ist  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  10): 
t*  :^  Jt:  ^^  cos  Ä  cos  B  (cos  A  cos  B'-smÄ  sin  ^) 

=  J:  412*  cos  ^  cos  ^  cos  ( J  +  ^)  =  T  4/2*  cos  ^i  cos  ^cos  C, 

Mglieh  : 

12) t  =  2/2  V  +  cos  J  cos  ^  cos  C. 

ler  hat  man  jetzt  für  f,  g»  t  die  folgenden  Ausdrücke : 

!/*=  2/2cos^sini?, 
^  =  2Äcos^cosl?, 
r  =  2/2  V  T  cos  ^  cos  Ä  cos  C 

Wir  müssen  nun  untersuchen,   ob  durch  diese  Werthe  auch 
irste    zvfeite  und  vierte  Gleichung  erfüllt  werden. 

Die   vierte  Gleichung  wird  nach  10>: 

gig  —  2/2  sin  A  sin  ^) 
O^S^    'IBein A sin B'-g    ' 


oienbar 


iJef^ 


tiB^' 


fri^ 


0=:g  —  9^^> 

^r/^r  derlich. 


^V^^"" 


/r^ 


iri^ 


10 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  Kreises   \ 
der  neun  Punkte  von  dem  Schwerpunkte  durch  H^  so  ist:  , 

woraus  sich  mittelst  des  Obigen  sogleich : 

24)  .   .   .   .     //2^ji^(i_8cosJcos^cosC)Ä«, 
und  folglich,   wie  man  leicht  findet:  j 

25) Ä^==JZ>  =  JiD''=il!) 

ergiebt. 

Es   würden  sich  noch  manche  andere  Untersuchungen   fiber 
den  Kreis  der  neun  Punkte  anstellen  lassen ,    was  aber  nach  der 
durch  das  Obige  vollständig  erläuterten  A|ethode  keiner  Scbwie*  < 
rigkeit  unterliegt,  und  daher  hier  einer  weiteren  AusfiihruDg  nicht 
bedarf. 


IL. 


Ueber  den  Kreis,  in  Bezug  auf  welchen  die  Spitieft: 
eines  gegebenen  Dreiecks  die  Pole  der  diesen  Spitsen 
gegenüberstehenden  Seiten  des  Dreiecks  als  Polaren 


Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Es  sei  gegeben  eine  durch  die  Gleichung 
1) Ax^-By-\^C=Q 

charakterisirte  Gerade  und  ein  Punkt  (ab),  aus  welchem  als  Mitf'^ 
telpunkt  mit  dem  Halbmesser  r  ein  Kreis  beschrieben  ist»  der 
unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  durch  die  Gleicbuqtf'Q) 


des  hrflses  der  neun  PiinHIe. 
—  (i-  4co8  AcoB  B cos  C)  R* 

f,V  =  r„'+ßr, +{/;«. 

G^-^  =  (r^  +  ilir 

I  ist  also  überhaupt: 

!G^  =(r-iß)«, 
C»»=(r&  +  iß)«, 
,    G.«=(r.  +  Jß)ä: 

,   G  =val.Hl)s.(i--Jß), 


[  C.^r.  +  ili; 

wl  nun  nach   dem  Obigen  bekanntlich   der  Halbmesser  d 
neun  Punicte  die  Häirie  des  Halbmessers  des  um  i 
fä  beschriebenen  Kreises  ist,    so  crgiebt  sich    aus  den  v 
den  Gleichungen  offenbar  der   Tolgende  Satz: 


wischen  de 
iieck  beschr 
ung  Statt;  d: 
J  Punkte  die  dr 
Hfchs    von    Aussi 


Kn 


I  Punkte 


nd  dem 


ser«(i    Uerühn 


§.8. 

i  der  angeführten    Abhandlang    sind    die    Entfernungen   d 
Ichnittspiinkts  der  Hüben  und  ites  Mittel |)uukts  des  um  il 
'c  beschriebenen  Kreises  von  dem  Scliwerpunkle  des  Drei- 
Hespective  durch  D"  und  C*  bezeichnet,  und  es  ^ind  für  diese   | 
ningen  die  folgenden  Ausdrücke  gefunden  norden: 

D"' ^ ;  (1  — 8 cos  A cos  B  cos C)  ß*. 
15«  =ü(l— 8co3-4cosßcosC)/f=. 


Vii         Grunert:    tCrein,  für  den  die  Ecken  eines  Dreiecks 

Bezeicboeo  wir  nun  die  Eotfernung  des  Miffelponkts  des  K 
der  Denn  Puokte  von  dem  Schwerpuokte  durch  H,  so  ist: 

ivoraus  «ieb  mittelst  des  Obigeo  sogleich: 
'H)  .   .    .   .     //*=A(l— 8cosJcosÄcosC)Ä*, 

und  folglich,   wie  man  leicht  findet: 
tW) //=iZ)  =  iZ)''  =  il!) 

ergiebt. 

Bs  würden  sich  noch  manche  andere  Untersuchungen 
den  Kreis  der  neun  Punkte  anstellen  lassen,  was  aber  nac 
durch  das  Obige  vollständig  erläuterten  A|ethode  keiner  8( 
rigkeit  unterliegt,  und  daher  hier  einer  weiteren  Ausfuhrung 
bedarf. 


X. 


lieber  den  Kreis,  in  Bezug  auf  welchen  die  S[ 
eine«  gegebenen  Dreiecks  die  Pole  der  diesen  Sp 
gegenüberstehenden  Seiten  des  Dreiecks  als  Polaren 


Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 
Es  sei  gegeben  eine  durch  die  Gleichung 

1) Ax-\-By\^C=zQ 

charakterisirte  Gerade  und  ein  Punkt  (ab),  aus  welchem  ab 
telpunkt  mit  dem  Halbmesser  r  ein  Kreis  beschrieben  ist,  d( 
unter  Voraussetzaog  rechtwinUiger  Coordinaten  durch  die  Glei 
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2) (a:-a)a  +  (y-.6)a  =  r« 

cbarakterisirt  wird.  Die  Gleichung  der  durch  den  Mittelpunkt  (ab) 
gehenden 9  auf  der  Geraden  1)  senkrecht  stehenden  Geraden  ist 
nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

3)  Ä(a:— a)- J(iy-6)=0  oder   Ä(ar— ii)  =  ^(3^— 6). 

Die  Gleichung   der    durch   den    Mittelpunkt   (ab)  gehenden,    der 
Geraden  1)  parallelen  Geraden  ist :  • 

4)  i(ar— fir)  +  Ä(3^  — 6)  =  0  oder  ^(ar— 0)  =  — ^(^— 6), 
oder  auch : 

4*) Ax  +  By+C-'(Aa  +  Bb+C)=0. 

Der  Dorchschnittspunkt  der  Geraden  1)  und  3)  sei  (uv),   so  ist: 

Au+Bv  +  C  =  0,    B(u'-a)  =  A(v—b) 
oder: 

A{u--a)+  B{v  ''b)=—(Aa  +  Bb+C),    B(u  -a)  =  A(v  ~  b) ; 
woraus  leicht: 

_     A(Aa  +  Bb+C)  BjAa+Bb+C) 

«-a— -^    A^^ßft        >    ^-ö-  A^  +  B^       ' 

5)   ■ 

A(Aa  +  Bb^  C)        _        B(Aa  +  Bb+C) 

^rkatteb  wird.     Bezeichnen  wir  die  Länge  des  von  (ab)  auf  die 
Gerade  1)  gefällten  Perpendikels  durch  (5,  so  ist  bekanntlich: 

(Aa  +  Bb  +  C)^ 


«) 5«  = 


A^+B^ 


Auf  der  Geraden  3)  wollen  wir  nun  einen  Punkt  (pq)  so  zu 
Timmen  suchen»  dass,  wenn  wir  die  Entfernung  dieses  Punk- 
^voD  dem  Mittelpunkte  (ab)  durch  c5|  bezeichnen, 

üöi=r*    oder   ö*öi*  =  r*, 

also 

Q^{(p  —  a)^  +  (g-b)^\  =  r^ 

'^i  80  dass  wir  folglich   nach  3)  und  6)  zur  Bestimmung   dieses 
I^Qoktes  die  Gleichungen: 


.4 
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Axe  der  x  eines  rechtivinkligen  Coordinatensystems  der  xy  an» ; 
iD   welchem   die   positiven  y  mit  dem  Punkte   C  auf  derselben 
Seite  von  AB   liegen ;    dann  sind«  nach   der  Abbandlaog  Theil ; 
XXXVI.  Nr.  XVlll.  die  Coordinaten  von  Ä^  B,  C  respective: 

0,0;    2Ra\uC,0;    2RcosA8inB,  2R8inAsmB; 

und  die  Gleichungen  der  Seiten  a^  by  c  sind: 

y  =  —  tang/?(a:— 2Äsin  C), 
y  =  tangJ.j?, 


oder: 


tangB.x  +  y'-2RiangB8\nC=0, 
tang/f.OE^  —  y  =  0> 


I 


y  =  0.  J 

Ist  nun 

9) (*-/)• +  (»-^)*  =  t* 

die  Gleichung  des  lu  bestimmenden  Kreises»  so  werden  in  Folge  i 
der  Formeln  7)  die  Bedingungen  der  Aufgabe  durch   die  folgen- 
den Gleichungen  analytisch  ausgedrückt: 


0-/T ^^*°g^ 

"""'^/"tangB+y-ÜÄtangBsinC 


'^~^'f/tangi5+^— 2ÄtangBsinC' 
2JBsinC  =  /T?^^^> 

*  =  ^±/^tang^-^' 
2/^cosJsinB=/; 

2£sinJsitt^  =  of -; 

und  es  fr&gt  sich  nun,    ob  f,  g,  t  so   bestimmt  werden  kSungJ^j 
dass  diesen  Gleichungen  sämmtJicb  genügt  wird. 

Aus  der  fiinften  und  sechsten  Gleichung  ergiebt  sich  auf  d< 
Stelle : 
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(    f  ^IRcosAmuB, 

ilso  ist  nach  der  dritten  Gleichang: 

2/ceos  Jsinj^taog^l — ^ 

ViKsxnAsmB — g 
=  2/2  cos  As\fkB  -{-  g  taug  J , 
folglich : 

^tang^  =:2iß(sinC— cos/lsinJS)=:2i?sin2lcosß^ 
und  daher: 

11) <7  =  2ißcos^cosi?. 

Also  ist  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  10): 
t*  =  +  4-ß*  cos  ^  cos  Ä  (cos  J  cos /?  —  sin  i4  sin  Ä) 

=  ±  4Ä*  cos  A  cos  J? cos  ( J  +  i?)  =  T  4/2^  cos  ^i  cos  ^cos  C, 

folglieh : 

12) t  =  2ÄVTcosJcosÄcosC. 

Daher  hat  man  jetzt  für  fj  g»  X  die  folgenden  Ausdrücke : 

/*=  2ißcos^sin^, 

13).'.   .   .      ^    g  z=i^RcosAcosBj 


t  =  2/2  V  +  cos  A  cos  /?  cos  C. 

Wir  müssen  nun  untersuchen,   ob  durch  diese  Werthe  auch 
^16  erste,  zweite  und  vierte  Gleichung  erfüllt  werden. 

Die  vierte  Gleichung  wird  nach  10^: 

n  —     j.  jy(y  —  2/2  sin  if  sing) 
"-^+     2/2sin^sinÄ-.^    ' 

*••  ofenhar 

u' daher  identisch,  wie  erforderlich. 

Die  erste  Gleichung  wird: 
Thea  XU,  -  10 


iMUtnnvtl:  hum , /Ur  äM  ä.  Kcken  einen  Dreieck»  die  f^ie  äer  elc. 

*iiif  (MIM  A  Hin  Ben»  C 

i'tiA  .icuM  n^^  Hin  /Ico8/f  tangl» 

*4 M  i'UM  « I  Ml n  A  (M)s  C 
'  oti«  .1  CUM  a     Min  .-l  Hin  #> 

^      'iATcoii^-lMlnlifcoHr 

VUlftf 

~  i^i^v^v«  Kii4  /i^      1  iMi  I  -Hill  |f >    -:  iK 

b.«»  vv4iJ  'oi^äch  'u  lier  fhiir  ;iilQu  <sti  iirAfUiiiiiiteii  «edbi 
dem  uiv;    V^iö^A«; 

jJvr    s^:i^viii«i.'i^    8£;     'iiiu    :ifiüiii;4i.  4f^«^lft(    «I»    fPhnii 
Nr.  \VUI.  ^  >.  l;,    ilks<>   itji-   >titrt)i|iuiii«£    .  ,0;    ^^Pf'  M.  ':liKdi 
.lun   KiOa^oci    hi.iio»     it}f    ^«)ai«)tiiK<tia*t1i(;^tt)  17tirritf)M!tinktf^|iiiribt 


f 

^^^B  Mnjti>ir-Ci>mmi«niciii 

Hf  Aufg 

Ans  drei  gegebenen,  ni 
liegenden  Punkten  als  Mil 
be  schreiben,  tvelchedre  ige 
habeD*). 

A  u  f  1  >> 


all:  l'eöer  eine  geometriiche  Attfyaöe. 


Ueber  eine  geometrische  Aufgabe. 


Herrn   von    De' 


[punkten    drei    Kreise  zn 
liDschaftlicheBeriihrende 


Verbinde  (Taf.  IR.  Fig.  4.a.)  die  drei  gegebenen  Punkte  A, 
B,  C,  falle  von  A  und  B  die  Senkrechten  AD  auf  BC  und  BE 
auf  AC  resp.  auf  deren  Verlängerungen,  ziehe  DE,  fälle  von  A, 
B  und  C  auf  DE  resp.  auf  ihre  Verläni>erung  die  Senkrechten 
AF,  BG  and  CH,  und  beschreibe  ans  A  mit  ÄF,  aus  B  mit  BG 
Utd  aus  C  mit  CH  Krei.se,  so  entt^precben  dieselljen  den  Forderun- 
ften  der  Anrgabe,  d,  b.  h'ig  haben  drei  genieinecbaftlicbe  Tangenten, 


B  e  w   ( 


Aus  der  Knnstruktio 
Viväfna  K,  K'  und  K"  gi 


Igt  unmittelbar,   daes   FG  eine  den 
lachaftliche  Tangente  ist;  zieht  man 


s  an  K  die  Tangenten 

L  beweisen .    dass  DL  auch 

^UKente  für  K  und  K"  und   EM  Tangente   auch   für  K'  und  K" 


B  Aufgabe  iaC  init  den   Wnrten  ; 
„E  tribna   pnnetia  datis  (In  eadoni  IriiPa   nun  jn'icnlibusj  nt  can- 
rniitos  degcribere,  qiii  trea  langeiilcs  rnmniunea  habeant" 
trailarrn   Dorlor  C.  F.LiDdmnii    iti   StrRngnia    in    Schweden   im 
U^ir'ril.XXXIS.  S.a52.  geatellt  wonlen.  G. . 


Ml.     ^  lU»  beide  ««flfiitdr  mal'  fU-  tteiili 

Mtl   £   Md    ^    ll»cl    lOlU'    «u«     .4     nuii    <     iii 

J^.  /.'t:,  «(■(!  h  uutJ   C  «u!  XiV  ilic  t>vii' 
i«t.  w^-U  />/.  uf>d  />C    »..'-i^    < 

c«  =  //)(/.  4i.  t-  a«  Bi»  <■  «■■«  <:w  it^Lt 

MiMi  C//  <il*«r  A  liiiiAu«  t>«dli  Z'.  (ladt 

/<///^        '     •'  '  _'   '"■-     

b«f  iei  /-;.  - _.„...    _^  -■- . 

Iklt«  1'MK«iit(i  itw  A,  it'  ■»•!  A'. 

C«»«X  oft«!!*«  wird   Waiev^m,  i«M  CJV  •eir«y    Atm  I 
■!•  den  KrrU  £'  lii«f(ilirt,   sl»ct  <^e«IaIU  f 
TcwgjtuI«  l(tr  die  dfd  liret»e  wt. 

Auai«fbu>it(  I.  n»  OurchM-bnillspiinkt  O  der  I 
KfClHN  fCuuA  K'  fC*B)«i»*«liarilirfaen  Taiigenirn  nia«!«  I 
In  du  (!«Nlr«l*  yi/j  ra)Ii>n.  V>rliiDi)et  man  C  mit  O, 
(«Iciil  XU  xtiifjfiDt  tlsM   f^O  ««nbrecbt  auf  ^/f  steht;   da) 

(■'illll  iiiHti  von  rfiMi  drei  Spitccn  A,  B,  C  des  \ABC  d 
fclilHii   /4/>,  /f£  und  CO  aur  die  (>pi;eiiseilen  und  tm 
db  riiM|>unkli)  />,  /;  nrid  O  diexer  Senkrechten  mU 
dmtn  allid   t)E,  EO  und   DO    renp.  ihre   Verlanen 
nialnachnrillch**  Tannenlcn    ffir   drei    KreU»,    welcbe  ■ 
A.  tt.  C  mll  don  itudicn  Jf.  BG  und  CH  beschreib«»  j 

Anmarkunii  'i.     SHzl  miin    HC=a,   AC=b.  A^ 
^HAV-^a.  ^Aitr^ß.    und  ^ jrfl  = 
linil   t'H  —  »,   dmin  knnn   ninn    die  drei    Rudien  x,  g,  i  dm 
|lfllli>  (JIdii'hitniiaii  aiudrtlrkün: 


Ar 


i«4 
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isicfa  erkeauen  ISsst,  ilass  die  drei  Radien  fiSmmflich  nach 
it Gesellen  ron  dem  \ABC  abhängen.     4"'^'>  ^<>lBt  daraus: 

ffinii  AvJFCgleichseitig,   also  «  =  A  =:c,  «=:(J=y=60" 
i  dann  die  drei  Radien,    mitbin  auch  die  drei  Kreise 
Kinder  gleich  sind.     Man  Gndet  l'ür  diesen  Fall: 


lenkMs. 


^cnn  a^ABC  !>leichsi^henlc(i<;.    ab»  "  =  b  und  «  =  0 
I    Radien   x  irnrl  y,  also  die  beiden 
^\^t  aus   den    Spitzen  der  gleichen    Winkel    bescbrieben,    ' 
ander  gleich  sind;  d.  h.  es  ist: 


B^y  = 


II  2«, 


"2c 


^ly. 


%n  A^ÄCrechtvvinlilig,  also  «=90"  und  i?=b*\c'^ 
H-b»  dann  2^=180«,  mithin  sin  2«=  sin  ISO"  =  0.  folg- 
Knch  2'  =  0  iist,    d.h.    dass  dann    kein    Kreid  aus  Ä  als 

ifpankt  Ton  der  geforderten  Beschaffenheil  sich  beechrei- 

plilsst,  dass  in  diesem  Fnll  vielmehr  nur  «trei  Kreise  aus 

d  C  beechriebcD  iverden  kiliiiien,  welche  drei  geuein- 

^Rliche  Tangenleri  haben.     Die  Radien  dieser  Kreise  sind: 


ri^uch  Taf.  III.  Fig.  4.b.  zei^l. 

j^lo  derselben  ist  von  A  die  Senkrechte   All  auf  BC  ge- 

rch  ergehen  sich  sogleich  die  Radien  BD  =  ii  und 

r  die  Ktelse  aus  B  und  C,  welche  die  AD  unniit- 

-  als   gemeitiseharHiche    Tangente    haben.     Die   beiden 

ten  Tangenten,  von  denen  die  eine  durch  A,  die  Spitze 

I  rechten  Winkels,   gehen  muss ,  lassen    sich    nun    in  der 

iDten  Art  koostruiren. 

icrkiin;;  3.  Es  ergiebt  sich  aus  Vorstehendem,  dass 
jBung  der  gegebenen  Aulgabe  möglich  ist,  nenn  die  drei 
B,  B,  C  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen  und  nenn 
%  A,  B  und  C  bestimmte  Dreieck  nicht  rechtwinkelig  ist. 
.<4fiCaber  rechtwinkelig,  dann  ^ieht  es  nur  ztvet  Kreise, 
1  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen. 

E'^esteJIte   Aufgabe    hätte    daher    neben    der  ersteren    Be- 
pg  auch  Doch  die  letztere   enthalten  müssen. 


I4ä  l'nj'traingtr:  Sot»  üötr  die  AvfUatng  tpMritiker  Bref^che. 


IUI. 

>iMi^  UiHNr  iIm    Vunusung  sphärischer  Dreiecke. 

IWmm    fVtiMft    Vmf<rdimger, 


iu  xVaw^v**  X  ;i;jiuäftücÄ  «i<^r  rri^oaaMetrie  ladet  M 
S^uMtt^  .4  t  ^^-^   .«fc^«i)«  >4ailM>  Jfei»  iirtitii  Seite  caaider  Visk^ 


v^^...  >..^ss^  ^«  jtKT  \«ik\>«Mi«^  4k^$  I>meiates.  wenn  A^B^tw 


*A%iV»v  \x-4, -«^..^   xv«xh    \<»^^»Km   äitirie  mich  auf  «nie  oAettt 

..  .\w  Sa^m,  «I<>x  \\>i»<^4a^  r  »m  «rsiien  Falle,  oder  der  Seite 

s.-vi-»     '«»•«,\i    «h^i   Kt^NlMk  aMipren  Winkel,   resp.  eise  4er 

\n   ,..   ^^.    !fi;<^s)Kfqi   «<tA^^«.    r,  Ä;    um  aocb  hier  ei 
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nete  Formel   xu   erluDaeii,    iiiultiplicire   ich    die  beiden  tilei- 
5«d: 


*       «iii..«iii(.— n)     '       '82  —  Y 


BTJialte  zur  Bestimniung  von  A\ 

A     Sinfr^rt       B  A 

H=      Sin.      °'S¥'     '"'"     '"2 

Qbrigen  Stücke  zu  beslinmien  ist  ri 

Ufo+6  +  c  =  2i,   A,  B  gegeben,    so 
inde  Forniel: 

Sii.(.-c)  =  tgT,tg#Sin, 


.(»-fl)si»(«-c) 
Bin  j.  Bin  (j— 6) 


"SiniCö  +  c)    ^'2  ' 

leicht, 
so  gibt  auch  die  vorfier- 


hiermit  wiril  c  ^efuaden.     Die 
hden  Neper'schen  Analogien  : 

Sitii(J-ß)     c 


>ch  fehlenden  Glücke  küiii 


tgjf-j^ 


Sin  j  (a  -  6) 


ctgi(.-l-ß). 


"Sinl(u  +  fi)   ' 
nm  aacb  a-f-A^2i— c  bekannt  ist,  gerechnet  werden. 
Irt  gegeben  A\B  =  Z,  C,  c,   so   Endet   man  a  durch   die 
iplication  der  Formeln  für  lg,,,  tg^i 

a^   b  C«aS  

Cos(S-  C)  =  — cts^ctgr,CosS. 

SehlicHsUch  erwähne  ich  noch  die  Auflüsung  «ines  sphäri- 
iB  Dreieckes,  wenn  der  sphürische  Excess  t  und  zwei  Seiten 
gegeben  Kind.  Hat  5  die  bekannte  Bedeutung,  so  ist 
35—1800,  niithin  5=:  QO^+iE,  belcanni,  und  man  hat  wie  im 
^gehenden  Falle; 

CosS 


tg5' 


-Cos(S-C)' 


Cos(S— C)  =  -  ctgijcfg^CosÄ'} 


)  Darth  AuflSaung  die.M  Fi.rrael  fiiidfll  man,  da  Vo»(—a)  = 
Werthe  für  C;  iüt  nämlich  S  — C=b,  so  ist  aucii  C'~ 
II  die  Beziehung  C-\-C'  =25  folgt.  Es  gii>bl  daher  aach 
JKtnenke  T«n  gUicheni   Flächenraum    nnd  xwei  gleichen  SH 


K-]44  Unfd'äinger :  i\'uce  über  die  Auflösung  spftiSrluclier  Drelea^ 

■folgt,  TFodurch  C  durch   logarithmieche  Rechnung  bekaont 
■  '  —B  und  c  findet  man  aus  den  beiden  Neper'schen  Forr- 


hgi(^-ß) 


=  is-H^,"«'^. « 


,ie4(* 


Die  hier  aulj^elüsten  Probleme  umschiiessen  eine  ganzejj 
fttnng,  deren  Aullüsurigeti  den  tiiet  gegebenen  nliulicb  sind.    * 


Einige   Beachtung   scheint  mir  dasjenige   sphärische  De« 
lu  verdienen,  in  welchem  die  Summe  svreier  Winkel  dem  \ 
gleich  ist.    A  +  B  =  C. 

Werden  die  beiden  Gauss'schen  üleichuogei 
Oosi(a-fi)p 


SmU-t  +  m=      ll,^/'Co,iC, 

C„UMB)=''''lll"  +  <'>S„iC 

multiplicirt. 

eo  Tolgt  unter  dieser  Bedingung: 

(1) 

Cosnc  =  Cusi(a-6)Cosi(o  +  Ä). 

oder,  »ie  m, 

in  <lurch  leichte  Transrormation  findet; 

(2) 

Siuaic  =  Stnajn+Sin2iJ, 

(3) 

Cosc  =  Co8a  +  Cafii-l; 

tvodurch  die  dem  Winkel  C  gegenüberstehende  Seite  aussc 
lieb  durch  die  beiden  anderen  Seilen   a  und  b  beslimmt    w 

Aus  der  Formel   (2)   ist  zu  erkennen,    das«   ilas  dem  f 
^fichen  Dreieck  ABC   entsprechende    Sehnendreieck    in    C 
ninkelig  ist.     Die  Neper'schen  Analogien  geben  mit  LeichUj 


(i) 


'i(a-b) 


•^'--Cosi(a  +  fi)' 
I  oder  nach  einiger  Transrortnation : 

(5)  CosC=— fgiatgit. 

Auch  bestellen  noch  folgende  einfache  Beziehungen: 
j  tgja  =  tgicCoafi, 


(6) 


'  lgi6  =  tgicCosJ. 
Aus  den  Fotmeln  (2),  (6)  tvird   man  eine  Analogie  niiti 
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ebeneo  rechtwiDkeligeD  Dreieck,  in  welcbem  ebenfalls  A  +  B^C 
ist,  nicht  verkennen^  und  dieselbe  wird  noch  durcb  den  Umstand 
verstärkt,  dass  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  auf 
der  Mitte  von  AB  liegt. 

Liegeodre  bat  in  seiner  Geometrie,  NoteX.,  von  diesem 
Dreiecke  gezeigt,  dass  es  unter  allen  mit  denselben  Seiten  a,  6 
beschriebenen  den  grussten  Inhalt  hat,  vias  bekanntlieh  auch  bei 
dem  geradlinigen  rechtivinkeligen  Dreieck  unter  derselben  Bedin- 
gung der  Fall  ist. 


XIII. 

Summirung   einer   Reihe. 

Von 

Herrn  Franz  Ünferdinger, 

Professor  der  Mathematik   an  der  Oberrealschule 
am   Bauernmärkte  in    Wien. 


Wir  wollen  uns  im   Nachfolgenden   mit    der    Auflösung    der 
Aufgabe  beschäftigen,  die  Summenformel  für  die  Reihe : 

1      2»     3«      4»  III«       «a:« 

(1)  ««=~  +  i:ä  +  i5  +  ^  +  -*+;^=  ^yx 

anÜBafinden»  d.  h.  Sn.  als  Funktion  von  m  darzustellen. 

Za  diesem  Zwecke  setzen  wir  a:=^z+l.,,.  (2),  wodurch 

wird  und  hiermit  nach  der  Theorie    der  Summenrechnung  Sn  in 
der  Form  dargestellt  werden  kann: 


^^^■146                    CnferaiH§er:   Srnrnmintaa 

^^^H 

^^B           VennSge  (J)   iBasste«  dl«   Greiuco  1  «ad  »  in  Q  Hmt^^l 

^^H          Wird  »DD  hierzu  gliMlMeise  adJitt: 

^^B 

)?^+-+iiH 

^^H  HO  erhält  man: 

^^1 

■   ^■^'^=Mtf;r^(Of^-0?'?-^ 

H 

■■■+"f^+M 

^^^H    u<ler,  nenn  zur  Abkürzung 

-,..,,.  =  SJ.      «o^l 

^^H                    wird: 

^H*                                                       (4) 

.<o-.+--« 

^H             Diese  Gleicbuiig,    durch    welche    i.  als    Funklion    val^^H 
^^1     Ih-i,  f>i-B,...i|.  fo 'iargeslellt  wird,  ist  giltig  Tfir  alle  ganz4^^^| 
^^K     positiven  WoTthe  von  m.     Damit  der  zweite  Theil  endlich  ^^H 
^^^B     wollen  wir  auch  n  als  ganz  und  positiv  voraussetzen.     'S^t:^^^^! 
^H     in  (4)  statt  n  der  Reihe  nacb  n-1,    »-2, ...3,  2,  I,  ao  1^^| 

^H                                                              (S) 

H 

■  =.--i'-%r70---"3. 

,-..C3')..--.-B 

■  --.-r+rTVÄ 

,-.+("-'),.-.+..^B 

■  ^,_(,^.,^(,-3)J;;Jl:3;.. 

-.<V).-^ 

^B                ,,„_!)  =  i_5ii+,.. 

£] 
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Werden  die  n+1  Gleichungen  (4)  and  (5)  der  Reibe  nach 
mt  den  noch  unbestimmt  gelassenen  Grossen  Aq^  Ai,  A^,,..An 
nultipiicirt  und  dann  addirt,  so  folgt: 

(6) 

wenn  die  noch  unbestimmt  gelassenen  Werthe  von  A  so  bestimmt 
werden,  dass   der  Coefficient  von  sn  gleich   1,   die  öbrigen  aber 

der  Null  gleich  werden.    Hierdurch  entstehen  folgende  n  +  l  Be- 

dingungsgleichungen : 

(7) 
i<,(r-l)=l, 

4(r-I)  =  (j)^o. 
i,(r-.l)=(V)^»+(V)^.  +  G)^o, 

Die  letzte  Gleichung  driickt  eine  einfache  Beziehung  zwischen 
^nnitlichen  Coefficienten  ^  der  Summenformel  (6)  aus.  8o  muss 
2*  fi.  stattfinden 

fur«=2,    A2(r-l)^Ai  +  Ao, 

für  «  =  3,    ^3(r  —  l)  ==^2  +  ^1+^0» 

ffir  n  =  4,    A^(r'—l)  =  A^+A^+Ai  +  Ao, 

u.    s.    w. 
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fFas  auch  durch  die  folgenden  Werthe  von  (8)  bestätigt  wird.  Die 
Auflösung  der  Gleichungen  (7)  ergibt: 

(8) 

^o  =  ;rzri'    ^'=Vl/(r— 1)»'    "^«"WCT^I)»' 

/«V  +  4r+l  /»\r»+llr»+llr+l 

'"W   (r-1)*   '       *"'W  (»•—>)• 

und  überbanpt  hat  Ap  die  Form : 

4    -  W  P 

*^P— (r-.l)p+i^P' 

wobei     also     Äo  =  1 ,     Äi  =  1 ,     /?2  =  r  +  l>      /?8  =  r*  +  4r  +  l, 
Ä4=r8  +  llr2+llr  +  l. 

Um  eine  Relcursionsforroel  für  Rp  zu  ermitteln,  bedienen  wir 
uns  der  allgemeinen  Gleichung  in  (I),  mit  Hilfe  von  (9)  R  statt 
A  einführend,  und  erhalten: 

G)«'=0-.)(''T')«'-+(A)Cl'')'^-"-'>+- 

•  •+G)G)«°"-'""'' 

oder,  wenn  man  durch  f     J  die  Gleichung  dividirt,  und   dabei  be- 
rücksichtigt, dass  allgemein  die  Beziehung  stattfindet: 


0    "^'-'''' 


(10) 
Ä,  =  (f  )äp-i  +(0ßp-a(r-I)  +  (j)Rp-s(r-l)«+ .  •  • 

...  +  (f)ßi(r-l)P-a  +  Äo(r-l)'-^- 
Mittelst  dieser  Formel  findet  man  successive: 
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Kq  ;=  1, 
«1  =  1, 

(11)     /   l?»  =  r3  +  llr*  +  llr+l, 

iff^  =  r»  +  57r4  +  302r8+302r«+  57r + 1 , 

iffy  =  rö  +  120r*  +  1191r4+2416r3+ 1 191r«  +  120r+ 1, 

Es  ist  immerhin  bemcrkenswerth,  dass  in  den  vorstehenden 
Polynomen  die  CoefGcienten  paarvieise  vom  Rande  einwärts  ein- 
ander gleich  werden ,  so  dass  für  r  =  —  1  die  R  mit  geradem 
SteÜenzeiger,  Rq  ausgenommen^  verschwinden;  hingegen  ist. 

(12) 
/^  =  1,    Äj  =  l,    i?3  =  -2,     /^5  =  16,    /?y  =  ~272,.... 

Eine  andere  Eigenschaft  derselben  ergibt  sich;  wenn  man  in 
(IQ)  r=l  setzt,  wodurch  Rp  =  pRp^i  wird;  hieraus  folgt  mit 
Leichtigkeit,  da  /?o  =  l  ist,  Rp=  1.2.3....(/? — l)p;  die  Summe 
der  Coefficienten  in  Rp  niuss  daher  ebenfalls  gleich  p\  sein,  wie 
sich  dieses  in  den  in  (11)  angesetzten  Polynomen  auch  bestätiget. 

Die  Saromenformel  för  die  Reihe  (1)  ist  nun  folgende: 

(13) 


/2,_i   ,,      m  +  1,  ,        Ä,      .,       1 


fn\Rn-i     .      m  +  1  «.  1 


Man  erbSlt  hiermit,  beispielsweise  für  n  -=0,  1,  %  3, . . .  and  für 

m=2tt — 1; 

(14) 

1  -1  +1  -1   +...  +  1  =+]. 

1  —2  +3-4  +...+(2(1-1)  =n. 

I«— 2«+ 3»— 4« +  . .  .+(2^-1)«  =  K2ft- 1), 
V— 2»+3»— 4»+...+(2rt,-l)»  =  (t«(4^-3). 

l*-2*+3*— 4«+..,  +(2(»— 1)4  =  (t(8(t»— 8ft«  +  l), 
1»_2»  +  36—4»+ ...+ (2^__  1)5  =  ^2(16^3  _  20(t« +5), 
l«-2«  +  3»— 4»+...+(2;t— 1)«  =  ^(32f»»-48(f»+20/ia— 3), 
p  ^g'  +  S'  -  47 +. . .  +(2,»  -  ly  =  |»«(64(t»— 112f»*  +  70j»a  -  21). 


Idü 


Inferdttt: 


Summlrnng  einer  Reihe. 


Für  (1=1  Herden  die  Polynome  im  zweiten  Theil  dieser  Glei- 
cfaungen  gleich  I,  da  InerlVir  die  ersten  Th«ile  sich  auf  das  erste 
Glied  rednciren;  hieraus  folgt,  dass  die  Summe  der  CoelBcienten 
im  zireiten  Theil  einer  jeden  Gleichung  auch  für  jedes  andere  fi 
der  Einheit  gleich  sein  muss,  nas  auch  in  der  That  der  Fall  ist. 

F(lr  «in  gerades  m-^='i^  wird : 

_1  +1  —...  —  1        =0, 

-2  +3  - 

-2«+3«- 

-2«+ 3*" 

-2«  +  3«- 

Ffir  fi  =  I  reduci 
ersten  zwei  Glieder,  i 
gleich  1  —  2' 


(15) 


-2,*      =-,., 

.-(2p)*=-fi(8*'''+V-l). 
.-(2^)»=  -  ^»(leftHSO^'-  5) , 
,-(2^)"=  -(.(32kH48(**~20/.*+3), 
.— (2f.)''=— ft2(6V»+nn*— 70u«+2I). 

I   sieb   die  vorstehenden   Reihen  ^nf  ! 
wirklich  werden  auch  die  zweiten  Tbc^ 
woraus   wieder  l'olgt,   dass   die   Summe  der  Cae 
zweiten   Theil«ii    auch    für  jedes   andcire 
muss,  wie  auch  wirklich  der  Fall  ist. 


cienten  in  den 
2"— 1  werden 

Wird  r  absolut  genommen  kleiner  als  1  vorausgesetzt, 
es  gestattet  ni=:[X  zu  setzen,  wodurch  sich  unsere  Reihe  (1)^ 
eine  unendliche  ver»andelt,  t^ührend  die  Summenrormcl   (13)  ihitfl 
endliche  Gtiederzahl  beibehält. 

<m  +  l)* 

erscheint  l'iir  diesen  Werth  von  m  allerdings  in  der  unbegtimmleal 
Form  ^,    der    Ausdruck  ist   jedoch   der    Nulle   gleich,    da    nM 
^-matiger  Differentiation  von  Zähler  und  Nenner 


™(»,-lK™-2)...(»-p  +  l)r— -/-»V. 
wird,  iodeni  n  endlich,  ganz  und  positiv  int.  ~  Man  »bSlt  alsOH 


oder  da  nach  der  Rekursionsforniel  allgemein; 
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\  lAr-D*  ^  V  V(r-1)»  ^'"^\  V(r-l)J 


^ ^   . 

(r-l)F  ""  r— 1  ■*■ 


and  dieses  ist  die  Form  des  Grenzwerthes  der  unendlichen  Reihe 

1     2"      3« 

-  +  -5+  -2  +  .-'5  vorausgesetzt,  dass   der  absolute  Werth  von 

r  TOD  der  Einheit  verschieden  ist,  denn  nur  unter  dieser  Voraus- 
setzung ist  diese  Reihe  convergent  und  es  besteht  die  Gleichung : 

1      2"     3"  rRn 

(16)  i:  +  ^+^+--=(y_ij„+r 

So  ist  z.  B.  für  «  =  0,  1,  2,  3,  .... 

r  ^r^^  r^^ r-1' 

1.1.1 i^_ 

y-t-y2  +  y8+ (r— 1)2' 

1       22       3«  r(r  +  l) 

y  +  y«  +  ys  + (r-1)»' 

^  +  ^«  +  ,.8+ (r-l)*      * 

12^      34          _r(r»+11rg+11r+l) 
r"'"r«  +  r»  + (r-1)« 


XIV. 

lieber    einen    geometrischen   Satz. 

Von 

Herrn  Oberlehrer  A.Niegemann 

in  Cöln. 


Im  4ten  Theile  dieses  Archivs  S.  330.  finden  sich  zwei  Be- 
weise des    Satzes  „wenn   zwei    Winkel -Halbirungstransversalen 
eines  Dreieckes  gleich   sind,  so  sind  auch  die   halbirten  Winkel 
gleich''  von  Herrn  Mossburger  mit  der . Bemerkung ,  dass  Herr 
Prof.  Steiner  zu  Berlin,  der  ihm  diesen  Satz   mitgetheilt,  den 
Beweis   desselben    ungeachtet   seiner    Geringfügigkeit    doch   mit 


152  Niegemann:  üeber  einen  geometrischen  Sat%. 

einigen  Schwierigkeiten  verbunden  gefunden  habe^  und  dass  dii 
Satz  Herrn  Steiner  vom  Professor  Lehmus  vorgelegt  sei. 

Der  eine  Beweis  ist  algebraisch,  der  andere  geometri^ 
beide  sind  nicht  ganz  der  Einfachheit  des  Satzes  entspreche) 

Folgenden  trigonometrischen  Beweis  theile  ich  gelegent 
mit. 

Sind  in  Taf.  IIl.  Fig.  10.  CE  und  BD  die  Halbirungsiin 
der  Winkel  ACß  und  ABC 9  die  wir  der  Kürze  wegen  durcl 
und  B  bezeichnen,  CG  und  BF  die  Perpendikel  auf  AB  und  a 
dann  ist: 

CG—  ICE. sin GEC  BF=z  IBD.smFDB 

CE.8in(A  +  iC)  lBD.s\n(A+iB) 

CE.cosi(Ä  — ^)  \ßD.cosi(C-A); 

folglich  : 

CG:BF=:  CE.co8iiB'-'A):BD.cosUC-A), 

oder,  weil  ^AGCcoA^^B  «nd  CEz=zBD  ist: 

CAiAB  =  cos\(B-A):qo&\{C''Ä). 

Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,  wenn  man  CAzzli 
setzt,  weil  dann  auch  tO.Bz=iy0.C.  Aber  auch  nur  durch  < 
Annahme,  dass  CA=^AB^  ist.  Denn  wollte  man  annehni 
CA^^AB,  so  wäre  Jtt).i?>tt).C,  gleichzeitig  auch  cosi(i?— 
>cosi(C— ^),  folglich  «).(ß— ^)<»).(C-i^),  mithin  J?< 
welches  der  Annahme  AC^  AB  und  daher  jß>  C  widerspricl 
mithin  ist  AC==  AB  und  JO.B=zW,C,  da  die  Unzulässigkeit  d 
Annahme  CA  <  Aß  sich  ebenso  nachweisen  lassen  würde. 


W^fitl '     Jhellung  des  Itrefses  mit  öesiinilerürBeriicksIchi.  i 


XV. 

I  Theilung  des  Kreises  mit  besonderer  BerücksichtigUDg 
der  Theilung  darcb  den  Zirkel,  für  praktische  Mathe- 
matiker und  praktische  Mechaniker. 


Herrtl  Grafen  L,  i 


1  Pfeil 


§.  1- 

Die  Theilung  einer  geraden  Lini< 
llnt  sich,  zumal  mit  Hülfe  des  Zirkel 
Ucket  mechanischer  Vorrichtungen,  m 
■naigkeit  bciverkstelligen,  dasa  man  si 
Kanilelf.     Will   man   eine   gerade  Lini 


,   oder  eines  Kreisbogens 

.  nhne  Annendung  künst- 

dadurch  mit  einiger  Ge- 

in  eine  Halbtheilung  rer- 

einen   Kreisbogen, 


tder  dea  ganzen  Kreis  in  n  Theilc  theilen,  so  wird  man  M=^4:in 
MtHn,  wobei  p  eine  Potenz  von  2,  also  eine  folche  Zahl  ist, 
"Vetcbe  sich  durch  furtwährende  Halbirung  auT  I  theilen  lässt. 
nn  wird  alsdann  auf  geeignete  Weise  die  LSnge  von  m  Theilen 
•talttleln,  darauf  p  durch  fortgesetztes  Halbiren  einlbelleu,  und 
uin  die  Liin.i;e  von  m  Thollen  hinzufügen,  oder  sie  davon  fveg- 
nen.  Wollte  man  z.  B.  eine  gerade  Linie  in  lüü  Thelle  Ibei- 
nu,  Ko  wird  man  ii^lÜO,  /ii=  12S  und  7n:^28  setzen,  nämlich 
.190=128-28.  Man  wird  darauf  die  Länge  von  128  Theilen 
'tTmitleln,  diese  durch  Halbiren  eintheilen  und  davon  100  Tbeile 
Whmen.  Ebenso  künnte  man  im  vorliegenden  Falt4  I00  =  64-f36 
Bben.     Auf  ähnliche  Weise  wird  man  beim  Bogen' verfahren. 

Die  genaueste  Halb  theilung  ßndet  mit  Hülfe  des  Zirkels  statt, 
dem  man  aus  den  Endpunkten  der  zu  (hellenden  Linie  oder 
U  KU  theilenden  Bogena  AB  (Taf  I.  Fig.  1.)  gegen  die  Mitte 
I'lidl  XLI. 


'    t   • 


'^tfintii**  .ifs  A'reises 


.  ,i.efi    'e*!B<-fir«*!'»r.    'eione  man  t^inaiider  beliebig  näbern  kaiiD. 

i    te.         ■•*!:i.:fien    :'.Tei  so  ;:eniihertcn  Bogen   lässt  sich  weit 

:i     *  uimeom«»    :!ifi   lezeiohiien.  als  der  Durchschnitt  eines 

...etticfi   tioiä«*n» '       'T:*    sr    iarnm   vnrtbeilbafter,  wenn  die  60- 

.-•  ?...a     icüc  ^u.u/    »«H-Mhren .   somiern   einen  kleinen    Zwisehen- 

-■itui    Lid«^ri. 

^ie  -litfüdssKeti    le-*  mgesebenen  Verfahrens  erhellet  aus  fol- 

^laii  y^izr^  :te  L.in^e  eines  Bogens  oder  einer  geraden  Linie 
tii  V:\L  (.  Si:£.  i;i..  ;:<eiefi  '(.  und  schneide  von  deren  Endpunk- 
ou    i  Ulla  £>   Mit^  iiieiciie  Stucke 

iO=zliE    oder     AE-BD=rj±T2<o 

DL       ii      a 


^»   ■'«,      .^>   .:ucii. 


'     *  C'i  *^':?)=^T«^^«; 


«v.i.u.ivii     i.<^    'v*(  .    'Oll    iü  übrig  bleibende  Stuck  Z)jEJ  ist  kleiner 

bn    .\.   vi.i 'x^    ..i.iy    :;iOicb;i;üttig.   ob  man  die  abgeschnittenen- 

i      AB 

Vi,«  .0    ..«xxy«  .*«;c«  .votiiot  ai^  .^;==    ^-   angenommen  hatte»  indem 

>N«    ..v.%*ic  Ni;^  );«ii  .üicU«  «%«*un  man  von  D  und  £  aus  ge- 


'i(;i    i.s. .ii«ux   Ndv'^o   O    und  £'  abschneidet.     Das  von 
>*  ...,    ^»..^.«1%*  N;o\x  D  K    «%ird  kleiner  sein  als  Z)£. 


.  .1 


^  .  .    .Umi   M.iiiiuobi    ubiij^   bloibonden  Stuck  D'Et'  kann    man 
.    .;    Ol  4   iiitJ    «oii  kloiiiert*  und  kleinere  Stucke  gegen 

\ i«  ti     w.iJ    lu.in   uird  «ich  dadurch  bei  jeder  Wie-    l 

I.   !>(*«. iii«»ii  «Umu    llalbirungspunkt  C  mehr  und  mehr    ' 

y      'y       (Uiitiiitjii  i\i   »o  ^i^riiAH .  dass  damit  vor  ErfinduDg 

f.,      '.».  «i.Mi.ii,    .i.^tumtuuUohr  Instraraente  getheilt  woe- 

^i     '.•    ^  >.i!kitii«u  U%>  I  ,1.4'M-hrii  Kreise,  welche  bei  der  Be- 

^k,     <     1»^,  \«i  Hill  4    ^iiiUvii.     Jede  andere  Art  der  Halb- 

,v.i  .»...I  Ittii.  .ii  1^1  tii>i  Mvitt^i  ungenauer  und  dethaHi 
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|iiUi«rn,  und  schliesslich  ihm  näher  Lommen,  als    irgend    i 
gebeoe,  noch  so  kleine  Grösse. 

Es  ist  aber  völlig  gleichgiltig,  nb  man  da»  Ahschneiden  der 
Stücke  von  D  und  E  aus,  Ton  D'  und  £'  aus  n.  s.  ».,  betvirkt,  oder 
von  irgend  anderen  PunLfen  avs ,  »eiche  von  D  und  £  gleich 
weit  entl'ernt  liegen,  also  nuch  von  A  und  B  aus.  indem  dadurch 

gleiche  Stöcke  Ali  und  BE  hinsngefügt  und  wieder  wegge- 
erden. 

Es  ist  also  ein  Punkt  C  innerhalb  der  Punkte  O.  E;  D',  E' 
ü.  w.  der  richtige  Halhimngspunkt  toii  Aß  uud  von  diesen 
okten   schliesslich    weniger   enlfernl.   als  irgend  eine  g^ebene 


Die  angegebene  Art  der  Halhtheilung  kann  bei  Bogen,  welche 
beträchtlich  gröjsser  als  zwei  Drittel  des  Kreises  sind,  nicht  wohl 
unmittelbar  angewendet  werden,  weil  die  Kreisbogen,  welche  man 
ans  A  und  B  beschreibt,  einander  unter  einem  zu  stumpfen  Win- 
ket schneiden  würden.  Man  wird  darum  ein  TorbereÜendes  Ver- 
Tabren  annenden  müssen. 

Es  sei  (Tal.  II.  Fig.  II.)   der   Otierstumpre    Bogen  ADB  in  D 

halbiren.     Man    nehme  etwa   die  üa\he  von  AD  in  den  Zirkel 

l  steche  mit  dieser  Entfernung  aus  A  den  Punkt  C,  und  ans 

ß  den  Punkt  C  genau  in    die  Peri|iheric  des  Kreises  ein.     Aus 

C  and  e  halblre  man  den  Bogen  CDC  nach  §.  1. 

In  gleicher  Weise  wird  man  den  ganzen  Kreis 
Meile  thrtlen,    nur  dass  dabei  die  P.inkte    A  und  B  i 
fltUeti,  nmn  also  aus  A  nach  C  and   C  die  gleichen  Entferoungen 
absticht. 

Sind  Rogen  zu  halbiren,  welche  den  ganzen  Kreia  $her«ehrei' 
ten,  «ir  wollen  sie  übergreifende  Bogen  nennen,  so  halbirt 
nn  den  correspondirenden  überstumpfen  oder  slnrnpfen  Bogen, 
wodurch  zugleich  der  übergreifende  halbirt  wird.  So  halbirt  io 
Tar.ll.  Fig.  II.  der  Punkt  1)  nicht  nur  den  Bogen  ADß,  sondern 
«cb  den  übeigreifenden  Bogen  ABDAB. 

Auf  diese  Art  kann  man  jeden  Kreis  oder  Kreisbogen  in  2, 
i,  8.  16  n.  s.  w.  in  jede  Potenz  von  2  eintheilen. 
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§.  3. 
Aufgabe. 

Von  oiiiem  i;e«»ebeiieii  Kreise  oder  Kreisbogen  • 
ii«>u  b^«ilimiiil»n  Theil  abzuschneiden. 

A  u  f  I  5  s  u  n  g. 

Mail  th«ile  d^ii  Kreis  oder  Kreisbogen  durch  Halbirong  na 
^.  *i.  und  §.  I.  iu  s»i«iche  Th«ile,  so  weit,  als  nothig.  Die  Zs 
d«>i  rhciU  soi  if ;  welches  eiue  Potens  voo  2  bedeutet,  also  dun 
('ai4|(V«iM«(o  IUIbir«n^  bis  auf  I  getheilt  werden  kann. 

b'«  ^OihaU«  sich  der  abiuschneidende  Bogen  :  zu  dem  g^< 
iHMicu  H\>;;vu  adec  Kr^se  y.  ^«ie  m:ii.  so  kann  man  folgend 
ISr\i(K>(  (u»a  ,tii«&cueu :   : :  t/       m  :  w.     Aus  dieser  Proportion  folgt  di 

U^U|^«  dii*.  );v<j4Achteu  B^^^e^Nis  :  = 

IVft  1II4U  di^  Ualbirutt|C  de«^  Kreisbogens  beliebig  fortsetiei 
W^im  uw  iuiiuer  k.(eiu^^c^  Thcil^  tu  erhalten,  so  ist  man  im  Stande 
»ich  dfH  iu4i(i^<iHi  l.^tt^^  des  Bo^ii^s  :  so  weit  zu  nähern,  al 
die  Hediu^Mu^^Ni  der  Au%ab«r  erA^rder«. 

S^t^d  der  5«  hailNr^Hidt^  ÜNfi^et«  sirlu-  kidn  wird,  kann  er  al 
e\iH^  «^5?4>*di^  Lui«o  h^rachiiK  «et4e«.  Eine  solche  läset  sid 
aun  h  (Ims^'M^cK  ^h  fH«K^«H  h<4iel>*ge»  Verhiltniss  theilen.  In  de 
IN^vU  ^xuU  de«  leCai^  kUnne'  Krwchdied  Anrdi  Schätzung  hestimsi 

K  e  i  s  f  i  e  l. 

K»  xe«  vIVl  fV  t^t  A -- V'jif.  IL  Pur,  ni  h.)  die  Länge  to 
>   de-ai   K\5^iRi«<^  v^^   K^^Ri^^tMl»  m  ^n^kn  imd  abznschneidei 

M«'^   tkv'<»e  «k>iA  Ki^^»s  A^  Km^Ki^'fn  T>ach  §.  L  nnd  §«2.  etw 
u  (U  (^K^.     Mm  «M  ^^^  «      <):.  tttsr^l,  also  z:64=31:9! 

HttM  '^i^c  4l6»^  ^M,^>  AhT  4hii^h  Hiilbtheilang  erhaltenen  Tic 
...«^<i;^«;ii4h&i^it^^iW  Ä^i^  k^VMM^  ndur  Kreisbogens  nehmen«  und  d 
uiwa  <^i^   Uau^vT  \^k    ^    Hill   hinmobend    grosser   Genaoigki 
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Es  ist  nur  nüthig,  die  Halblheilung  eo  weit  auszn- 
I  fahieo,  als  das  Bedürfnis»  erheischt     In  dem  vorliegenden 
liwird  man  nur  (heilen: 

|)er  Kreis  oder  Kreisbogen  faalbirf,  giebt  32  Tfaeile, 
Rer  Halbkreis  oder  halbe  Bogen  halbirt  giebt  16, 
iTuwwcben  16  und  32  halbirt  gieht  24, 
4)  zniHcben  16  und  24  halbirt  gicbt  20, 
SJ  z»ischeu  20  und  24  halbirt  giebt  22, 
I  20  und  22  halbirt  giebt  21, 

44    ,       „ 


'  97   ' 


7)  zwiscben  20  und  21   uird   man  >i:Lch 
schneiden,  nicht  ganz  die  Hälfte. 

Wenn   der   B»gen  zwischen   20  und    21    noch  x 
Ule,  so  wird  man  die  Halbtheilung  desselben  fortset: 

I  nedimals   etwa  in  4  Theile  theilen,    wodurch   man 

.1^  --'-•-Br    Theile  erhalten    wird.      In    der   Pra: 

I  Brecb   zuletzt    verkleinert  und   geschätzt,    z.  B.    hiei 
i 
=  g  setzen  und  dieses  Alaass   schätzen*). 


cen,  z.  B,  ihn 
4x44      176 


I   Kreis    oder   Kreisboi;en   in  eine  gegebene  un- 
Me  Anzahl  gleicher  Theile  zu  theilen**). 

A  u  f  I  r.  8  u  u  g. 

Es  sei  der  Kreis  oder  Kreisbogen  in  n  gleiche  Theile  zu 
Man  setze  n  =  p  +  j«,  wo  p  eine  Potenz  von  2  ist,  sich 
Hin  durch  Halbirung  in  einzelne  Tbeile  theilen  lagst.  Man  be- 
■fiMae  die   Länge  von    m  Theilen   nach  §.  3.     Durch  die  Länge 

')  Ü  ist  eigentlich  0,SU.  Uie  Differi^nz  \an  O.OU  ist  jedovh  al« 
Bl|(h(heil  einet  ohnehin  sehr  bleiiiun  GrÖMO  mEisteils  zn  TernnchlaHi- 
fn,  Wäre  sie  von  Bedeutung,  au  müaste  itie  Halhirung  noch  fortge- 
«bt  Metten. 

')  Iit  die  Tcrlaugle  Zahl  der  Theile  cini;  (gerade,  so  ilivlilirt  man 
4*  bng«  mit  2,  bis  ipao  eine  ungerade  Z»hl  erhält. 


laft  p,  Pfeii:    neUnng  des  Kreises 

von  m  Thtlltn  erhftit  man  auch  die  Länge  voti  p  Theilen,  w^. 
und  m  ilch  gegenseitiic  ergänien. 

Utn  Bogen  von  p  Theilen  theilt  man  durch  Halbtheil ui 
wudurcli  man  auch  in  getheilt  haben  wird,  da  die  Theile  von 
Utinen  von  p  gUich  »ind. 

B  e  i  s  p  i  e  1    I. 

D«  ««i  erat;  iL  Fig.  iVO  der  Kreis  in  5  Theile  zu  theilen 
Man  aeU«  5^4  ^1%  und  denke  genifiss  §.3.  den  Kreis  etwa  ii 

y^SSl  Th«U«  g^thi^Ut'^)«  Man  bestimme  den  Bogen  von  ?  dei 
KrtktNk  dttf^  du»  ProportUm: 

Mau  wiHi  aU^  halMr^Mi  au«»  y  ;=:2;!^  16^  8»  4,  6,  7,  und  iwiscbei 
^  VUHt  ^  dl^  ±  «^^t«^M*«  mI^  aher  durch  weitere  Halbiruag  bc 
allWMifNk»    NuauMhr  kaaa  aiaa  J»  ^  4  durch  Halbtheilung  thdtcn. 


Mau   «IKh^i^  44^411    krt^U  «44^ift&U$   mi  f  =  3i  Theile  gelhei 
uu4  kk^UuMlM^  ilW  L^^a^  vy«  1^  «1«^$  Kndb««»  «Iwdi  die  Propertioi 

Mkau  v^<^4^>  dbi^  «JM^  kirnst  iM^iuwr.  ;mi$  Si  i«  16.  ^i»  4»  6, 

S  I 

if  uavh  >;^r^^jl.ei  «i^iwi^  ¥Mi  ^r^di  i^  ^  TWiii^  :C?<^ANS!t  wm  «erdee, 

5  ^ 

und  t^cc<  ^nw]ls  <|j«^  i^^  %^m  ^  ^i^  Viimsit^     Xhum 

>ou  p  =  13'!-^^  ¥^  imifA\  kbifeihtui^  <iih«Ai<itkim.  ^vmbmA 


\  l  eb<K  di«}  ^läiK  Um  ^fkiA  ÜRA  t  Mi^^  ^  ^Ml 


'l  iesonderer  aeiuikticIK.  der  TAeiluiig  üiiich  dm  Zirkel. 

}  Theile  gelheilt    ist.      Mas    Verfahren,  um    ein 
Nslidgen  zu  Iheileu    isl  dasselbe,    nur  <lass  man  eventuell  den 
'  %eM  verUiigerti  niuss.    (Siehe  später)*), 


r»r  lehlerhalteii**). 


Ist  man  in  der  angegehenen  Weise  mit  einiger  Sorgfalt  ver- 
^retj,  namentlich  bei  Schätzung  des  znletitt  erHchei- 
neiideii  Bruchs,  verg,  §.  11.,  sa  ivird  nian  stets  auf  das  erste 
MbI  die  richtige  Länge  von  m  Theilen  gefunden  hohen,  um 
jedoch  zu  prüfen,  oh  m  richtig  bestimmt  ivorden,  erentuell  eine 
fclilerbafle  Bestimmung  zu  verhessern,  muss  man  vor  V'otlen- 
dangder  Theilung  so  viel  Theile  aus />  bestimmen,  dase  man 
diTOK  in  Theile  mit  der  aus  t/  erhaltenen  Länge  von  m  TheiUn 
rergleichen  kann.  Uadurclig  eiiiiinl  man  zugleich,  wie  man  seben 
irird,  für  die  nachfolgende  Theilung  des  ganeen  Kreises  oder 
Kreisbogens  im  Voraus  alle  richtigen  Maasse. 


gemacht,  so  werden 
aus  q  hestinimte  und 
;h  sein.     Istaberinder    ' 
en,  Bo  lässt  sich  dieser, 
1  Theile,  uus  dem  Fehler 


Balle  man  bei  (/  keinen  Feltler 
beide  Längen  von  m  Theilen,  die 
dieausp  bestimmte,  einander  glei 
EnililteluDg  von  m  ein  Fehler  vorgekomr 
liul  die  richtige  Länge  des  Bogens  Tür  i 
wllwt  bestimmen  auf  folgende  Art; 

Vergleicht  man  die  beiden  aus  if  und  aus  p  gefundenen  Län- 
^11  von  m  Theilen,  indem  man  sie  entweder  aufeinanderlegt, 
«u  geschehen  muss,  iveiin  man  n^^p-{-m  gesetzt  hätte,  oder 
indem  sie  von  selbst  auf  einander  fallen,  wie  solches  bei  n=^p—m 
statt  Qndet.  so   tvünle   sich,   wenn  ein  Fehler  begangen  worden, 

Unterschied  d,  der  gleich  sein  sollenden  Bogen  zeigen, 
in  m  aus  q  begangenen 


Deoat  I 


den   bei   der    flestimi 

I  ist,  me  gezeigt  werden  soU,  jederaeit  x 


Uan  findetdarum  die  ricfitige  Länge  von  m  Theilen, 
wenn  man  die  Diff'erez  d  der  aur  q  erhaltenen,  und  der 


sB  Figuren  durcli  kleine  Krcia 
■  Vcrgl,  Aumcrbiing  im  §.  T,  e 


nheilliiif  [ ,  die  lieidei 


Endpunlcte  vou  . 
Die  Armiriiug  \ 


.  Ffetl:     TtitUunii  des  Kretsef. 


aus  p  erhaltenen  Län| 
und  Kwar  gilt  diese  Regel  t 
Kreisea. 


setzte,    und  ein  unSchler, 
in  dem  ersten  Fall  j)  bleh 


I  Thellen  ^ 
1  Kreisbogen  a 


lal    nimmt 
3  low  ganxen 


r    Bruch,    wenn     man    n^p\m 

man   H  =  p — m  gesetzt  hat,  weil 
I  zweiten  p  grilsaer  als  »  iat. 


Uas  Gesagte  erhellt  aus   folgenden  tiründen: 
Es  sei  ein  Kreisbogen  in  n  Theile  zu  theilei 


Erster  Fall.     Hat  man  n: 
(Taf.I.  Fig.lV.)    nach   §.3.   di« 


■.p-\-m  gesetzt,  ho  schneide  nr 
vermeintlich  richtige  Länge  \ 
i  Theilen  =  BC  ab.  Der  hei  ßC  hegangene  Fehler  sd 
nämlich  £Ci=ni+ar,  so  ist  der  Fehler  von  p  Theilen,  als?  \ 
AC  ebenfalls  x,  so  ^nar,  dass  AC  um  x  zu  gross  ist,  wenn  SC 
um  X  zu  klein  war,  und  uni°;ekeh[t.  War  also  BC  —  mi^a:,  «e 
ist  AC:=p^^x. 

Man   theile  AC  durch   Halbirung  so    weit,  bis  mau  davaa 
Theile  abnehmen  kann.     Der  Fehler  jedes    einzelnen    Tiieils  vi 

^Coder  B  wird  sein  -,  der  Fehler  von  m  Theilen  also   - 
P  P 

aus  der   Halbtheilung  von   AC  gefundene   Länge  von    m  Tbeili 

wird  demnach  sein   mT^ — "}. 
P 

Man   vergleiche   die  Länge  BC  =  mizx  mit   der   L&iige  ^ 

BC=mi=— .   indem    man  BC    von  B  aus  gegen  C  überträgt 

so  sei  der  Unterschied  beidei 


P 
und  da 


+^+^ 


•)  Der  lJntsrsciii<:d  viin  tiC  und  /!C'  ist,  ilor  l>tii(liclikcit  «egen.H 
Figuren  viel  grösser  angeiifiininen  worden,  bU  es  Uei  der  |irabtl 
Anaführan^  vDrIcommen  kann. 
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/  80  ist: 


d  =  db  ■"  •  ^     und     a:  =  +  - .  rf. 


Man  iTird  in  der  Praxis  den  Bruch  -  annähernd  in  einen  sehr 

einfachen  verwandeln,   was  ohne  Fehler  geschehen  kann^  weil  d 
;  nur  sehr  klein  ist,  oder  man  wird  den  Biroch. mittels  einer  IM ikro- 

meterschraube  übertragen^  und  so  wird  man  CC"  ^=^-,d  =  a;  be- 
stimmen und  auf  diese  Art  AC"  als  die  richtige  Länge  von  p 
Tbeilen  erhalten.  Man  wird  nunmehr  AC"  durch  fortgesetzte 
OalbiruDg  eintheilen.  '  Man  kann  darauf  von  AC  so  viele  Theile 
^DC"  abnehmen,  dass  DC  zu  C"B  hinzugefügt  ebenfalls  eine 
Potenz  von  2  giebt,  so  dass  man  also  BD  ebenfalls  durch  Hai- 
biniDg  eint  heilt.  Ist  man  richtig  verfahren,  so  wird  die  Halbitung 
von  BD  genau  auf  den  Punkt  C  zurückführen. 

Beispiel    3. 
Es  sei   der  Bogen   eines  rechten  Winkels  (Taf.  IL  Fig.  VII.) 
in  s  Grade,  also  in  270  Theile  einzutheilen.     Man  setzt 

Es  ist  also  in  der  Formel 

p  =  128, 
wi  =  7, 
135  =  128+7. 

suche  erst  die  Länge  von  7  Theilen  nach  §.3.  Angenom- 
men, man  habe  bei  dieser  Bestimmung  einen  Fehler  a:  begangen, 
80  wird  BC=  mjrx  sein. 

Man  theiit  0  bis  128  durch  Halbtheilung,  wobei  man  jedoch 
die  Tbeiiung  nur  so  weit  ausführt^)  bis  man  7  Theile  erhalten 
H  die  man  von  B  aus  nach  BC  überträgt  (Vgl.  Taf.  I.  Fig.  VI.). 

Die  Differenz  CO  =d  wird  -.a;=  töö*"^  ^^^  ^^^135**^   ®®*°^ 


*)  Nämlich  128,  64,  32,  16,  8,  4,  6,  7. 


^ 


r 


hü: 


.  tftil:     TheUunij  des  i 


»u  lioss  wut  bin  t^n?  u«rl(liche  Fehler  x=zd  und  .1(7"  = 
MtettB  ItMitn*).  Man  i^ixl  also  die  Uaihtlieilung  von  AC  aus 
na.  U0  mM  I  Theil  Ci>  lu  fiC"  hinzulügeir  kaon,  nnd  e 
lul  8  Theil«  =  B/i  ^rlapgl.  Uaoii  Iheile  mao  BD  durch  K 
tb«Uun^.  Ut  man  richtig  rerrahren,  so  muss  die  Theilung 
den  Punkt  C"  treffen. 

{■"tiidet  die  Cebercin^tinimun!;  Statt,  so  rshrt  man  die  T 
■uns  vollständig  nait.  Die-  in  der  F0rl3ufigen  Tbeilung  bereits 
halleneo  Mnasse  dienen  tiierb«!  als  HiirsmÜtel. 

^weitet  Fall.  Halte  man  n=p—m  gesetst,  an  muas 
den  KreUbogen  verlängern,  nnd  BC  (Tal.  I.  Flg.  VI».)  als 
iiauh  S- 3.  keetiiumte  Länge  vun  tn  Tfieilen  von  B  nach  €  ü 
(ragen.  Wäre  dieses  Maa«s  nicht  richtig  bestimmt  norden,  si 
det  bei  BC  begangene  Fehler  x,  dann  ist  der  Fehler  von  AC  i 
von  ^  Tbeilen  ebenralU  x,  so  /ivar,  dass  nenn  £C  um  x 
gross  oder  zu  Mein  war,  auch  AC  um  x  zu  gross  oder  zu  b 
ist.     War  also  BC=m±x,  so  ist  auch  AC  =  p±:t. 

Man  tbeile  AC=p:izX  durch  Halblheilung  so  iveit,  bis  I 
davuii  7H  Theile  erhält;  es  werden  beide  Längen  von  m  ein« 
beinahe  decken.     Der   Fehler  jedes   einzelnen   Theiles  tvird  i 

-,  und  also  der  Fehler  von  m  Theilen   — .     Die  durch  Halbl 

luiig  aus  Af  gel'undene  Lange  von  m  Theilen  nlrd  also  sein 

B'C=«i  +  —- 

~  P 

Man  vergleiche  beide  Längen  von  m  Theilen,  sio  ist  ihr 
lerschied  * 


ital  da 

p  —  ni=:n. 
,u  ist  au<:h  in  diesem  Falle: 

rf  =  ±— .X    aod    x  =  -.d. 


■>  tat  iMtl«[  —  =0^  int  Itii  der  Kleinb«il,  welche  ä  äberh 
•ui>  KabMi  kuuil  tiicltl  leicht  wahrnehmlar.  in  «oweit  man  nicht 
KtlttWUHKattlMar  anwendet. 


mli  Öesonilerei  Beniclislclit.  der  Theiliimj  üiiich  ileii  Y.Ukel.    |Ö8  ] 


Mail   »ird  i 


elienl'alU  der 


unächleri   Bruch   *-  in  j 


eioen   sehr  einlachen   vcr»'anili]lri. 

»ünimen.     Man  ivird  Jie  Länge  B-'C  von  B  aus  nach  BC"  über 

tragen,  und  aul'  diese  Aft  AC"  als  die  richtige  Länge  von  p  Thei- 


leli  «rllalten,  noriius  m 
man  richtig  verfahren,  . 
B  zuriickrühren. 


durch  Ualbtheilung  p  Theile  findet.     Ist 
niuss  die  Theilung  genau  auT  den  Puu&t  ] 


Es  sei  (Tun.  Fig.  IX.)  der  llalhkreis  AB  in  Hundert  TheileJ 
zulheilen      Man  setze    ^=55  =  32— 7.  so  dass  in  der  Formel; 


an  verlängere')  den  Halbkreis  AB,  oder  U  bis  28,  entspre- 

and    trage  von    B   also  la  aus   di»    nach    g, -}.   bestimmte 

von  q  =  ^  Theilen   nach    C  also  32   mithin   ist  25  bis  32 

=  wi±;F.     Mau  ermittle  durch  Hatblheilung  von  p=x32=.^C 

^:p  bis  33  ebenfalls  7  Theile.     Wären   die  7  Theile  im   An- 

t  richtig  bestimmt  vrorden,  n-ie  wahrscheinlich   der  Fall  sein 

V,  so  mueste  die  Theilung  auf  25  zufflck fähren.     Wäre  jedoch 

rsprünglichen  Bestimmung  von  7  Theilen  ein  Fehler,  x 

gemacni   Horden,  so   ergeben    beide  Längen,   BC  MnA  B'C  eivia 

\  eine  Differenz: 

25  ^  32 


BB=d—' 


-32" -^ 


und 


"25 


d. 


1  *^ 

I  AnaUtt  ög  «^ird  t 

32      4      . 


I    bei   der  Kleinheit   von  d  ohne  merklichen  1 

**>.     Man   wird  also  ein   Drittheil   von   BB' 

\,  und  so  B"C  als  die  wirlcliche  Länge  von 
e  man  von  25  aus  nach  32  als  BC' 
AC-  die  richtige    LHnge  von  32 


ITergt.  äberall  Tnf.I.  Fig.  VIII. 
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werden  soll,  so  nird  man  diese  Zahl  als  die  Summe   oder  Diffe- 
Tenz  von  ZH'ei  anderen  betrachten  künnen,  deren  eine  j, 
tenz  von  'i.  also  durch  Halhirung  zu  tbeileri  bt.     Man  kann  alao 
desmal  setzen  n^p-^m. 

Man   bestimme  nach  §.  3.  aus  tj  die  Länge  von  m  Tbeilen, 

Lil  Iheile    dann    'p    durch    Hallitheilung  nach    ^.  2.  und  §.  I.,  bis 

man  aus  p  etwa  m  Theile  abnehmen  kann.     Stimmen  beide  Maasse 

m  liberein,   ao    war  m  gleich    Anfangs   richtig  bestimmt,  und 

man  kann  den  Kreis  durch  Halbtheilung  von  p  Iheilen.     War  aber 

tn  nicht   richtig  bestimmt,    so    nlid    die   für   m   Theile  gefundene 

Lange   ÄB=mi^x   (Taf.  !1.  Fig.  XI.    und    Taf.  I.  Fig.  XIII.),  wo 

den  begangenen  Fehler  bedeutet. 

Erster  Fall.  Hat  man  ti^jj  +  hi  gesetzt,  und  tvar  etna 
•JLB  (Taf.  11.  Fig.  XI.)  um  .-r  zu  gross  oder  zu  klein  angenommen 

notden,  6«  musste  ACB  aU  die  ohngembre  Länge  von  p  Tbei- 
JISB  nni  X  zu  klein  oder  zu  gross  »erden.     War  also  AB  =  mj^x, 

lO  wirft  ACB=p^x  sein. 


1 


neit   getbeilt,  dass 

>ieses  geschieht  am 

lange    balblrt,    bis 


Man  hatte  ACB  durch  Halbtheilung  . 
man  "1  Theile  davon  abnehmen  konnte. 
1tast«n,    wenn   mitti    zivischen    ß    und    C 

Aßtt^  I  ist,  weil  dann  AD—BD=AB=m  und  auch  BC-BD 
^CD^m,  also  AB^CD  wird.  Der  Fehler  jedes  einzelnen 
if^iU  von  p  wird  sein  -,  und  also  der  Fehler  von  m  Theilen 
ie  aus  der  Halbtheilung  von  ACB  oder  p  gefundene  Länge 

»DO  m   Theilen  wird  also  sein    CD  —  AB'  =m  + 

Man  vergleiche  die  Länge  ABi^m:\zX  mit  der  Länge 
'aD  =  AB  =  m^'^, 
A  aus  gegen  B  überträgt,  so  ist  der  unter- 


en man  Cü  v 
«dlied  beider: 


BB' 


^d^  AB-AB-  =  [m^x)-{m^-')=^xt- 


Ua  nach  ili 
lief  Bruch   "  a: 
so  aus  BB"  =  d  tli< 
fall;! : 

«ler  rlcbtige  Bo!;cii  für  m  Theüe. 

Man  winl  tiutimehr  aus  A  und  B"  den  Bogen  AC 
mala  in  C"  halbiren,  ferner  nochmals  durch  Ualbtheilun|;  fod  Ä 
die  m  Thril»  fiiidun,  und  sind  diese  genau  =AB",  so  tvird  I 
mit  der  HaIhtheiluD»  von  AD  und  AC"  vorgehen.  Dabei  i 
man  auch  aus  C  über  D  gegen  B  so  viele  Theile  unmitle 
erhallen,  dass  die  Theilungcn  mischen  C  und  O  ebenralls  di 
fortgeaeUte  Ualliiritng  aufgeführt  «erden  l;ann.  War  man  i 
litr  verl'ahren,  so  niusste  die  Theilung  auf  B"  und  D  zurückOli 


Beispiel    6. 

War  der  Kreis  in  93  Theile  üu  Iheilen  and  93  =  64  +  2!) 
setzt  worden,  so  muaste   man    den   Bogen    von   29   Tbeileu 

,  al^o    AB=i  =  ^ 
inthallen,  nls» 


(T«r. ).  Fig.  XII.)   nach    §.3.   bestimmen 
setzen.    Es  konnte  g  eina  1'28  Theile  t 


AB^ 


85 


-39,r„ 


Um    n.M.    auR    diesen 

Thcilen    nocbm-ils  m  =  2d  zu    bekomi 

(heilte  man  p=ACB  in   C  in  »wei  Theile,    die   HällJe  nochn 

und  so  Tort,  bis  man  . 

AD  =  3-2  Theilo  bekanf.  nämlich  man  Ihe 

zwischen 

29  und  93  (-2«)  +  32)  =  61 , . ..  C.     ^ 

., 

2!l     „     61  (29+ 16)  =  45.             '^M 

„ 

29     ,.     45  (29+   8)  =  37.              ^M 

29     ,.     37  (29  +  4)  =  33,             H 

.. 

29     .,     33  (29  +   2)  =  3K             ^M 

Emu  VO=6l-S2  =  -2Q  Theilen.  und  es  wurde  CO= 
mh   UehertiaiguDg  xu  prüfen    hatte.     Beide  LSi 


V  tfWiulerer  lifrßcksleht.  iln-  T/iefhing  durch  ilfti  '/.iikel.    H}7 

I  ron  39  Tli«ilen  muteten  überein^Hmmen,  wenn    man  tiei  der  ße- 
I  tümmuiig  von  AB  keinen  Fehler  begani^en  hatte. 

Obschnn   ein  solcher   Feliler   bei    einiger   8or<rriilt    nicht   vor- 

I  kommt,  so  setzen  «ir  doch  er  sei  be^^in^en  uorden,     Man  mussle 

Bf,».  Fig.  Xl.)  AW  =  CD,  Foii  A  aus  gesen  ß  ölierlragen  iiiid 


=  0,6«a   last  =^..  also  3:  =  ^ßff'. 


■•gletdie  Theile,  und  i 


I  den  I 


chlii: 


I  Bog« 


ichte  BB-  =  ^BB',  «odurch  i 
von  -29  Ahlheiluiigen  erhielt. 


\  batte  man  nochmals  (vergl.  Taf.  II.    Fig.  Xl)   den  Bogen 

1^  C"  ZD  halbiren,  darauf  nnchmals  die  erhaltene  Prohe  su 

kn.  und  fand   men   C'/J"  genau   =  ß"A,   so  konnten 

friwischen  0  und  32,   mischen   29    und  61   und  zniBchen 

{  durch  fortwährende  Halbtheümi»    die  einzelnen   Theile 

\  werden.      Die    richtigen    Maa^se    fanden    sich  bereits   ir 

Stiitofigen  Theiliing  gegeben. 

Ziveiter  Fall.  Hatte  man  u  =  p  —  m  gesetzt,  und  bei  der 
Bofllmmung  von  AB  {Taf  I.  Fig.  Xlll.)  einen  Fehler  gemacht, 
IBi«[auch  hier  AB^^m^x,  und  auch  der  übergreifende  Bogen 
inCÄB  =  p±x,  «eil  ABCAB  um  ehen  so  viel  m  tjross  oder 
n  klein  wird,  als  AB  zu  gross  oder  zu  kleiu  vm. 

Man  theile  ABCAB  durch  Hnlblheüong  nach  §.2.  und  g.  I. 
n  Weit,  dass  man  m  Theile  davon  ahnehmon  kann.     Der  Fehler 


^R  einzelnen   Theils   «ird    ,-^cin   y    «n.l   also 

iler 

■ehler 

theilfln   — . 
P 

Man  vergleiche  die  Länge  A/i^  )n  +  .T  n 

t    de 

r  darü 

(Bodtti  Länge  AB'  =  m+— .     Ihre   Differenz 

sf 

\^  J'feii:     r/keidmmf  des  kreiset 

Vuch  hinr  ^%ird  mau  aea  Brmrb  aaaahgrnd  iu  einen  seh 
'ovh«»   ^erMaii«itfiiK  uud  so  au»  ßÜ'  ^d  die  riditige  Grus» 

11$    ier     «chri^^e  Ho:£e4i    ür    n    fheiie. 

^lau  ^«ini    luiitueiir    ieii   üo^eii  AßVAB"  Docimiais  in  C 

iirtrii.     t?rti«r    ttM^iimaic^  äur«.«!    HaibÜMiluu^  voo   ABC**  die  l 

villi    '•    VTi«itei»    eituiitetu.    «uü   'r«tfeii  «iiese.   wie    der   Fall 

«trti.  ^^uaiA    Uli    li^'   :u9n4imüi«4i.  >4i  vkku  ituui  die  Theilnag  i 


Wir    :^<    (\r^i«i     Tai.  l.   rl*;.  \1V.;     o  yr  Theiie   2k  tfa 
«4i   ^e«£te    iHiit    'T  =  '.*^>-  JJ.     Hut   ermittelte  ^ufMcbec  «Im 

4.«ll     -Uli     li      r?l«;ueil     :^     iß   'luCfl    ^  1^    il 


<'«4zte,     iftu    iientut     .eit    r(iiAiieii««i   ij«»icea  ^oit  -11  Tbeiiee  n 

uai^    -u»    :ec    liiiU&nciiuii^     jü    »  =s  AßV^^ß  jeica    lÜtf  Tfa 
}e$nirui(is    -aiiiuLü     lui;    'ju>9«e     !M«e«i   .^  32»  I6L  il«  'Üi;  jQ 

'^V^ic    ivi     er    ^eabiimuiuir^     m    iß  imi^  i  %eMt  FeUer  6« 
,e«!    rnniefi.   >*>    u.u»»4cfH     t.t>    :ua    ii^T   itt»i&flMHMiiaiiee> 


••^'  -  =-  -  --  ii  -• 

.••'I 


lan    3ifs«T*    Ulf     ^:i'   -=.  '    T    .  "'le'^e    !«*«<#<,     {im  4  tUi 
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imebr  hatte  man  ans  A  and  &'  nochmals  i]en_  Bof^en 
C"  zu  halhiren,  nnd  zuletzt  durch  Halbtheilung  vor 
und  B"AC'  zunächst  vrietter  den  Bogen  von  31  Thellen, 
'ijB=97bi8  31  in  Taf.  I.  Fig.  XIV.  und  schliesBÜch  die  einzelnen 
Theile  zu  finden,  indem  man  zwischen  Ö7  und  64  den  Bogen 
ABC  und  gegenüber  Efriachen  31  und  64  über  97  hinneg  den 
Bogen  CAB  (»7-64  f  31  =  61}  hei  96  halbirle.  Das  Uehrige 
d«  Theilaßg  hat  keine  Schiriengkeil. 

Diese  Etürterung  zeigt,  daas  in  allen  Fällen,  no  Kreise  oder 
Kteiebogen  getheilt  werden  sollen,  der  bei  der  Bestimmung  von 
H  begangene  Fehler  x  gleich  ist  tl,  dem  Unterschied  aus  den 
Briden  Längen  von  m,  niultiplicirt  mit  einem  Bruch,  dessen 
ZlUet  p,  und  dessen  Nenner  n  ist,  ifie  dieses  in  $.  5.  behauptet 
Wurfe  *). 

Bie  in  §.  5.  bis  §.  7.  entwickelte  Berichtigungsniethode  wird 
Fonebnlich  alsdnan  Annendung  finden,  wo  der  einzutbeilende 
Krtis  in  der  Art  unterbrochen  ist,  dass  sich  eine  fortgesetzte 
Halbimng  von  q  nicht  ausführen  l£ast,  wie  dieses  z.  B.  der  Fall 
i(l,  wenD  ein  Kadmodell,  oder  ein  fertiges  Rad  auf  den  Kämmen 
(«tlieiit  wenlen  soll.  In  diesem  Falle  uürden  die  Theilungspunkte 
KU  der  Halliirung  von  ^  zwischen  die  Kämme  zu  liegen  kommen, 
nibnud  die  Theilungspunkte  aus  der  Halbirung  von  p  säramtlich 
»f  die  Kämme  fallen. 


4 


D  Kreis  oder  einen  Kreisbogen  »"ach  einem  belie- 
VeihältnisB  in  ungleiche  Theile  eu  theilen. 


k  seien  die  Theile,  in  welche  der  Kreis  oder  der  Kreisbo- 
Ittieilt  iverden  soll,  r,  jr,  t,  u.     Man  bringe  die  Zahlen,  wenn 

1  äbrigeni  tienierkt,  ilasg  eine  BerlcIitiguDg  von  m  aeltener  ja 
if  BAthwenilig  ein  wird,  anbalil  bei  der  Beetimmunp;  noi  der  llulb- 
[  des  Kreiiea  oder  Biigena  aus  9  votnichtig  verfahren  worden, 
iePunklo  A  nnA  B  mit  Centnimzäpfclien  armirt  hatte. 
I  q  gefnndene  Länge  Tora  Wl  Thciien  atiinmt  mit  der  au«  P  ge- 
I  filst  jederzeit  uberein,  indem  die  sehr  kleinen,  liei  der  Halb!- 
k  begehenden  Fehler  in  der  Kegel  nach  entgegengesetzten  Seilen 
12 


'.  Pfeil:     Thfilvng  iles  li'n 


^ 


Brüche  rorhanden  sind,  aaf  gleiche  Nenner,  und  setze  die  Summ< 
der  Zähler  von  r  +  «  +  (+ h  =  w.  Darauf  theile  man  den  Krei. 
oder  Kreishogeu  nach  §.  7.  in  »  Theile,  indem  man  jedoch  dl 
Tfaeilung  nur  so  weil  iiusführt,  dass  die  verlangten  Theilungs 
punkte  sich  ergehen. 


Es  sei  der  Kreis  so  einziftheilen .  dn.ss  die  Theilungen  de 
Monatslängen  in  einem  Jahr  enlsji rechen.  Man  setze  (Taf, 
Fig.  XV.)  M  — 3K  (hezöglich  366)  und  theile  nach  §.  ?.  den  Kr»' 
so,  als  ob  man  36S  Theile  erhalten  wolle,  bezeichne  jvdoch  »1 
die  Bauptth eilungen,  etwa  ie  16.  Hierauf  gehe  man  jedem  Moni 
seine  entsprechende  Anzahl  Tage,  und  führe  auch  die  Theiluo 
nur  an  den  entsprechenden  Stellen  aus.  Taf.  I.  Fig.  XV.  erklfii 
das  Verfahren  hinlänglich, 


Wahl  zwischen   n=p-|-">  und  ii=p — m. 
Man   wird  am  bequemsten  p    so  wählen,  dass  m 


klein  ist. 

Uieses  geecliieht,  »et 
^  ist,   n  =  />  +  m  setzt  c 


1  allen  Füllen,  wo  m  klal 
To  m  grüsser  ab  ^  sein  J 


lieber 


wählt,  worfurch  dann  wieder  r 


Nachfolgende  Tabelle 
wählende  Formel. 


Für  die  Theiluog  3. 
..      -  „  5. 

Zwischen       8  und     VI. 


eigt  die    für  bestimmte  Theiluiq 
wird  gewählt: 

Für  die  Theilung  | 


«eben 


24 


tu,  unil  »Uli  darum  m>fhel«.-ii  imrl 
iiiut  ein  Fehler  dailiirrli  vor. 
W  BUa  g  der  Bracli  am  Ende 
>vlk<iltt  wurde.     Verul.  %■  II. 


4».  IcicbJI 
!T  Beitil 

i    Dicht     I 


leben     32  tinil     48. 


■  /'/ffiliirig  liurc/i  den  Zirkel.    171 

Zwischen     48  and    64. 
138    .,    256. 


\\wm  auch  die  entgeguageat-tzte  Formel  gebraucht  iverdeu, 
I  Um  Hälfte  ron  p  nicbt  allKUMeil  Qbersch reitet. 


Die  Wahl  Her  Ziffer  für  q. 

Dieselbe  richlet  sich  nach  der  GrDsee  des  zu  theilenden 
Knbes  oder  Kreisbogens,  und  ist  im  Uebrigen  ti-illkürlich,  sobald 
nt  fwie  gesagt  eine  Polenn  von  2  ist,  d.  h.  sobald  sich  q  durch 
H^bÜKilung  auf  Eins  (heilen  lässt.  Die  Ziffern  welche  q  haben 
M,«x,A  aiso!  2,  4,  8,  16,  32,  64,  128,250,  512,  J024,  u.  s.  vv. 
U«n  iviblt  bequem  etwa   eine  solche  Ziffer,  wobei  die  einzelnen 


y  und  I   Zoll    faller 
TLelluiigen  gut  daneben  t^vtireiben  kt 


1   die  Zahl   der 


00 

f 


würde  man  z.  ü.  bei  einem  Kreise  von  1  Fuss  Durch- 
oder ISO  Viertelzoll  UiuTang  ^=256  setzen,  bei  einem 
ron  lU  Fuss  Durchmesser  (/  =  2U48,  u.  s.  iv.  \ 


.  II. 


Der  durch  die  Malbtheilung  möglicher  Weise  zu 
•  Bgehende  Fehler  kann  höchstens  doppelt  so  gross  werden, 
iIe  derjenise,  nelcher  bei  der  Halbtheilung  eines  einzelnen  Bo- 
(*«<  begangen  werden  kann. 

Dieses  erhellt  aus  folgender  BetTachtung.  Angenommen,  es 
'ei  ein  Kreis  oder  Kreisbogen  z.  B.  in  128  Theile  getbeilt,  so 
l«ltieUäIfte  1)4,  das  Vieriheil  32,  u.  s.  w.,  bis  auf  einen  Theil 
lierib  musste  7mal  getbeilt  werden. 

Gesetzt,  es  sei  der  grüsste,  bei  der  llaihtheilniig  zu  begebende 
^r  (Q,  und  dieser  Fehler  sei  bei  jeder  Halbirung  begangen 
totJen,  gesetzt  ferner,  es  üelen  alle  Fehler  nach  einer  Seite  hin, 
*>i>in|  die  Summe  aller  dieser  Fehl«r  den  am  Ende  begehenden 
fjhler  darstellen. 
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Uer,  bei  64  begangene  Feliler  w  nird  ßmal  balbirt,fl 

also  am  Ende  tnil  ^7  erachetüen. 
64 

Der  hei  32  begangene,  eben  so  grosse  Fehler  wird  S 

birt,  erscheint  also  am  Ende  mit  ir,- 

Ebenso   erscheint    der    bei    Iß  Thetlen  began|;ene  Fei 

Ende  mit  -i-A'  ^^'  ''^i  ^  begangene  Fehler   mit  tt, 

der  bei  einem  Tbeil  begangene  Fehler  mit  ic. 

Es  ist  also   die   Summe  aller  dieser  Fehler,  n 
auTeine  8eile  gefallen  sein  sollten 

*"  +  V  ■*"  A  ■*"  «  +  ifi  +  ä^  "*"  fii  ' 


Dieses  wCirde  auch  für  den  Fall  gellen,  trenn  m 
B,   256,  513,   U.S.  w.  angenommen  gehalit  hStte,  i 
der  am  Ende  begangene  Fehler  unter  w  bleiben. 

Ans  dieser  DarsteiluDi;  erhellt  zugleich,  dase  die  : 
gehenden  Fehler  um  so  wirksamer  werden,  wenn  s\ 
bei  mehr  vorgeschrittener  Theilung  begangen  word£ 
id,  und  (lass  in  der  Praxis  die  Genauigkeit  des  R' 
snltats  baujitsächlich  von  der  richtigen  Schätzung  d« 
kleinen  Bruchs  am  Ende  abhängt,  weil  die  kleinen,  in  d 
Halbirung  begangenen  Fehler  theils  an  sich  sehr  unltedeutd 
sind,  theils  in  der  Regel  nach  entgegengesetzten  Seiten  falle 
nnd  sich  ausgleichen  werden. 


I 


Man   kann   also  die  Tbeilung  jedes   Kreisbogens 
ganzen  Kreises  nach  folgenden  Regeln  ausführen: 

1)  Setze  die  Zahl  der  Theile  n  =  p±m,  wo  p  eine  Zahl  i« 
welche  sich  durch   Halbtheilung  bis    auf  I    theilen    ISsst.  also 
,  8,  16,  32,  u.  s.  w.  mit  Berücksichtigung  von  \ 


*)  Für  Mvhtmatheinatiker 


J 


besondtrer  Berückslc/it.  tler  ilieUuug  durch  ilen  Zrlket.     173 


Bestimme   die   Länge  vod   m   Tfaeiteii,   nach    §.3.  aus  der 
keilung  des  ganzen  zu  theilenden  Kreises  oder  Kreisbogens 
?«nv«iide  insbesondere  aul'  die  Scbützung  des  letzten  Brucbs 
He  grüsste  Sorgfalt.     Es  darf  ^  ebenfalls  iior  als  eine  der  obigen 
Zihleo  aiigeüomnien  werden. 

3)  Finde  die    Länge  von   m  Theilen   itochmats,    aber    darcb 
Balbtbeilung  des  Bogen»  von  p  Tbeilen. 

4)  Stimmen   beide   Längen,  wie    irahrscbeinlich,  überein,  so 
Tdllende  die  Tbeiluiig  durch  Halbirung  von  p. 


Sollten  beide  Längen  jedoch  nicht  genau  iiliereinslironien, 
SO  (rar  m  ton  Anfang  unrichtig  bestimmt.     Dann 

S]  Finde  die  Differenz  beider  Bogen  von  m  Tbeilen  gleich  d, 
iniea  du  die  Bogen  von  einander  abziehest. 

6)  Aus  dieser  Differenz  hestininie  den  bei  m  begangenen  Feh- 
Iw  a,  indem  du  d  mit  -  multiplicirst,  also  rr  =  ^xri  setzest, 
n\m  der  Bruch  verkleinert  wird. 

7)  Nacbdem  ro  die  richtige  Länge  von  m  Theilen  ermittelt 
"«den,  tbeile  den  Bogen  von  p  Theilen  durch  fortgesetzte  Hal- 
tnning,  wodurch  auch  der  Bogen  von  m  Theilen  gelbeill  sein  h 


Auf  die  in  vorstehendem  erwähnte  Weise  können  alle  belie- 
hen Theilungen  des  Kreises  oder  eines  Kreisbogens  mit  ganz 
Elciclier  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  ausgeführt  werden. 

Eb  mögen  hier  noch  einige  .'Aufgaben  folgen: 

9)  Um  z.  B.  den  Kreisbogen  in  3  Theile  zu  theilen,  setze  man 
(TaLI.  Fig.XVI.)  3  =  2-1-],  denke    den    Bogen   etwa    in  9  =  16 

"Theile  getbeilt,  und  schneide   -3^=5|    solcher    Tbeile    ab.      Den 

1^  bleibenden  Bogen  theile  man  in  ;)  =  2  Theile,  und  ver- 
EMcbe  einen  der  Theile  mit  dem  abgeschnittenen  Bogen.  Ist 
^'^  Hfilfle  dem  abgeschnittenen   Bogen    nicht    gleich,   so  nehme 

IIa  von  dem  Unterschied   s,  und  es  wird    dadurch   die  richtige 

I-bge  eines  Drittbeils  gefunden  sein. 

Man  hätte  auch  3  =  4  —  1  setzen  können,  wo  man  dann  den 
''tgeD  verlängern  musste. 
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10)  War  etwa  der  Kreis  (Taf.  IL  Fig.  XVU.)  in  7  Theile  s 
theilen^  80  würde  man  7  =  8 — 1  setzen^  also  w  =  7,  p=S,  m^ 
Man  konnte  nun  den  Kreis  etwa  in  ^  =  128  Theile  getheilt  de 
ken,  und  setzen: 

2:128  =  1:7, 

woraus : 

128      ,^2 

Z  =  -y-  =  lö= 

folgt. 

Man  würde  also  durch  Halbtheilung  des  Kreises  finden  1^ 
64,  32,  16,  24,  20,  18,  19  und   zwischen  18  und  19    die  Län 

2 

=  =  0,286  sehätzen,    wie  §.3.  am    Ende  gezeigt  wurde*).     M. 

halbirte  nunmehr  /?;   zwischen  1   und  7  und  zwar  4,  2,  I.    Ti 
dieser  Theil   wider  Erwarten   nicht  auf  die  Länge  m  aus  9, 

7 
ergäbe   sich    (Taf.  L  Fig.  XIII.)    eine    Differenz    BB'z=:d=s^ 

und  X  =  jd.     Man    würde    also    BB'    in    7  Theile  oder  aucb 

Theile**)  theiien,  und  davon  8  oder  respective  9  Theile  von 
über  B'    hinaus  nach  B''  übertragen ,   und  a:  =  BB"'  und   an 
AB"  =  m  Abtheilungen  erhalten. 

11)  Wäre  ein    andermal    der   Kreis   (Taf.  II.  Fig.  XVIII.) 
39  Theile  zu  theiien,  so  würde  man 

%  =  39  =  32  +  7 

setzen,  und  aus  der  Halbtheilung  von  vielleicht  q  =  512  finden 

2;S12  =  7:39-, 

also 

512x7  35 

*—      39      ""^^39* 

Man  würde  den  Kreis  theiien  512,  256,  128,  64,  96,  80,  £ 

92,  90,  91  and  zwischen  91  und  92,  vielleicht  durch  weitere  Hai 

35 
theilung  nach  §.  3.,  den  Bruch  ^  angeben,  und  so  den  Bogen  f 

7  Theile  erhalten.    Hierauf  würde  man  p  halbiren  zwischen  7  um 


*)  Es  sind  hier   und   in    den    folgenden   Beispielen   grössere   Krel 
TOrausgesetzt,  als  die  Figuren  angeben. 
**)  Was  der  Kleinheit  wegen  angeht. 


F-'' 

f 


mit  besonderer  BerüchsichL  der  TheUung  durch  den  Zirkel.    175 


I,  D&fflich  23,  15,  19,  17,  16,  die  so  erhaltene  Länge  von  16  bis 

23,  abo  von  7  Theilen  mit  der  Länge  von  39  bis  7  vergleichen. 

32 
Fände  sieh    ein  Unterschied,    so   wurde   man  x:=i7^..d   finden 

o9 

32      32  4 

Man  würde,  weil  der  Bruch  unbequem  ist,  öq=  7n>  oder  g  setzeut 

4 
und  g.rf  von  B  aus  gegen  B'  (Taf.  1.  Fig.  Xlll.)  hin  nach  BB"  =  x 

7 
übertragen  und  AB*'  als  den  richtigen  Bogen  von  öq  erhalten. 

Für  die  praktische  Ausführung  wird  man  bisweilen  BB*  =^  BB' 
setzen  können,  sobald  BB'  und  m  nur  klein  sind.     80 

12)  wäre  z.B.    die  Theilung  des  Kreise^  (Taf.  IL  Fig.  XIX.) 
in  31  =  32  —  1  Theile  zu  bewirken,  so  würde  man: 

1:64=1:31, 


,-,64_     2 
*"~31""'^31 

m,  darauf  den  übergreifenden  Bogen  31,  1,  16,  31,  1 
dnrch  Halbirung  {heilen,  nämlich  16,  8,  4,  2,  1,  und  wenn  es  nö- 
Ibig  wäre  eine  Differenz  BB*  =  d  berichtigen,  indem  man 


32  j      ^ 


setzte. 


13)  Es  sei  hier  noch  die  Theilung  des  Kreises  (Taf.  II.  Fig.  XX.) 
*  360  Grade  angegeben.     Da  360  =  8x45,  so  wird    man  den. 
^is  in  45  Theile   zu  theilen,  und  diese  durch  Halbtheilung  auf 
^  zu  bringen  haben. 

Es  ist  45  =  32  + 13,  also  w  =  45,  p  ==  32,  m  =  13. 

13 

Man  suche   den  Bogen   für   ^,   indem  man   erst  die   Länge 

^'»«ses  Bogens 

9X13      ^  64x13       ,^22 

^  =  -^5-     etwa    z=-^-=18j5 

.1  1  ,    . 

"^  Qj  ^®s  Kreises  ausgedrückt  findet,  also  ^  des  Kreises  und  noch 

[  «22  13 

[.  ^  desselben.     Den  so  erhaltenen  Bogen  für    -rz   des   Kreises 

Biniint  man  als  m  Theile,  und  verfährt  weiter  nach  §.  4.  bis  7. 


\ 
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Tbeile  gar  nicht  ankommt.  Um  z.  ß.  den  Kreis  (Taf.  II.  Fig. 
in  359  Tbeile  lu  theilen,  welches  eine  Primzahl  ist,  so 
359  =  256  +  lOS  gesetzt.  Der  Bösen  von  103  Thetlen  woi 
9  =  512  gefund. 

i 

: 


ai2x'03       ,„316      ,^,„ 
'  =       399       =  '"359  =  ■'"'•«* 

Abdieilangen  des  Kreises  bestimmte ,  trorauf  man  weitefi 
§.4.  und  §.7.  (ereler  Fall)  verfuhr.  Sind  itie  Tbeile  sehr  | 
so  wird  man  beim  Zeichnen  zuletzt  mit  dem  Angenmass  halbÜf 

dem  Gesalbten  erbellt,  dass   man  sich  durch  das  1 
scblagene  Verfabren,.  auch  praktisch,  der  absolut   richligend 
lung  des  Kreises   beliebig  nähern   kann.     Je  1 
sind,  desto  grKüser  wird  auch  die  zu  erlangende  Genauigktfd 
weil  die  Grösse  des   möglichen  Fehlers  nur  allein  von  der  | 
lichkeit  al)hSngt,   ihn   nuch  »ahrzunehmen.     Es  wird  darn 
Besondere    Tür   Mühlräder  nnä   deren  Modelle,    die  Theilun 
Genauigkeit  geben,  tvie  sie  selbst  durch  die  besten  jetzt  geM 
(en    Tbeilscheiben   scbiverlicb   zu   erreichen  sein   mücbte. 
man  sich  jedoch   lur  die    Erkennung  und  Bezeichnung  der  1 
luugspunkle  mikroskopischer  und  mechanischer  Vorricbtungt 
dienen    wollte,  so   ivürdo   man   gleichsam  jeden   beliebig« 
von  Genauigkeit  erreichen  kunnen. 

Theoretisch  betrachtet,  ist  das  Verfahren  abeolut  ricM 
bald  man  einräumt,  da.ss  die   sehr   kleinen   Bogen    d  1 
gerade  Linien  angesehen  werden  können,  indem  sich  bekai 
jede  gerade  Linie  in   eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Theilel 
hier  in  n  Tbeile  theilen  ISsst.     Ebenso  folgt  theoretisch  die| 

Iligkeil  aus  ilem   Umstände,    -dass  man    sieb   der   rerlangtei 
iiauigkeit  ohne  Ende  nähern  kann,  da  sich  ein   gegebenes  1 
des   Kreisbogens   ohne   Ende   in  engere  und  engere  Grenzea'4 
schliessen  lässt.     Diese  Behauptungen  gelten  von  beiden  I 
Ihuden  der  Theilung,  sowohl  der  in  §.  3.,  als  auch  in  der  §.6.^ 
■nd  7.  entwickelten. 
- 
k«l 
BUI 


Das  Verfahren    ist  gew isser niasseu    einer  unendlichen  J 
I  «u  vergleichen,  welche  sehr  schnell  zusammenläun. 

Das   Geseta   dieser   Reibe   fiir  die  Bestimmung  von  m,  ■ 

■1   Klnii  Tlii'ilun;;  dca  Krrlies   in  35»  Thciie  ilürlte  mit  den  bi*  j 
iMiitilvn    tlllUmillrln.    arlbsl  tuit  Anvcndiing    ttigooiiinplriichcr  J 
I  Runit«».  h«iiiii  «utfulirbar  gvirvicji  «ein. 
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p 

letisch  ausgedrückt,  wenn  ^  die  Länge  des  zu  theilenden  Kreis- 

:    bogen«,  und  P  den  Umfang  des  zu  theilenden  Kreises  bedeutet 
(wobei  also  Q  =  1  wird),  wurde  sein : 

die  Reihe  fortgesetzt  nach  dem  Bedörfniss  der  Genauigkeit. 

Man  wurde  sich  mit  Benutzung  des  so  eben  entwickelten 
Systems  mit  grossem  Vortheil  der  Theiimaschine  fiir  astrono- 
mische Instrumente  bedienen  können,  um  davon  Theilscheiben 
von  grosser  Genauigkeit  abzunehmen. 

Es  enthalten  diese  Instrumente  einen  Fundamentalkreis,  wel- 
cker  auf  den  grosseren  bis  auf  eine  Minute,  also  in  21600  Theiie 
uniBittelhar  getheilt  ist,  und  jede  Zwischenabtheilung  lässt  sich 
mit  Bfiife  too  Mikrometerschrauben  in  grosser  Vollkommenheit 
darstellen. 


Man  wurde  hiernach  fär  jede  beabsichtigte  Theilung  die  Bo- 
genlinge  von  m  Theilen  bezeichnen,  und  hierauf  die  einzelnen 
Theiie  durch  Halbtheilung  mit  Hülfe  der  Theiimaschine  aufritzen. 
In  dieser  Weise  würde  man  eine  Fundamentaltheilscheibe  dar- 
stellen, von  welcher  alsdann  gewöhnliche  Theilscheiben  abge- 
nommen werden  könnten. 


12* 


ITt^  l'nferdiHter:   Betllmmtiug  ile>  HiiiimfniaiUi  ileijem.  TtetUi 


XVI. 

Bestitnmuag  des  Rauminhaltes  desjenigen  Theiles  eines 

elliptischen  Kegels,  welcher  zwischen  zwei  gegebenen 

Ebenen  entbalteo  ist. 


Herrn  Franz   VnferdtMger 

rofeaior  äfi  Mntheiaatih  an  der  Oh«TresUr.balF 
am  BanerDinarkl«  ia  Wie». 


Sind  a  und  ß  die  Verhält  nissxahlen  der  Axen  der  elüpä 
lintndfläche.  so  ist,  wenn  die  Aie  des  Kegels  ilie  Axe  t 
vorstellt,  die  bekannte  Gleichung  des  Kegels: 

(3)  -.^Ax  +  B'g+C'. 

(^  md  (3)  seien  die  beiden  gesebenen  Sdinttlebenen. 

Haben   C  and    C  entgegen  gesetzte   Zeichen,    s»   liegen    dta 
beiden   Schniltebenen    auf  entgegengesetzten    Seilen    des    ScWJ 
lels.     Sind  wir  im   Stande,  di«   Inhalte  der  beiden  Kegel   : 
stimmen,  ivelche  (2)  und  (3)  einzeln  von  (1)  abschneiden,  so  gib 
die   UiBfeieiiz    oder   die  Summe   derselben  den  gesuchten  Raam^ 
Inhalt,  je  nachdem  C  ood  O  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zel 
eben  habeu.  tili 

Zur  Besliromuiig  der  beiden  Kegel  bedienen  wir  uns  -  -  ~ 

g«ndeii  Lehrsalses;  Jede  ein  meitheiliges  Hyperboloi 


'*  ellifii.  Kegets ,  tre/e/ier  ^viach.  iael  ttegeb.  Eben,  enlliall.  ist.  17(1^ 

!  Ebene  scbiieidet  vod   dessen   AsyiDplotenßSche  Kegel  von 
wtanteni  Inhalt  ab    =.\abcn,    wenn   a,  b,  c  die  Halbaxen  der 
rtSche    sind.     {S.  meine  AbhaiiHlung  im    Archiv,    Tbl.  XXVII. 
'  p,  470  und  Tbl.  XXVJII.  j>.  9i) 

rl  «,  6,  c  die  Halbaxeti  eines  solchen  Hyperboloides,  wel- 
clies  den  Kegel  (1)  zum  Asyniptotenkegel  hat  und  die  Ebene  (2) 
herShrt,  so  mässen  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
Mgenile  Bedingungen  erfüllt  sein: 


**ß», 


bigltch    der    Inhalt    des    Kegels,    welcheu    die   Bltene  (2)  von  dei 
Fliehe    (I)  absch neidet,  neil  abc^ußc^  iHt: 


)  nur  c  und  c'  nach  (5)  und  (7)   zu  rechnen  sind  and  ihrSfl 
1  übereinstimmen  mit  jenen  von  C  und  O. 


n   siebt,    gibt  die    voTstehende    Aufliisung   nur   dann 
5  Kesulfate,  wenn  1—a^A'^-ß-^B^y^i),  1  — a"J'»— j3*B'*>0; 

ind  aber  auch  zugleich  die  analytischen  Bedingungen,  dass   , 
mgebenen  Ebenen    den  Kegel   in   Ellipsen  schneiden,  wovon  ] 
I  leicht  auf  folgende  Art  überzeugt. 

liegen    wir    durch    den    Scheitel    eine   zur  gegebenen  Ebene 

=  Ax  +  Bs  +  C  parallele  Ebene,  so  ist  s=Ax  +  ßi/  ihre  Glei- 

Der  Schnitt  dieser  mit  dem  Kegel  muss  in  geraden  Linien 
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m 

erfolgen,  soll  die  erste  Ebene  den  Kegel  in  einer  Hyperbel 
Parabel  schneiden  oder,  analytisch  betrachtet,  die  Gleichung 

2' 


(^a:+%)«-(f-,+|5)  =  0 


mass  so  beschaffen  sein»  dass  ihr  erster  Theil  in  zwei  re 
Factoren  des  Iten  Grades  in  Bezug  auf  o:  und  y  zerlegt  wc 
kaoHe-    Wird  die  Gleichung  geordnet,  so  steht: 

(10)     ß^ia^A^^  l)a:2  +  'la^ß^ABxy  +  ««(/J«^  - 1)^^^  =  0. 

Damit  die  Zerfallung  dieses  Trinoms  in  zwei  reelle  Factorer 
ersten  Grades  stattfinden  kann,  muss 

sein,  woraus  mit  Leichtigkeit  folgt: 

Ist  diese  Grösse  gleich  Null,  so  ist  (10)  ein  vollstäm 
Quadrat»  obige  Gleichung  repräsentirt  nur  eine  Gerade  unc 
Schnitt  der  Ebene  zzn  Ax-\-  By-i- C  ist  eine  Parabel.  Fiir 
Ellipse  als  Schnitt  bleibt  noch  die  Bedingung 

«M2  +  /3«^-l<0. 


OIrnger:    Eine  Mifgaöe  ans  der  Hiidraulik. 


TLMW. 

Eine  Aufgabe  aus  der  Hydraulik. 


^^^H  Herrn  Professor  Dr.  Oieng 

^^^H        RQ    iler    p»l;techn!arben  SL-hnlc    in    Cnr 


Ein  Kürper  besteht  aus  einem  senkrechten  Kreis- 
lylinder  vom  Halbmesser  rund  der  H«  he  h,  un<l  daran  he- 
r«i>tig(iGt  ein  Kegel  ron  <)em selben  Halhmesser  und  der 
iahe  h'.  Der  Zylinder  ist  innen  zum  Theil  aus^fehiihl t. 
BMass  die  Huhluh!^  abermals  einen  senkrechten  Kreis- 
iTÜnder,  mit  derselben  Ase  wie  der  erste,  bildet.  Der 
Slnrr  des  Körpers  ist  zwar  spezifisch  schiverer  aU 
Wi««er,  allein  wegen  der  Ho hlu  ng  schwimmt  das  Ganze 
dncb  im  Wasser.  Man  bringt  nun  diesen  Klirper  unter 
Wasaer  nnd  liberl.^sst  ihn  sich  selbsl,  ohne  ihm  eine  ' 
AnTangsgesch  windi^keit  zu  ertheiien.  Man  soll  seine 
ufsteigende  Bewegung  unterMuchen. 

Sei  S  der  Kubikinhalt  des  ganzen  Zylinders,  nS  der  Hüh- 
K.  wn  also  Ti<1:  (i  das  Gewicht  Act  Kuhikeinheit  des  Stof- 
'es;  a  das  der  Kuhikeinheit  des  Walsers;  s  der  Kubikinhalt  des 
Kegels;  ff  die  Beschleunigung  der  Schwere;  P  das  Gewicht  des 
(innehOhlten)  Körpers;  p  das  Gewicht  der  durch  ihn  verdrfing- 
In Vasaermasse.     Alsdann  ist: 

8=r«jiA,     s=Jr«KA',     P  =  (l  — h)Ä(i  f  sft,    /)  =  (S  +  s)h, 

1  Letzteres  nur  insoferne,    als  der   ganze  Kürfier  unterge 


Sfti  //  der  Abstand  des  SchwerpunktB  des  schwimmenden 
Kilrpers  von  der  Kegelspilze;  x  der  Abstand  dieses  Schwerpunkts 
IT  Ztlt  (  von  seiner  anfänglichen  Lage.     Die  Gleichunif  der  Be- 


I«2              III, 

'Huer:    FJue  Aufgabe  aus  der  Hi/dratillk. 

f-^'=.-'— . 

wenn  t>  die  Ge 
fiiient  ist. 

schiruKligkeit  aiur  Zeit  (  und  k  eiu  gewisf 

Wn.  diB.ei 

i  letzteren  anbelangt,  so  bestimmt  er  eich  ( 

ler:  Prinzipien  der  Hyriroslatik  und  Hydraulik,  IL,  p.  142 
in  folgender  Weise.  Sei  -d|  ein  Element  der  Projektion  der  Kegel 
Hache  auf  seine  Grundfläche,  d.  h.  die  Projektion  eines  Elemeat 
dieser  Fläche  auf  die  Grundfläche;  ip  der  Neigungswinkel  derer 
zeugenden  Geraden  gegen  die  Axe,  so  ist  k=\'i^a.Sem^d\ 
wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  eingetauchten  Theil  Aw 
Kegels  bezieht.  Ua  rp  konstant,  so  i^t  ;t^  l'^Sasin^il,  nenn  > 
die  Projektion  des  eingetauchten  Theils  auf  die  Grundfläche.      , 

So  lange  also  der  ganze  Kegel  noch  unter  WaNser  sich  befiu 
det,  ist  A:  =  l'^UdsinijDr^n;  ist  aber  ein  Theil  des  Kegels  bereit 
Ober  Waeser  und  ist  dessen  Hube  =r  (£</t'),  so  ist  fein  Bing 
dessen  Halbmesser  gleich  t  und  li^qi  sind,   so  dass  jetzt 

4=l'25»i.i„y(r'_.^ts',,) 


Die  Gleichung  (1),   so    lange  der  Kegel    noch    untet  1 
sich  befindet,    liefert,    wenn 


/•_* ,  +  r    -L/CU^'V 


«=j7      ii.-rj-j:T.,W-5ä'(,-      2        ;■ 

Geaetit  nun,  die  Tiefe  des  Wasserspiegels  über  der  anl^ogUcb«! 
Lage  des  Schwerpunkts  sei  E,  so  werden  die  Gleichungen  (S, 
und  (3)  nur  gelten,  so  lange  noch  x<E—H,  da  für  x=E— * 
die  Kegelspitze  an  die  Oberflgcbe  tritt,  also  k  nicht  mehr  das- 
selbe bleibt.     Zugleich  mues  man  übrigena  auch  bemerken. 


merken,  ^Mj 
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«ttirend  dieser  Bewegung  v  nie  negativ  werden  darf,  da,  so  bald 
9=0  wird,  alle  Bewegung  aufhurt     Aus  (2)  ergibt  sieh   aber 

otenbar,   dass  o   für  alle  t  positiv  ist.     Für  ^=qo   wSrde  t7  =  T 

und  dann  -^72=0,    so  dass  auch  der  Widerstand  des  Wassers 
Bie  grosser  wird  als  der  Auftrieb. 

Sei  X  der  Werth  von  t  für   x=:E — H,  so  ist: 


fi{E--H)  =  lC 


^ ,      efl*r  =  ^*{E-H)  ^  ^e9»*[E-H)  _  1  ^ 


T = ^  /[«»'(B-H)  +  V"e«**(«-«)  —  1].  (4) 

Die  akdann  bestehende  Geschwindigkeit  sei   F,   so  ist : 

a  e^^  —  ß— aftr 

Von  jetzt  an,  bis  x  zu  £-f  ^'  —  ^  geworden,  verhalten  sich  die 
Dinge  anders.  Sei  nämlich  die  Kegelspitze  nach  der  Zeit  t,  von 
t  an  gerechnet,  um  x  ausserhalb  des  Wassers,  so  ist  der  Kubik- 


fatgV 


Inhalt  des  eingetauchten  Korpers  nur  noch  S+s » 

das  Gewicht  der  verdrängten  Wassermasse 


9r,  also 


X^TC 


ax^Tc 


wenn  p  den  vorigen  Werth  hat ;    die  vorige  Grosse  k  ist  jetzt 

I  sin  CD 

l-25a^sin9(r«  — 2«tgV)  =  k—V^an ^  z«, 

^^  ^  ^'  cos  ^9 

>o  das«,  wenn  o;  von  dem  vorigen  Anfangspunkte  gerechnet  wird, 
wo  abo  x^^E^-H+x: 


-'■Sfi=p-P+-f^(E-H-x) 


3 


—  [Ä— l'25a7r  sin  g>  tg  «9  (iE — ^- :r)«]  ^^ y . 
'«W  man    x  =  E  —  H+x: 

*ii  wir  Bur  Abkürzung  schreiben  wollen : 
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3«» 


9  rf<'r  Hi/draTiUH. 


-if,l-fi^l) 


(D- 


Diese  Gleichung  muas  nacli  dem  in  meiner  Differen 
Inlegralrecfinung    (II.  Aufl.)  ^  118,  II.    integrirlen   Musler 


nllKB 


8:+- 


I  ergibt  sich 


!=0, 


ßeiiingung    zu  bestimme 


ist,    dass  y=  >", 


4 


Üie  Geschivindigkeit  Vi.  «reiche  im  Augenblicke  atattfindi 
tvenn  der  ganze  Kegel  aus  dem  Wasser  getreten  ist.  wird  hh 
nach  aus  der  Gleichung 

erhalten.  In  der  Cnmüglichkeit,  dieses  Integral  zu  ermitteln,  Wi 
len  wir  eine  N&herungsrechnung  durchrühren.  In  der  Glelchangj 
nämlich  wollen  wir  statt  der  verBnderlichen  KoefBzienten  ihre  mi 
leren  Wertbe  (a.  a.  O.  g.  39.,  IV.)  einfübren,  also  statt  derselb 
setzen  r  _| 3| 


/*■,. 


r  AbkQrzung; 
5? 


■i©"' 


=  a-bQ'.  a. 


l-25asiniptgVgA'« 
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V9  i  r  wollen  annehmen,    es  fallen  A  und  B  noch  positiv 


aas. 


Isdann  ist  für  K-.=:t7: 


Vfürde  man  die  Gleichung  (7)  behandeln,  wie  oben  die  Gleichung  (5), 
so  ergäbe  sich   für  (  ö^  )  =  ^  i 

and  da  y=V^  für  t=0:        - 

SO  dass  also,  wenn    Vi  wieder  die  Bedeutung  wie  oben  hat: 


F,a=(F«-^)c-«i»*'+^. 


B' 


(8) 


Dann  ist  weiter,  da  gi>0: 


|=V  (F--^.--+|.  / 


8z 


0       Y  (F2-^)r-*i'»+^ 


r=e. 


<*•  *=0  für   2  =  0, 


^AB  \VA- 


VA+V(BV^'-A)e-^B^  +  A   VA—FvB\ 


WAB  \VÄ-\/\BV^-A)e-^J^^^A   VA  +  VvB) 


=  t. 


Ist  r'  die  Zeit  des  Aufsteigens  des  Kegels,  so  ist  also: 


^_    1         /VA+\/'(BV^'^A)e-^^^-^  A  vA -  rvB\ 

^^VTB  \V^-V^("iBF2-^)e-25AT|:^ •  VA  +  VvbJ 


'^sTÄB^y 


VA  +  \r(BF^'-A)e-^»^'-\'A 
VA+WB 


,2ÄÄ'Y 


(9) 


Da  F,*  aus. (8)  positiv  ist,  weil  ■»~~»^""^^*'  **"  dieser  Lage, 

'io  wird  der  Korper  sich  ferner  nach  oben  bewegen.  Jetzt  übt 
kr  das  Wasser  keinen  Widerstand  mehr  aus ,  wenn  wir  von  der 
Tmgen  Reibung  absehen. 

TheilXU.  13 


i 
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Sei  nun  wieder  %  die  Höhe,  bis  zu  welcher,  nach  der  Zeit  t 
von  r'  aus  gerechnet ,  der  Zylinder  aufgestiegen.  Dann  ist  a;=£ 
+Z+Ä' — £f;  die  verdrängte  Wassemiasse  wiegt  noch  (S — r^jrz)«, 
so  dass  jetzt: 

P  dH 

g  ci^      ^ 

Hieraus  (a.  a.  O.  §.  103,  IL) : 

g)-  =  F,.-(!l7.H'i^-?5^=).  (.0, 

dz 
da  fOr  z=0  sein  niuss   0-.=  F|.     Die  zweite  Seite  dieser  Glei- 
chung,   die   für   s  =  0  gleich    F^^  ist,    darf  nie  negativ  werden. 
ist  also 

F.«-(^A»+2^A-?^a)>0. 

SO  wird  der  ganze  Zylinder  sich  aus  dem  Wasser  heben  und  Ibv 
Augenblicke  des  Austritts  eine  Geschwindigkeit 

V"k.«^(^^*«  +  2^A-'^a) 
haben.    Ist  aber 

SO  hat  man  den  Werth  von  z  zu  suchen,   für  den 

und  es  wird  der  Zylinder  oor  bis   zu  dieser  Hohe  sich  aus  de 
Wasser  heben  und  darauf  zurücksinken.     Sei  Letzteres  etwa  de- 
Fall  und  ^  der  fragliche  Werth,    so  ist  die  Zeit  t*  des  letzte 
Aufsteigens  gegeben  durch  die  Formel: 

so  dass  die  Gesammtzeit  der  Bewegung  T-f  r'-f-T*  ist  Die 
Erhebung  des  Schwerpunkts  über  seine  anflUigliche  Lage 
E  +  t+h'^H. 


Dienger:    Eine  Aufgabe  atis  der  llytlrnulilt. 


Von  da 
jetzt  die  x  \ 


D  wäre   Dun   die  Gleichung  der  Betvegung,    wenn 
n  dieser  Lage  aus  gereclinet  iverden: 


3  'ee* 


=p- 


1-25« 


wo  p'  das  Geivicht  des  aus  der  Stelle  verdrängten  Wassers.  Wir 
«rollen  jedoch  dies  hier  nicht  iveiter  verfolgen,  da  es  nach  dem 
Obigen  verhältnisemgKsig  leicht  durchTuhrbar  wäre. 

Die  AuTgabe  seihst,    vrie  .sie  uns  gestellt  wurde,   enthielt  die 
Zeit  des  Aufsteigens  als   gegeben   und   suchte  den  Werth  von 
Begnügen  wir  uns  mit  (4)  und  Ketzen  dort  ü:=0,    so  ist: 


^  =  ^Ji'' 


K  +  V^ 


-1), 


1  man  a  und  6   einsetzt,   durch  Nähern 


XVIII. 

Üeber  die  permanente  Gestalt  einer  mit  gleichförmi- 
ger Winkelgeschwindigkeit  um  eine  Axe  rotirenden 
Flüssigkeit. 


Herrn   Professor  Dr.  Dienge 

der  (.nlflei^hnUrlirii  Schule  in  Cnrls 


pit  nehmen   an,    eine  (ungleichartige)  Flüssigkeit  rotire  mit 

flreränderlichen    Winkel-Geschwindigkeit  a  um    eine    feste 

3  zur  Axe  der  z  gewählt  werde.     Die  Gestalt  der  Obei- 

^  BD  wie  die  relative  Lage  der  inneren  Theile  sei  permanent, 

1  auf  diese  nur  die  Kräfte  der  gegenseitigen  Anziehungen 


1 

'otentiatA 


Sei  för  einen  Punkt  (r,  ;/,  z)  die  Grileee   F  lias  Potential 
Masse,   so  dasa  die  auf  den  Punkt  wirkenden   (auf  die  tiewicbl 

BF     dV     dV 
einheit  bezogenen  Seiten-)  Kräfte  sind:    5—.    -g- .     g^;    die  S  ■« 

Punktes  sind  — kj,  ax,  0,    W^ 
e:     Axc  der  x  gegen  Axe  def 


■  partiell  < 


teogeschwindigkeiten  desselbt 
man  die  Rotation  in  dem  Si 
rechnet. 

Daraus  ergel^en  sicEi  (meine   „lutegr.i 
Differential-Gleichungen",  §.  26,  I.): 

|-^=^sJ+"'^'   eäj'^^W"^'"^'    e'si^^^'er't»^ 

tvo  f  die  Dichte  (=  Gewicht  der  Kubikeinheit)  in  dem  PnnU 
lx,y,t),  p  der  dort  herrsch  ende  Druck  ist.  Danelien  bfistofU 
die  Gleichung  [a.  a.  0.  g,  25.,  II L,  (6)]: 


-0, 


(2) 


da  eicher  ^  die  Grilsse  /  (Zeit)    nicht   entwickelt  enlbalteo  kanii 
sobald  ein  permanenter  Zustand  eingetreten. 
Aus  (2)  ergibt  sich  (a.  a.  O.  g.  4.) : 

e=/T^»  +  ,V'.z),  (3) 

d.  h.  p  ist  noihwendig  eine  Funktion  ron  a^'  +  j"  und  i,  bleib 
also  dasselbe  für  Punkte,  die  in  derselben  auf  der  Rotationsaxt 
senkrechten  Ebene  liegen  und  denselben  Abstand  von  derselbei 
haben. 


Die  Gleichungen  (1)  heissen  auch: 


-hP+j(^'+y'>l 


ff  =  a'to'-+l'<-^+»'» 


W 


Hieraus  folgt,  nach  einem  Saixe,  den  wir  snm  Schlüsse  bewei 
sen  wollen,  dass  p  und  p  Funktionen  ron  g  f+ n^  {^^  +  5')  sind 
Da  nun  nach  (3)  g  nur  Funktion  von  a.®-|-^»  und  i  sein  kann 
X*  +  y^  in  dieser  Lage  auch  ist,  so  niuss  V  bloss  Fnnktioi 
von  x^  +  y^  und  i  sein,   d.  h.  man  hat  notbivendig  auch 

V  =  F(^'+yKz).  (5) 

so  dass  also  q,  p,  V  nur  unter  den  Formen  9>{<t'-|-^^,  1}  erscheineil 


milyiewlißrm.  Wlnkflgesc/iu-inii.  um  eiiiEAj'er"lir.  Fi/iasigA. 

tAa  ffV  +  ^(x^  +  ff^)  koiistaiil  isl,  sind  auch  p  iiiii)  g,  als 
tt«n  dieser  Grüsse,  konetunt  iiixt  soüst  nicht,    [ii  der  Flache 


</'-"  +  -ö-(-^^+2''') 


(6) 


Kvine  (beliebige)  TConstatite,   herrscht  also  immer  und  Gb 
BieIhtfDruck  und  dieselbe  Diciite;    läest  man  C  eine  Reihe  ] 
ffwtheii  durehlniiren ,  po  erhalt  man  eine  Reihe  snk-her  Flachen, 
I«  jenen  Druck  und  Dichte  nur  von  Fluche  zu  fluche  sich  ändern. 

Die  Flache  (ti)  ist,  ivegen  (f>),  iio<h»endJg  eine  Rohilinns- 
Ifcbe  mit  der  Axe  der  j  als  Rolationsnxe.  Daraus  folgt,  daea 
ftlleFtätheii  vnn  gleichem  Druck  (und  gleicher  Dichte) 
nsihweudig  Rotationeriächeii  sinil,  entstanden  durch 
Rotation  einer  Kurve  um  die  Axe,  um  welche  die  Flüs- 
»Iglieit  rotirt.  Ist  hiernach  der  Druck  auf  die  freie  OberOäche 
ein  konstanter  {lilir  alle  Punkte  derselbe),  so  ist  diese  Oberflnche 
notbwenilig  eine  Rotationsfläche. 

Setzen  nir  den  leteten  Fall,  so  ordnet  sich  hiernach  fon  ans- 
'     Uli  nach  innen  die  Flüssigkeit  von  seihst  in  Schichten  von  glei- 
chet Dichte,  die  üämmilich  Rotationsflächen  sind.     Die  Gleichun- 

een  iler  Kurven,  durch  deren  RotrLtioii    diese  Flächen  entstanden, 

sF(j:'',  z)  +  \^^  =  C,  m 

*o  F  Jie  Bedeutnns;  von  (5)  hat. 

Die  Ermitllnng  der  Gestalt  der  OberBäche  seihst  ist  mit  Hiire 
diem  Gleichungen  kaum  möglich,  da  der  Werth  von  f  sich  erst 
lierechnen  liisst,  wenn  man  die  Gestalt  kennt.  Der  Fall,  da  die 
OMäehe  nahezu  eine  Kugel  ist,  «iirde  von  Laplace  (Meca- 
iii<|iie  Celeste)  behandelt;  eine  im  Allgemeinen  klare  Darstel-  ' 
ilieaer  Untersuchungen  enthält  auch  der  „Treatise  on 
ictions"  von   Pratt  (Camhridse,  1860). 


des    angeführten    Hilfssatzes. 

,  ip,  Q  Funktionen  von  x,;/,  z,   so  beschaffen,  dass 


Sa: 


'Sa:'     Sy' 


K^'R- 


m 


B  9(:e,  ^>  i]=:ji,  liebe  hieraas  I  als  Funktion  von  x,j/,ii 


••■•»//.■'.'•?/.-    ,  '  :::U  etc. 


-  'V.T'in    }=zr'  X, ;»/ ,  fi)  vverd e . 


1/"  "^ 
:       ca  dl' 


(8) 


*  cxcz 


'  cucz 


"  /:•  ^     X    ** 

.V      ciici//cz 


(y) 

:   --'iithält,  so  folgt 


>  >   r  .  :i  e   Funktion 


sc 
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Die  Periode  der  forstlichen  Haubarkeit. 

Von 

Herrn  Professor   Dr.  Di  eng  er 

an  der  polytechnischen  Schule  in  Carls  ruhe. 


Ein  Wald  werde  jetzt  angelegt.  Die  Holzzuwäcbse,  die  er 
im  Laufe  des  ersten,  zweiten, ....,  77ten  Jahres  erbält,  seien 
Ziy  z^y  .,,.,Zni  SO  dass  also  am  Schlüsse  des  nten  Jahres  der 
Holzbestand  =  z^  -f  ^2 -f  •••• -f^n  ist,  wenn  wir  den  anfanglichen 
Satz  nicht  beachten  oder  mit  in  Z|  einrechnen.  Die  Grössen 
^1 9  ^s^....  bilden  eine  Reihe,  die  anfönglicb  steigt,  ein  Maximum 
erreicht  und  dann  fällt. 

Denken  wir  uns  nun,  von  Anfang  an  gerechnet  sei  die  Zeit 
I  verflossen;  %  eine  Punktion  von  t^  so  beschaffen,  dass,  wenn 
der  Wald  in  der  Zeit  1  (=  ein  Jahr)  genau  in  derselben  Weise 
fortwüchse,  wie  er  es  zur  Zeit  t  thut,  die  Zunahme  in  dieser 
Zeiteinheit  =z  wäre.  In  der  unendlich  kleinen  Zeit  Jty  die  auf 
t  folgt,  beträgt  hiernach  der  Zuwachs  wirklich  zM^  da  man  für 
diese  Zeit  z  als  konstant  anzusehen  hat;  ist  z'=zf(f),  so  hat  man 
also 5  wenn  T  den  Bestand  zur  Zeit  t  bezeichnet: 

Bestand  zur  Zeit  t  +  JU    T+f(t)Jt, 

„      „    t  +  2M:  T+f{t)M  +  f(t+M)M, 
„      „    t+^Jt:  T+/{t)M+f(t+M)M+f(H'2Jt)M, 

u.  s.  w. 

Daraas  folgt  ganz  von  selbst,   dass  der  Bestand   zur  Zeit  t-i-r 
sein  werde: 


zdt. 


(1) 
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Demnach  ist  der  Zmrachs  in  der  Zeit  r  (von  t  an  gerechnet) 
zdt.    Daraus  folgt,   dass 


2l=   /         idt,      22=/  2Ö^,.... 


o 


Ist  A  der  anföngiiche  Satz,   den  wir  ganz  wohl  Jiesonders  her-  . 
vorheben  können,  so  ist  hiernach  der  Bestand  am  Ende  der  Zeit 
t,  von  Anfang  an  gerechnet:  1 

Will  man  den  mittleren  Werth  von  z  für  die  Zeit  t  habeOi 
so  ist  derselbe  (meine  Di  ff.  u.  Integr.  §.  39.,  IV.): 


ZzzzjT  zdt  (3) 


0 


Ist  z  der  lanfeniie  Zuwachs,  Z  also  der  mittlere,  so  ergibt -C 
sich  aus  (3),  d.  h.  aus  der  Bedeutung  des  Begriffs  eines  mittlere ^rm 
Werthes,  dass  der  Waldbestand  am  Ende  der  Zeit  t  thatsäcblic 
derselbe  sein  würde,  wenn  z  beständig  =Z  gewesen  wäre,  wiri 
wenn  z  die  oben  gemeinte  Funktion  von  t  ist. 

Wir  wollen  uns  nun  die  Frage  stellen,  wann  Z  ein  Maximal 
sei.     Alsdann  ist: 

dZ  \     P^  z  1    /*' 

g^  =  0,  d.  h.  -^    /      2Sf+-  =  0,  also  2  =  -  /    zBt  (4) 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  Z  dann  ein  Maximum  sei^  wenr^ 
der  laufende  Zuwachs  dem  mittleren  gleich  ist  (natör-- 
lieh  letzterer  bis   zur  betreffenden  Zeit  gerechnet).     Zugleich  isf^ 

wegen  (4).  So  lange  z  wächst  mit  t,  ist  immer  das  letzte  z  das 
grösste;  man  hat  also  noch  nicht  einmal  das  grusste  z,  viel  we- 
niger das  grösste  Z  erreicht;    daraus  folgt,  dass  für  unseren  Fall 

dz 
nothwendig   z  abnimmt,    mithin   ^  <0,   also  Z  wirklich  ein  Maxi- 
mum ist,  was  freilich  eines  Beweises  kaum  bedarf. 

Schlägt  man  nun  den  Wald  zur  Zeit,  da  Z  ein  Maximum  ist. 
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pflanzt  ihn  wieder  neu   an  u.  s.  w.,    so  erhält  man   Uauperioden, 
In  denen  jeweils  das  mittlere  Jahreserträgniss  das  grusste  ist. 

Dass  aber  bei  solcher  Bewirthschaftung  wirklich  das  Ertrag- 
niss  ein  grosstes  ist,    kann  man  auch  in  folgender  Art  einseben. 

Sei  k  eine  lange  Zeit,  während  der  der  Wald  mehrfach  ge- 
hauen und  wieder  neu  angepflanzt  wurde.  Die  Periode  einer  sol- 
chen Aenderung  sei  x,    so  dass  also  der  Wald  in  der  Zeit  k  im 

k 
Ganzen   -mal  abgehauen  wurde  {k  ein  Vielfaches  von  r).     Das  Er- 


; 

f 


trägniss  jeder  einzelnen  Periode  ist    /      zdt. 


wenn  wir   vom  ari- 

() 
fönglicben  ßaurasatze  absehen;    also  ist  es  für  die  Zeit  k  gleich 

k  /•' 

-  /      zdt,  und  wird  ein  Maximum,  wenn  r  so  gewählt  ist,  dass 

0 

idt  ein  Maximum  ist.    Dies  ist  aber  unsere  obige  Auflösung. 


1/' 

0 


Unsere  Auflösung  fallt  zusammen  mit  derjenigen  der  folgen- 
den Aufgabe. 

Sei  ABC  eine  Kurve,  welche  in  A  durch  den  Koordinaten- 
aofaog  geht  und  von  da  an  (nach  der  Richtung  der  positiven  a) 
über  der  Abszissenaxe  bleibt.  Man  konstruirt  von  A  aus  eine 
iwelfe  Kurve  so,  dass.  die  Ordinaten  der  letzteren  je  die  mittleren 
Weithe  sind  aller  Ordinaten  der  ersteren  (bis  zu  dem  betreffenden 
Punkte).  Wann  erreicht  die  Ordinate  der  zweiten  Kurve  ihr 
Maximam  ? 


Die  Auflösung  ergibt,  dass  dies  im  Durchschnittspunkte  bei- 
der Kurven  stattfindet. 
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md  £e  (41)  werdcii: 


Cr, 


0.  (4') 


WO  dureii  d  lii»  wolfetäBdisen ,  darch  d  die  partiellen  Differenz 
miiccn  he»c&net  swdL  F  beisst  bekaontfich  die  Kraftefanktioi 
aBck  wohl  (few-  KraübepotesdaL 

Die  VtiRiiisfi«tzunt£en .  welche  za  (4')  geführt^  soHeo  im  Fol 
ümden  wesentlich  fest^iehalten  werden »  und  es  gilt  Alles  ou 
unter  dc9i«eibei. 


^mefi  «1  und  h  ss^^ak  Werth«  der  Zeit  t  (6  >  c) ;  seien  ferne 
li^  (.ii««4^  .\us^ibiiektt  tfie  £  und  i"  als  fest  angesehen^  so  be 
Ntttt|Me  ich«    «ku»«' 

Tir^dt  (8) 


J 


itMi  Bediiisntmrwt  ie«^  Kudiimm»  oder  Jfinimmns  genügt  *), 

DtMin  e»  ifi^^  r  h  ^  ^^m^  FunktiiYn  mn  ^  unti  l^',  ^  und  |s 
. .  . .  ^  und  ^  .  indmn  itatiSrikh  in  7  nnd  V  die  Grossen  x,  y,  ^ 
y ,  jjf- .  r'  ihindfe  Ihre  WtKthe  In  §>  ^  ecsetzt  sind ;  ferner  sind  a 
den  If^nawn  des  bcwiirtd^  die  WectW  ¥«a  |,  ^  nnveränderlicl 
die  Aenderangen  den^eibeu  aisa  I^UtflL  Demnach  fuhrt  die  Varia 
tionsreebnang'  (Stegina du.  pog.  t^)  nwnittellMir  zu  folgende 
Bedingöngv^gJeichnngen  : 

'  Hj        ^t    Hl'         • 5$».         dt    diu'    ■" 

dr^  tthf^r,  da  V  vtrfi  den  ^  frei  ist,  indeu  F  anfänglich  nur  x^y^ 
f-fifhr^lf  rrrrd  df^^^  Jifch  r»nr  durch  ^  ausdrucken,  ganz  uumittelb^ 
d'rn  ii')  A'/nd.     flfffni'f  ini  d're  ßehaaptnng  erwiesen. 

fy}^i4  ff^f/,t  fl(Ffr|^^rr(«  torans^  dass  alle  andere  Funktionen,  di 
ixinw  Ut*\  i^t^u  V tii\td\(itt^n  mit  den  |  Tergleicht,  dieselben  Anfangt 
fiM/l  f^iffdiv^fltf^  tfAfiM  wie  I  and  I';  das«  ferner  die  Gleichungen  (J 
{\\^  (ih.q/liulfKhgkett^ti  nicht  enthalten  und  dass  auch  V  in  diestf 

Hbf  lll^^  ll^ttlf•ltl(>ne  Sat«  IaI  d)(9  allgemeine  Formel  für  da 
IHlMttti  ilhf  kll>lMM(en  Wirkung,  und  so  ist  wohl  keine  De 

M  IMi  14  Mh'Mtill  («tH  l^lhthmitlt  «oL    bleibe  unentschieden. 


V 


Ifas  Prlmii'  der  bleimlen  Wirkuiii 

•■  mag   mir  liier  geslatlet  ^eiii .   mich  auf  meine  Schrift  s 
i«beii. 

Darnach  hat  man  das  Folgende  aU  envieeen  anzusehen  : 
S«ien  m   materielle  Punkte  zu   einem   System   vereinigt;    die 

(recbtwinltligen)  Koordinaten  des  rteti   Punkte)«  seien  Xt,  yr,  »-; 

^e  SeitenkrSl'te  der  auf  ihn  wirkenden  Kraft    (Vereinigung  aller 

[^DMlkräfle}   .Yr,    IV,   Zr\    es  bestehen   ferner  /»ischen   den  St« 

KoordtDaten  die  Gleichungen; 

F,=0,     Fa^O ,f,.  =  0;  (I) 

IIWQ  Dalürlich  ^<3m,  die  F  aber  (  entwickelt  enthalten  können. 
|l  HiHelst  der  (I)  drücke  man  (»  der  Koordinaten  dnrch  die  3/n  — fi  =  « 
flbri^en  aus,  oder  überhaupt  drücke  man  die  3»i  Koordinaten  durch 

I,,  &,...-.S».  <n=3r«-^)  (2) 

wischen  den  |  keine  Bedingun^sgleichungen  mehr 
L  besteben,  wenn  man  begreiflich  bei  dieser  Auflüsung  die  Glei- 
kdlimgen  (1)  beachtete  und  sich  noch  «  weitere  Gleichungen  gab. 


3^.' 


fÖ£.' 


1^  die  Gleichungen   zur  Bestimmung   der  Grü 
■r  B«atimmung  <ter  Bewegung  des  Systems: 


(3) 
(2).    alsr 


V(  die  Ma^se  des  ßten  Punktes ,  also  7' die  lebendige  Kraf 
*f«  Systems  ist. 

Ul  ¥  eine  Funktion   der  Koordinaten  ar^,  y^.  i^,.   oline    dii 
Cecelwindigkeiten  J^p',  y^' ,  ip',    und  xugleicb: 


1  fl     ^f^y  da:t    SV  egg  .  BF  8^\_ei: 
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4. 

Unter  den  Voraussetzungen  des  §.3.,  d.  h.  der  (9),  wird  die 
Grösse  (8)  zu 

a  a 

und  man  kann  also  sagen,  dass  der  Minimumwertb  iron  /     (7-f  V)dt 

a 

in  diesem  Fallß  die  oben  angegebene  Grosse  sei. 

Desshalb  aber  kann  man  nicbt  eigentlich  sagen^  es  sei   /      27Vft 

a 

ein  Minimum ,  da  dazu  die  klare  Bestimmung  feblt    Es  ist  —  wie 
angegeben  —    /     2Tdt-C(b-a)  der  Werth  von  /     (t+T)dt, 

a  a 

und  weiter  Nichts. 

Mit  der  obigen  Darstellung  mag  freilich  die  Art  Mystik,  did  \ 
an  das  „Prinzip  der  kleinsten  Wirkung ''  sich  geheftet,  nicht  redi^ 
verträglich  sein.     Es  geht  eben  hier,  wie  in  vielen  anderen  FS^d 
len.     Das  berührte  Prinzip  in  seiner  wirklichen  Fassung  eiscbeftf!j 
hiernach   als  eine  jener  in   letzter  Zeit  wieder  vielfach  beliebte« 
Künsteleien,    Probleme  der  Mechanik  als  solche  der  VariatiolUh' 
rechnung  erscheinen  zu  lassen. 


■  t'eb.itiis'/.unammtnfallfn  ilfsorilniU.fiebTOc/i.siralits d 


Ueber   das  Zusammenfallen  des  ordentlich  gebrochene»! 

und    des  ausserordentlich   gebrochenen  Strahls  im  ein-i 

axigen  Kristalle  der  Uictitung  nach. 

lierii  Lebrer  Herrn  C   Cavan 


llt  ein  LicIltBirahl  auf  <tie  Schnittiläcbe  eines  einaxi^en  KH- 
nird   er    im    Allgenieineo  durcli    ilie  Grechung  in  zwei 

irlegt.  von  denen  Her  eine,  der  ordentlicli    gebrochene 

Stralll,  in  iler  Elnl'allsebeiie  [ie$:t  nntt  uberliaupt  alle  Ceselze  der 
gewütinlicben  Brechnng  f)efolgt,  der  andere,  der  ansserordentiich 
^brocheiie  Strahl,  im  Allgemeinen  ausserhalb  der  Einrallsebene 
U^t-  Snllen  nnii  beide  Stralileri  der  Riclitnng  iiaeh  zusammen- 
fallen,  so  musB  der  einrallende  Strahl  im  HauptschnÜle  liegen, 
d.  b.  in  der  durch  die  Hauptaxo  des  Kristalls  senlcrecbt  mr  Schnitt- 
ebene    gelegten  Ebene. 

Es  sei  ft  die  Geschivitidigkeit  der  ordentlich  gebrochenen  Strah- 
len, a  die  (iescbnindigkeit  der  ausserordentlich  gebrochenen  Strah- 
lea,  mit  welcher  sie  sich  rechln-inklig  zur  Hauptuxe  im  Kristalle 
fortpBunzen,  wobei  Tür  a  und  b  die  Geschwindigkeit^  des  Lichts 
in  dem  vorhergehenden  Medium  die  Einheit  sein  mag.  Für  den 
Fall  dea  sogenannten  negativen  Kristalls,  den  wir  ennäehst  nur 
berück  sichtigen ,    ist   (i>6. 

Zur  Aufiflndung  der  Kichlungen  der  gebrochenen  Strahlen  dient 
Ate  Huyghenü'sche  Constractiort.  Ist  (Taf.  III.  Fig.  S.)  KK'  die 
IhiTch  Schnitts  gerade  der  Krislallebene  und  des  Hauptachnitts,  OC 
die  Richtung  der  Uauplaxe,  SO  ein  im  Haiiptscbnitte  liegender 
nnd  in  O  auf  die  Kristallebene  fallender  Lichtstrahl,  so  construire 
ma»  um  O  als  Mittelpunct  mit  dem  Radius  OC=b  einen  Kreis, 
und    inil   den  Halbaxen    OC=:b  und    OA  =  a  eine  Ellipse.     (Die 


t     » 
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riivilc  <lor  Fis^tr,  die  ausserhalb  des  Kristalls  liegen,  sind  punc- 
tiri  ^i>xeirlineO.  Darauf  ziehe  man  OE  senkrecht  OS  und  EF 
^iMikrecht  Ofi,  so  dass  EF^=g:=-\  ist,  lege  vom  Puncte  iP  aus 
ilio  r:iii;it*iitoii  /''7*  und  FT'  an  Kreis  und  Ellipse,  so  geben  die 
Kudioii  OT  uud  O'V*  resp.  die  Richtung  des  ordentlich  und  des 
.lussorttrdoiitlioh  i:ehrnchenen  Strahls  an.  Für  unser  Problem  des 
/«usaiuuuMiralleiis  müssen  also  07*  und  OT'  dieselbe  Richtung 
htiheii. 

^iicht  mau  vom  einfallenden  Strahle  ab,  dessen  Richtung  leicht 
au>  ilor  dos  ordentlich  gebrochenen  gefunden  werden  kann,  so 
liaiuioll  CS  sich  darum,  wenn  (Ta f.  111.  Fig.  6.)  ein  Ellipse  und 
Krt*is  L:cnioinsanu*r  Durchmesser  KK'  gegeben  ist,  einen  beiden 
Fij^urvn  :;cmcinsamen  Durchmesser  TT^  zu  linden,  so  dass  die 
raui^cntcn  in  «Ion  Kndpuncten  7*  und  T'  sich  auf  KK'  schnei- 
ilon.    ojor  nni^okohrt. 

Sind  <>(\  d.  b.  die  Kichcung  der  Hauptaxe  ausserhalb  des 
\tKsudLN.  und  OA.  d.  h.  die  auf  OC  senkrechte  und  in  den  Kri- 
xiall  latlondo  Kichiunif.  die  Richtungen  der  positiven  x-  und  y- 
V\o.  ^.iOK  A,  mithin  VW*^— A  der  ^Neigungswinkel  des  Kristall- 
NohniiUH  i;o>>on  die  Huuptaxe«  ^AOT^^tp.  mithin  90^  —  tp  die 
Noiviuiii;;  do^  gebrochenen  Strahls  gegen  die  Hauptaxe,  so  sind 
die  i\»oidin.iton  des  Punctes  7'' : 

%il}  cos  g'  «6  sin  q> 


\  i;*>inv.^*  #•  A*^cos«i^*        \  tt*sin9*+  6*cos<p* 


.'slot.  wenn  wir  der  KüriLO  halber  %  (i^sin<p^-f  6^cosg)*=  to  setzen, 
t\«>  .«    wo>on(hi'h  positi\    ij^t : 

(j/^cosg>       a6sin<p 

l>ti'   i  ooiJin.Kon  de>  Punotes   F  sind  : 

Ac«VHg^    ftsincr. 
Mk'    ikUMx'huni;    der    runuonte  im   P;incte    T'    der  Ellipse  ist 

>*,J  0*\&g*    \  d^^l^XXkif'  ^  «ftir, 

c  oiiah::it):  dei    TAivitenio  im  l^incte  7"  des  Kreises: 

4  0(^&  ^'>  \  -^  sin  gi"  =  ^. 
'v'«vUiVA(cu  ikns  l^uvoKäcKnitts  beider  Tangenten  hat 


ii»  i. 


t.  ae&  aynerordfnU.  gabroeh.  SIratils  /m  etnaxigen  hrfstalte  ei 


|^«nn  null  dieser  Durcbscbnitt  aufdem  DurcbmesEer  KK' \ 
Aeasea  Giefchung  ist  if  ■=  xX^Il,  sn  muss  sein: 

a«>-6«=a(«-«.)IgvtgA. 
rolgt: 

aw  — fr' 


'89= 


tSA  =  , 


^«'g*. 


-6» 


cotg^i. 


sind  ctgl  and,  vrie  man  sieb  leicht  über^iengt,  atf — A' 
t — fo  positiv,  folglich  auch  tgqD  stets  positiv,  d.h.  es  kann 
TTi  der  verlanglen  Eigenschaft  nur  im  ersten  und 
Quadranten  geben.  Es  ist  aber  ersicbllicb,  dass,  trenn 
z.  B.  der  Radius  OT  der  genannten  Bedingung  entspricht,  aacfa 
creEne  Verlängerung  0T^  im  dritten  Quadranten  genügt,  so  dass 
es  für  unser  physicalisches  Problem  hinreichen  trfirde,  dieLüsnn- 
gen  unserer  Aufgabe  für  den  ersten  Quadranten  aufzustellen  und 
di^enigen,  welche  in  den  vom  Kristalle  nicht  erfüllten  Raum  COK 
&lleD,  nach  dem  vom  Kristalle  erföllten  Räume  C'O'K'  des  drit- 
tea  Quadranten  zu  übertragen.  In  diesem  Falle  müsste  sich  er- 
geben A<9>,  nelcher  Fall  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugen 
kson,  nicht  eintritt.  Es  giebt  also  nur  Lösungen  unserer  physi- 
Calisehen  Aufgabe  im  ersten  Quadranten. 

Aus  der  Gleichung  (2)  ergiebt  sich  leicht: 
für  9j=:0    wird    i  =  90«, 
,.     ,p  =  90*»  „      i  =  900; 
woraus  hervorgeht,  dass  A  ein  Minimum  haben  muss. 

Cm  dieses  Minimum,  sovtie  zunächst  den  correspondirenden 
Werth  des  ip  zu  erhalten,  setzen  wir  den  Differentialquotienten 
von  (2)  gleich  Null  und  erhalten: 


—  (aw  — 6*)(a— m)  + 


(f|g— fr')ginip'cos^' 


202  Cavanr   lieber  das  Zusammenfallfn  des  oidetill.  i/eöriic/tetu 
oder,    indem   »vir  «'"T'^Tä^zrXä   suhstituireii , 


oder 


(o— w»)Ca6«— «j«)  =  0. 


7»«^^H 


Für  a — u^O  erhalt  man  qj^DO'*,  also  grade 
l'ür  das  MiDimum  hat  man  also: 


Aus  u,=  Va*eia(p*  +  b^cosq>^  hat  man  tg)p  =  y  ^Z^.  mit- 


hin rar  den  dem  Mi 
den  wir  mit  <P  bezeichi 


für    das  Minimnm 
GleicliDng  (2) : 


=  (l  +  el)l. 
Für  das  entsprechende  lUinimam  de» 


l  entsprechenden  Werth   des  <p, 


mit    A   bezeichnen,    am 


>ß- 


Liegt  A  also  zwischen  90*^  und  A,  so  giebt  es  auch  Radien,  wetdil 
die  verlangte  Eigenschaft  haben. 

Man  sieht,  nährend  ip  von  0"  bis  90*>  wächst,  g«bt  X  von  fN 
bis  A  und  kehrt  von  hier  zu   00°  zurück,   vorausgesetzt,    dass  i 
einem   bestimmten    Wertbe    des   A  zwei  Werthe  <p  gehüreo.     Es 
giebt  also  für  irgend  einen  Krislallschnitt,  der  unter  dem  WhllEd 
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UO**—  -l  eegen  die  Hauptaxe  geneigt  ist,  swei  Richtungen,  nach 
welcbeu  der  gebrochene  Strahl  nicht  zerlegt  wird,  vorausgesetzt. 
)   A  grosser  ist  als  der  „ürenzivinicel"  A. 


Zar  Berechnun;;  der  Werthe  i,  welche  gegebenen  Werthen 
tp  entsprechen,  erhält  man  aus  (2)  nach  einigen  Umfnrraungen  die 
Glelcbaog: 

(3)  *eA=^         l.n,  +'8^' 


Ist  k  gegeben 
^a  Wiobel  tp  aa; 


so  findet   man   sur  Berechnung   der  zugehürifl 
VIeicbung  (2)  zunSchst : 


(6*  +  2a''6*tgitg9  +  o*«gi»tgip2)(l  +  tg9«) 
=:a''a  +  2tgÄtgiy+lgi='lg9''')(''''  +  o''t«qj»). 

Die  Glieder  in  tgg?*  heben  sich,  woraus  hervorgeht,  dass  eine 
^Turzel  der  vorstehenden  Gleichung  tg9>  =  QciJ,  also  ^^90°,  für 
jeden  Werth  des  l  ist;  d.  h.  in  der  Richtung  der  Uuuptaxe  fal- 
len, wie  hekaont  ist,  die  gebrochenen  Strahlen  zusaromen,  wel- 
ches auch  die  Neigung  des  Kristallschnitts  gegen  <tte  Hauptaxe 
•ein  nag. 

Durch  Reduction  der  Gleichung  erhält  man: 

2fg9''.ö2|gA  +tgg,2(n«  +  A«-o9,gi9)  +  ia^ 
•der  noch  uiugeformt: 

tsA«-(l  +  0  . 


(4) 


indem  < 


ctg?»'— eis  V- 


--^0, 


Diese  Gleichung  hat  Tür  tgi>(l  +  e*)i  stets  drei  reelle  Wur- 
|Beln,  nnd  zwar  zwei  (jositive  und   eine  negative.     Letztere  ist  für 
pbysicalisches  I*robIeni   nicht  brauchbar,    sie   hat  nur  geo- 
iflcbe   Bedeutung.     Der   daraus  abgeleitete  Werlh   des   tp  er- 
lebt   «inen    Durchmesser    ff,    (Taf.  III.  Fig.  7.)    des  zweiten   und 
n  Quadranten.     Die  Tangenten  an  den  Durcbschuittspuncten 
I  Kreis  and  Ellipse  schneiden  sich  zwar  auch   auf  dem  Dnrch- 
r  measer  KK' ,  aber  nicht  die  an  diese  Figuren  aul'  derselben  Seite 
I  ^exogenen  Tangenten,    sondern   auf  entgegengesetzten,    also  die 
I  Tangenten  in  t'  nnd  f,,  und  gleichfalls  die  Tangenten  in  t  und  f,'. 

Früher  waren,    wie  es   für  un^er  pbysicalisches  Problem  nur 
Ahaft  ist,  die  Puncte  T  und  f  (Taf.  l\\.  Flg.  6.)  sKlIschweigend 
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als  aal'  derselbeii  Seil«  des    Dnrcfatnessers  Üegend  angei 
Ditd  desshalb   die  CootdinafeD  beider  Puocte  mit  deniaell 
eben  verseben.     Für  das  allgemeinere  geometriaclie  PiobI 
aber  noch  der  Fall   berücksichtigt  werden,    dass  die   Pi 
Ferschiedenen   Seilen   des  Ourcfaniessers   liegen.      Man 
den  Coordinateii  des  einen  Punctes  die   denen  des  andern 
t«s  entgegengesetzten  Zeichen  zu  geben.    Rebmen  wir  also  x. 
,    „       ,.                    „     aÄcosoj       afrsinm  ,       ,.     , 

an  als  Coordmaten  son  T :    .    — -;    so  werden  die  t 

auf  der  andern   Seite   liegenden  Darcbschnilfs   mit   dem  Krel 
sein:   — &C089,  — 6sing),  and  die  (ileicbung  (2)  wird  dann: 


Für  rp  =  Q  wird   tgi  =  — os,    für   g>  =  90"  wird  tgi  =  0,  wo 
rans  hervorgeht,  dass  in  diesem  Falle  il  kein  Uinimum  hat. 

Diese  letzte  Gletcbang  unterscheidet  sich   von   der  Gleichang 
(2)  nur  durch  das  Vorzeichen  von  w.     Macht  man  sie  rational, 
wird  man  dieselbe  knbiscfae  Gleichung  (4)    erhallen,    welche  s 
auch    die   Lösungen   in  sieb    scbliesst,    welche  nur  geomel 
Beden  tun  g  haben. 

Zcr  numerischen  Berechnung  der  Wurzeln  der  Gleichung  (4] 
setze  man : 


S|tgi+(l+e»)M.t(gi-(I+e')iiV^J|tgl+(l+Otl-ttSi-a"4^ 
so  sind  die  beiden  positiven  Wurzeln  der  kubischen  Gleichim 
gegeben  durch : 

^V"iltsA  +  (l-fe*)t|.itga-(l+c*Jil 


(l  +  e*)i  Vl|tgA«-{I  +  e«)| 
ctgil 


^)ViilKA  +  (l  +  ff')M.ltBi^fri-e«)*| 


Entnimmt  man  tgd  selbst  aus  den  Tafeln,  so  ist,   da  (1-|-^ 
ffir  denselben  Krislall  constanf  ist,  die  Berechnung  ziemlich  beqo 

Beispiel    für   den    Kalbspath. 
Förden  Kalkepath   ist  a  =  0,64717.   A  =  0,60449,    wenn 
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Mhifindigkeit  des  Lichte  in  der  Luft  iJie  Einheit  ist.  Darnach 
et  man  für  die  CrlJsse  des  GegeBwinkela:  ^  =  60032' 39" 
RJr  den  zu^ehlirrgea  Werlh  des  9:      (P  =  33°47'46''. 

Die  erste  der  Tolgenden  Tabellen  Riebt  die  aus  Gleichung  (4) 
ebneten  VVerthe  91,  die  zweite  die  ans  Gleichung  (3)  herech- 
n  Werthe  A.  In  beiden  Tabellen  sclireilen  die  Argumente  nach 
Ca  Graden  Tort. 


1 

^ 

-Pi 

Ta 

39''32- 

33"4- 

'46" 

70» 

39« 

54' 

8' 

28" 

10' 

57" 

71 

45 

7 

n 

24 

2 

38 

72 

48 

54 

5 

21 

20 

57 

73 

52 

6 

55 

19 

13 

17 

74 

55 

0 

30 

17 

24 

59 

75 

57 

41 

26 

15 

49 

26 

76 

60 

13 

21 

14 

22 

59 

77 

m 

38 

31 

13 

3 

24 

78 

64 

58 

26 

11 

49 

8 

79 

67 

14 

13 

10 

39 

7 

80 

69 

26 

37 

9 

32 

31 

81 

71 

38 

18 

8 

28 

41 

82 

73 

43 

43 

7 

27 

15 

83 

75 

49 

18 

6 

27 

41 

84 

77 

53 

22 

5 

29 

40 

85 

79 

56 

13 

4 

32 

55 

86 

81 

58 

5 

3 

37 

11 

87 

83 

59 

12 

2 

42 

14 

88 

85 

69 

46 

1 

47 

51 

89 

87 

59 

58 

0 

53 

50 

90 

90 

0 

0 

0 

0 

0 

iüÖCrtPffw;  Veli.üas7AisammenfaU.iks<trdenl(  gebrocli  Strukitf^ 


W  Ü'  0" 

S8  53  S 

87  46  33 

H6  40  31 

85  3S  I<J 

84  31  13 

83  28  -27 

8-2  27  14 

81  2T  47 

80  30  17 

79  34  54 

78  41  46 

77  50  59 

77  2  40 

76  Ift  52 

75  3*  3!» 

74  5»  2 

74  15  3 

73  39  40 

73  6  54 

72  36  43 


72  .  , 

71  4;J  54 

71  21  11 

71  0  51 

70  42  49 

70  27  1 

70  13  24 

70  1  53 

69  52  23 

69  44  51 

69  39  10 

60  35  18 

69  33  10 

69  32  41 

60  33  48 

69  36  25 

69  40  30 

69  45  50 

69  52  47 

70  0  Sl 
70  10  7 
70  20  aa 
70  32 
70  44 
70  58 


71  28 

71  44 

72  1 

72  19 

73  38 

72  57 

73  17 
73  38 

73  59 

74  21 

74  44 

75  7 
75  30 

75  54  . 

76  19 

76  43  ; 

77  9 

77  34 

78  0 
78  27 

78  53  ; 

79  20  . 

79  47  ! 

80  15  ! 

80  43 

81  II 

81  39 

82  7  . 

82  36  ; 

83  5 

83  34 

84  3  : 

84  32  i 

85  I  ! 
85  31  ; 


Der   Fall    des    positiven   Kristalls    errordert 
Untersuchung.     Da  in   diesem   Falle   o<fi    ist. 


keine    besoDill 
werden   aift-m 
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and   a — w  stets  negativ,  also 
stets  positiv.   Sämratliche  Folg 


iih  (Gleichung  (2))  Igip  iviedernm 
ngen  bleiben  denjnach  ungeändert. 


Uie  Behandlung  demselben  Prablenie    Tur   zweiaxige  Kristalle 
bebalte  ich  einer  späteren  Untersuchung  vor. 


JBenJcksichligung  der  Refraktion   und    Correktion   der 
Fehler  bei  dem  Stundenzeiger  von  Eble. 

V.in 

Herrn  Doclor  J\ell, 

Lehrer  <lc>  Ma(li«miilik  an  dat  liohercn  Gewcrbescliule   in  UHrmstadt. 


Uieises  ausgezeichnet  sinnreiche  Instrument,  dem  der  Herr 
Erfinder  den  Nameii:  Horoskop  gegeben  hat,  löst  die  Aufgabe, 
fllr  irgend  einen  Moment  die  Zeit  aus  der  Hübe  der  Sonne  zu 
bestimmen,  mit  einer  solchen  Leichtigkeit,  daas  in  dieser  Bezie- 
hung kaam  etwas  zu  wünschen  übrig  bleibt.  Im  Baude  XXXVII. 
des  Archivs  hat  Herr  Professor  GruneTt  eine  vollständige  Theorie 
des  Instruments  gegeben,  weshalb  wir  uns  nicht  dabei  aufhalten, 
sondern  sogleich  dam  Übergeben  wollen,  zu  zeigen,  wie  man  den 
Einfldss  der  Strahlenbrechung  unschädlich  machen  und  auch  die 
Fehler  des  Instruments  korrigiren  kann. 


I.     Die  Refrakti 


i  dem  Insti 


ment  v 


1  Eble. 


Der  Einfluss  der  Refraktion  ist  hier  insofern  nicht  unwesent- 
lich, als  man  während  eines  grossen  Theils  des  Jahres  die  Be- 
obachtung bei  ziemlich  tiefem  Sonnenstande  anstellen  muss,  um 
ein  etwas  sicheres  Resultat  zu  erhalfen.  Denn  man  erhält  na- 
tOrlicb  die  Zeit  um  so  genauer,  je  rascher  die  Höbenänderuag 
äet  Sonne  von  statten  gebt.  Um  zu  wissen,  wann  d!ess  geschieht, 
«0  bezeichne  ß  die  Polhuhe  des  Orts,  Ö  die  Deklination,  h  die 
BOhe  und  ff  den  Stundenwinkel  der  Sonne,  so  ist  bekanntlich: 


208        .Vb(/.-  Berücksichligitng  der  ISefrahClon  und  Correhtiai 

siriA  =  siii|SsiTid-t~cos|3cosdcosa. 
DiSerentiirt  man  in  Bezug  auf  h  und  c,  B(t  w\tA: 
dk  cns^cosäsino 


da- 


cash 


Setzt  man  ausserdem  das  Azimuth  der  Sonne 
wir  die  Gleichung: 


da  — 

Dieser  Ausdrnck  erlangt,  vom  Zeichen  al)E;eseben, 
grössten  Werfh  für  «1=90°,  d.h.  die  Sonne  ändert  ihre! 
am  schnellsten,  nenn  aie  im  ersten  Vertikale  sieht.  Uiess  Iritl 
bekanntlich  um  dieZeitder  Nachtgleichen  des  V'ot-  und  NacbmilCagi 
um  6  Uhr  oder  zur  Zeit  des  Sonnenauf'  und  Untergangs  «iii.  li 
den  Wintermonaten  steht  die  Sonne  unter  dem  Horizonte,  nep 
sie  in  den  ersten  Vertikal  gelangt,  dage<;en  kann  man  in  d^ 
Sommermonaten  die  Beohachtung  wirklich  zu  einer  Zeit  anstelle^ 
dass  man  auch  eine  ettvas  i;riissere  Genauigkeit  erhält.  Dm  jede! 
mal  zu  wissen,  wann  diess  der  Fall,  dient  die  sehr  einfach  na(^ 
suiveisende  Gleichung: 

cosff  =  cotjStgö. 

Z.B.  um  die  Zeit  des  Solstltiums  ist  5  =2Z°i7' ,  setzt  man 
ausserdem  j3^50",  so  findet  sich  0  =  4*35",  oder  man  macht 
Qm  diese  Zeit  unter  dem  SOsten  Breitengrade  die  Beobachlang 
am  besten  des  Morgens  um  7  U.  25  M.  oder  Nachmittags  4  D' 
3SM-,  wobei  es  natürlich  auf  eine  Viertelsfunde  früher  oder  spS-j 
ter  gar  nicht  ankommt,  indem  bekanntlich  jede  Grösse  in  der  Nib» 
ihres  Maximums  oder  Minimums  sich   nur  langsam  ändert.  ' 


'  Formel 


,dh 


r  langsam  ändert. 
dh 


da^ 


Isina  gibt  für  0  =  0,  ^  =  0,  d.h. 
zur  Mittagszeit  würde  die  Beobachtung  ein  ganz  unsicheres  Re^ 
sultat  geben.  Im  Allgemeinen  ivird  man  gut  thun,  mindestenj 
3  Stunden  vor  oder  nach  Vi  Uhr  zu  beobachten.  Diess  setzt  je 
doch  voraus,  dass  man  des  Fehler,  welcher  durch  die  Refraktioi 
vernrsacht  wird,  unschädlich  macht.  Fahren  wir  in  unserer  abi 
gen  Gleichung  für  sinA  statt  der  Deklination  der  Sonne  ibij 
Poldistanz  = 


ä 


der  FeMer  bei  dem  Sinnden-ieign  von  Eble. 


■ezeicbne  r  die  Kefraktion  der  Sunne,  wenn  sie  die  nahte 
zeigt,  60  ist  k\r  ihre  ecbeiobare  Hübe,  und  man  kann 
t  Gleichnng  anschreiben: 

sin{A+i'}  =sin^cosp'  +  cos(3siii^'coso, 

B  jedenfalls  dadurch  befriedigt  werden  kann,  daes  dem  p' 
teeigneter  Werth  beigelegt  »ird.  Wir  liünneu  daher  die 
\  stellen:  Welche  Cnrrektioo  g;  niusx  man  an  die  wirkliche 
■tanz  p  der  Sonne  anbringen,  dass  obige  Gleichung  für  die 
B  Sonnenhühe  noch  den  gleichen  StundeDwinkel  ff  wie 
)t.  Wir  ballen  hier  oETenliar  p'=:/)  +  y,  da  nun  <p  und 
)  Winkel  sind,  die  immer  itleiner  bleiben  als  1",  so  setze 
I  Sinus  gleich    dem  Bogen,    den    Cosinus  =:  I  und  erhält 


ipcosA' 


Man   inüsste  hiernach,  um    den   Einfluss    der    Refraktion  un- 

|tak5dlich  zu  machen,  für  den  beiläufig  bekannten  Stundenwinkel  a 

der  Formel  sin  A  ^  sinj3cosp-{-cos|5sin/>coaö  die  Hübe  der 

!  berechnen,  dazu  aus  einer   Refraktionslafel  das  r  entneh- 

und    dann    if>    berechnen.     Allein  diess   wäre    ziemlich    um- 

I  alfiiidlich  und  würde  dem  Zweck  des  Instnimenls  geradezu  wider- 

la  man   beim    Gebrauch    desselben  jeder  trigonometri- 

;ben  Rechnung  überhoben   sein  soll.     Berechnet  man  sich  übri- 

I  für  allemal  eine  Tabelle,  ans  welcher  man  die  Gröt 

!i  enfuebmen  kann,  so  verursacht  diess  bei  jeder  Beobach- 

ine  ganz  unbedeutende  Muhe.     Wir  theilen  hier  eine  solche 

I  mit,  welche  für  13=50"  berechnet  ist: 
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Um  aber  diese  Tabelle  berechnen  zu  können,  ist  es  nuthig, 
den  Betrag  der  Refraktion  für  die  wahre  Hohe  der  Sonne  zu 
kennen,  während  die  Refraktionstafeln  denselben  immer  für  die 
scheinbare,,  oder  durch  Beobachtung  erhaltene  Sonnenhöhe  an- 
geben. Man  muss  desshalb  ans  einpr  solchen  Tafel  den  Werth 
▼en  r  beiläuflg  bestimmen,  dann  ist  h-\rr  die  scheinbare  Hohe 
für  welche  man  also  den  Werth  von  r  genauer  erhält;  wurde  der 
letztere  voiii  jenem  stark  abweichen,  so  roüsste  man  das  Verfahren 
wiederholen.  Doch  wird  man  durch  Benutzung  der  folgenden 
Tafel  dieser  etwas  umständlichen  Arbeit  überhoben,  indem  solche 
die  Refraktion  für  die  wirkliche  Hube  angiebt.  Sie  ist  in  Minuten 
and  Zehnteln  derselben  ausgedrückt. 
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26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 

2,1 
2,0 
1,9 

!;? 

7  0 
10 
20 
30 
40 
SO 

8  0 
10 
20 
30 
40 
50 

9  0 
10 
20 
30 
40 
50 

7,2 
7,1 
6.9 
6,8 
6,7 
6,5 

1      0 
5 
10 
15 

20 
25 

21,8 
21,3 
20,8 
2U,3 
19,9 
19.5 

1,7- 

1,6 

1,5 

15 

6,3 
6,2 
6,1 
6,0 

6,9 

35 
36 
37 
38 
39 

1,4 

1,3 
1,3 
1,2 
1,2 

1    30 
40 
50 

19,1 
18,3 
17,5 

2      0 
10 
20 
30 
40 
50 

16,9 
16,3 
15,7 
15,1 
14,5 
14,0 
13,5 
13,1 
12,7 
12,3 
11,9 
11,6 

40 
41 

42 
43 
44 

1,1 
1,1 
1,1 
1,0 
1,0 

5,8 
ä,7 
5,6 
5,5 
5,4 
5.3 

3      0 
10 
20 
30 
40 
SO 

45 
46 
47 
48 
49 

1,0 
0,9 
0,8 

0,9 
0,8 

10      0 
10 
20 
30 
40 
50 

5,2 
5,1 
5,1 
5,0 
4,9 
4,9 

50 

0,8 

4 

4      0 

L 

11,3 

11      0 

4,8 

de  = 


der  Fehler  bei  tfem  SlimdenüHger  rtin  Etile. 

I    beurtiieileo,    tvelchen   Fehler  man  begeht,  v 
tei  der   Z«ilbtMtitnmung  mit   dem  Instrument  von  Eble  die  1 
ption  ganz  vMnachlasHigl.sadifferentiiremandie  Gleichung: 

=  sin|3cosp-|-cnBj3sin;«cosff. 
%  auf  h  und  ff. 
lidotch  findet  sieb,  (veon  man  ausserdem  noch  dk  =r  setit : 

JFCOsh^ 

'iScQs^sinpsinff" 
ininuten  B.B.  |S=50",  p  =  90ö    0  =  64"  oder  =90".  Üalür 
i>(^  aUier=29'.'2  und  tfff  =  — 3,03  Minuten. 

uchung  der  Fehler  des   Instruments.  | 

bleibt  jetzt  noch  zu  zeigen  übrig,  wie  man  die  Fehler  des 
InBtnunents  korrigiren  küniie.  Dasselbe  besteht  (siebe  Archiv, 
Tbeil  il,  Seite  429)  aus  2  Haupttheilen,  »ovon  der  erste  AB 
die  G«Btal[  eines  T,  der  andere  CD  Aehntichkeit  mit  einem  L 
hat.  Auf  AB  finden  sich  3  Skalen,  wovon  die  eine  nach  Graden 
fli  die  Poldielanzen  der  Sonne,  <lie  andere  nach  Stunden  und 
Hianten  getheilt  ist.  Die  Richtigkeit  beider  Eintheilungen  kann 
Incbl  vermittelst  eines  geradlinigen  Massstabes  und  einer  trigo- 
iwnetrischen  Tafel  geprüft  und  also  auch  nüthigenfalls  korrigitt 
"«titen,  indem  bei  der  ersten  Skala  die  Abstände  der  Theilungs- 
punlilerou  der  Mittellinie  sich  wie  die  Tangenten  derum90Grad 
lertninderten  PoldisI:inzen,  und  liei  der  Stundenskala  sich  wie  die 
^Minus  der  ebenfalls  um  00  Grad  verminderten  Stundenwinkel 
feibalten  müssen.  Ausserdem  fordert  die  Theorie  des  Instruments, 
i-ti»  beide  Skalen  rechtwinkelig  zu  einer  geraden  Linie  stehen, 
welche  man  sich  von  der  Mitte  der  oberen  Skala  nach  demjeni- 
gen Punkt  gezogen  denkt,  auf  »eichen  man  beim  Gebrauche  das 
Utb  einspielen  läset.  Bezeichnet  K  (Taf.  III.  Fig.l.)  diesen  Punkt 
md  ist  B  die  Mitte,  G  und  J  die  Endpunkte  der  oberen  Skala, 
so  ist: 

ZÄÄJ  =  .^flffG  =  2ti'>, 

HK  =  HJ.  cot23»  =  2,1445.  flj 


Hat  man  sieb  daher  zuerst  fiberzeugt,  daas  HJ  gleich  HG  ist^ 
SD  beschreibe  man  von  den  Punkten  J  und  G  aus  mit  KJ  als 
Ibnweeer  zwei  Kreisbögen,  die  sich  in  K  durchschneiden  wer- 


■fiftlbmeeee 


f^^^Üri 


■  Laafe  tnobfj 
■tich  lue  Mitt 
■kbetjvilvrBeofau 
il  XnidMBg  der  rtel 


.  «M  r     lue  Clvxeite»  dnreh  » I 


Jen    Betrag 
A*  «r«&re  Sonnenzelt 
4ft  oMM  Ck-  irar   nach   letzterer 


t  #4^«—«)  <tar  SUad  dar  Uhr,  m: 


der  Fehler  bti  dem  StimdetKetger  von  Eble.  il5    < 

Jich  darunter  die  Anzahl    Minulcn  und  Secunden,   welche  üu  der 
2S«t,  nelche  die  Uhr  gerade  zeigt,  hinzugeRigt,  die  richtige  Zeit 
^^ben.     Wärde  nuti  da«  Winketmessinstrument  die  Hohen  fehler- 
fr*\   geben,    so    müseten    die    beiden    Ausdrücke    ((  +  i — r)    und 
^i'-fi' — t")  auch  genau  übereinstimmen;  diess  iiird  jedoch  in  der 
Cr^^gel  nicht  der  Fall  sein,  dann  erhält  tonn  »ber  nach  dem  Vorherge- 
■««nden  in  dem  Mittel   aus   beiden,    ein  von  den  Fehlern  des  In- 
struments unabhäugiges  Resultat.     Man  bieht  nun  leicht  ein,  dass, 
^venn  auch    die  am  Nachmittag  genommene  Höhe  etwas  von  der 
-vormittäeigcii  verschieden  ist,  man  dennoch  durch  dieselbe  Rech- 
nxuigBmethode  ein  guter«  Resultat  erhüll,  indem  bei  nahe  liegenden 
Keobacbtungen  kleine  Fehler  des  Instruments  in  ganz  ähnlichem 
Sinne  wirken.     Diese  Beobachtungen  aul'das  Hurnskop  ungewandt, 
«ahllt   man   folgende  Vorschririen;    Man    macht    am  Vormittage, 
iKin  besten  4  oder  S   Stunden   vor    12  (Jhr,    mit  dem  Instrument 
dne  Beobachtang,   dessgleichen    Nachmittags  heiläuflg  ebeosoviel 
Zeit  Dach  12  Uhr,    und  berechnet  aus  beiden  Beobachtungen  den 
Stand  der  (Ihr,    das  Mittel  daraus  gtht  den  richtigen  Wertb;    zu- 
SlGicb  sieht    man,  dass,  je  mehr  beide   Werthe  von  einander  ab- 
«veluhen,  um  so  grösser  der  Fehler    des  Instruments  sein  mQsse. 
Es  wurde   bei    diesen    Betrachtungen    übrigens   keine    Rücksicht 
wilden  täglichen  Gang  der    Uhr    genommen.     Man  versteht 
ninlich  darnntei  den  Unterschied    zweier  innerhalb   24  Stunden 
htitimmler  Uhrstände,  und   nimmt   das  Zeichen  desselben  so  an, 
du(  eio  positiver   Gang   ein  zu   langsames,    ein  negativer  ein  zd 
vclinellefi  Gehen  der  Uhr  bedeutet.      Um  den  täglichen  Gang  der 
Vb  tu  bestimmen,    macht  man   auch  am   folgenden  Tage  wieder 
um  dieselbe    Vannittagsslande   eine   Beobachtung,  so  erhält  man 
dnrcb  Vergleicbung    der    beiden    V'ormittagsbeobachtungen   einen 
^Migen  Wertb  für  den  täglichen  fiang,  indem  dabei  wieder  die 
Febier  des  Instruments  ganz  tn  dem  gleichen  Sinne  wirken.  Man 
dann  die  Beobachtung  am  Nachmittage  leicht    so  reduciren, 
m  die   Uhr  ganz   richtig   gegangen    wäre.      Freilich  muss 
len  gewissen  regelmässigen  Gang  der  Uhr  inner> 
S4  Stunden  verlassen  können,  sonst  wäre  eine  solche  hierzu 
"Dlcbt  lu  gebrauchen.     Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass 
man  sich    nicht  mit  einer   einzigen    Beobachtung  begnügen    wird, 
MiiderDdass  man   jedesmal   eine  Reihe  von  Beobachtungen  rasch 
hintereinander  machen  wird,     und  das  Mittel   daraus   nimmt,    um 
das  Resultat  von  Beobachtungsfehlern  freier  zu  machen. 

Hat  sich  nun  durch  eine  derartige  Untersuchung  herausgestellt, 
I  i&as  der  Strich  auf  dem    Plättchen  t  eine  unrichtige  Lage  habe, 
mt  es  jetzt  darauf  an,  dieselbe  zu  korrigiren.     Zu  dem  Ende 
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ziehe  man  (Taf.lll.  Fig.  2.)  ober-  und  unterhalb  von  jenem  Strt3 
in  gleichen  Abstanden  (am  zn-eckmässigsten  von  etira  1  MUIim 
ter)  mit  scharf  gespitztem  Bleistirt  parallele  Striche  und  macl 
nun  an  jedem  der  dTcl  Striche  Beobachtungen  nach  der  du 
lieschriebenen  Methode.  Wie  man  dann  weiter  vernibrt,  ersia 
man  am  besten  ans  folgendem  Beispiel. 

Wir  bezeichnen  die  drei  Striche  durch  (1),  (2),  (3),  and  MI 
sei  (I)  der  untere,  (2)  der  mittlere  (alte)  Strich,  (3)  der  ober«, 


Beobachtung  am  1.  Juli  186:{.    Vormittags  nacb  7  Uhr. 

PoMistanz  der  Sonne  =66047',  Zeitgleichung  £=+3,4, 

Beobachtung  am  Strich  (I)i 


(=7    1.3 

7    3.S 

7    8.2 

7    9,7 

7  12.3 

,=       3,4 

3,4 

3.4 

3,4 

3A 

1  =  7    J,7 

7    6.9 

7  11.6 

7  13.1 

7  18,7 

1  =  7    9.0 

7  11,4 

7  16,1 

7  17.8 

7M3 

.=    -4,3 

-ifi 

-4,5 

—4,7 

~i» 

Beobachtung  am  Strich  (2): 

t  =  7  uTe    7  ivr 

j=         3,4      3^      3A            3,4  3.4 

7  18,0     7  21,1      7  23.2      7  25,0  7  29,3 

z  =  7  21,5      7  24,4      7  26,7      7  28,3  7  32,6 

~x=    —3,5        —3,3        —3,5        —3,3  —3,3 


Beobachtung  am  Strich  (3): 


/=7  30,7  7  3:i,7  7  36,2 

z=        3,4  3,4  _3^ 

=  7  34,1  7  36,1  7  39,6 

r  =  7  36,4  7  38,4  7  42,0 


7  38,3  7  393 

3,4  ^ 

7  41,7  7  4%a  '. 

7  44,0  7  46,5 


2,4         —2,3 


der  Fe»/er  öei  dem  Stiiiiden-ietger  tui 

'i  Eble. 

^1 

am  1.  Juli.     Nach 

mittags  nach  4  Uhr.                    ^H 

»taiii  der  Sonne  ^  66»»)'. 

Zeltgleichung  =  +  3!!.                ^| 

Slrich  (3): 

^1 

=  4  süa 

4  T»    a  Vi 

4  IM 

4  isTe 

^1 

=       3,4 

3.4           3.4 

3.4 

3,4 

^M 

==4    8,7 

4  11.2      4  13,3 

4  14.8 

4  17.0 

4           ^B 

=  4  n,s 

4  15,0      4  17,2 

4  18.7 

4  20.8 

4  23,5           ^H 

=     -3,8 

-3,8        -3,9 
Stricb  (2): 

—3.9 

-3.8 

-3,9            ■ 

=  4  wTe 

4  215      4*  23r5 

4  2s78 

4  27?7 

^1 

s       3.4 

3,4           .3.4 

3.4 

3,4 

H 

4  SB,» 

4  24,7      4  26.9 

4  29.2 

4  31,1 

4  32,7            ^1 

s=  4  25.7 

4.27,4      4  29,4 

4  31.9 

4  33,8 

4                    ^1 

B    -2.7 

-2,7        -2,5 
Strich  (1) 

-2,7 

-2.7 

H 

r=  4  34^2 

4  35T2      4  Se^b 

437T5 

4  4l"3 

4                   ^H 

=       3,4 

3,4           3,4 

3.4 

3.4 

H 

4  37,6 

4  38,6      4  40,0 

4  40.9 

4  44.7 

4                    ^1 

=  4  39,2 

4  40,2      4  41.5 

4  42.4 

4  46.2 

4                    ^1 

=    -1,6 

-1.6        -1.5 

-1.5 

—1.5 

^1 

«ch  Stand  der  ühr  am  I.  Juli  Nachmiltags. 

H 

Nath 

Strich  <3)  .    .    .    . 

-3.85  ur 

1  4.2. 

^1 

(2).   .   .   . 

-2.67    - 

4.5, 

^^1 

(1).    .    ■    ■ 

-1,57    . 

4,7. 

H 

eobachtun; 

j  am  2.  Juli.    Von 

mittags  n 

ach  7  Ul 

1 

istanz  der  Sonne  —  66051'. 

Zcilgleichung  = 

^1 

Slrich  (1); 

^1 

h       m 

fc  7    8,2 

7    6^4      7    8T2 

7    9T3 

7  lÜ 

7 1^1         ^H 

6=        3,6 

3,6           3,6 

3,6 

3,6 

H 

7    8,8 

7  10,0      7  11,8 

7  12,9 

7  14,9 

7            ^H 

..  =  7  13,2 

7  14,7      7  16.3 

7  17,5 

7  19,5 

7           ^H 

j— 1=    -4,4 

—4,7        —4,5 

-4,6 

-4,6 

^1 

■bell  XI.I. 

^^1 

^^^^^^^^H 

^^^^^^^^^1 

fieti:  BerüCktlcMtgwig  der  Refraktion  und  CorreHllom 

Strich  (2)! 

26)3  7  2l"9  7 

=        3,ö       3,6       3,6       3,6       3,6        3,6        3,6        3,1 

7  21,2  7  22,8  7  23,9  7  25,5  7  27,8  7  29,2  7  32,3  7~^ 

=  7  24,6  7  26,2  7  27,6  7  29,0  7  31,0  7  32,5  7  33,9  7  37,) 

^    —3,7    — 3,B  ^,3    —3,3  ^3^  ^^ 

Strich  (3J: 


(+■— r=    —3,4 


=  7  SeTl      7  StTs      7  40??      7  4l"9 
3,6  3,6  3,6  3,6 


7  44™!       7  45^7 
3.6  3^ 


7  39,7  7  4!,1  7  44,3  7  45,5  7  47.7  7  49,3.* 
7  41,9  7  43,4  7  46,8  7  48.0  7  49,8  75M 
2.3        —2,5        -2,5        -2.1 


(  +  1  — T=    — a,2 

Hiernach  Stand  der  Uhr 

Nach  Strich  (1)  . 

-  (2)  . 

-  (3)  . 


-2,5 

n  2.  Juli  VormiltagB: 

.  —4^  um  7,2  Uhr. 
.  -3,43 
,   .  -2,28 


Die  Vergleicbung  mit  der  Beoliachtung  am  I.  Juli  Vm 
ergibt : 

TSglicben  Gang  nach  Strich  (1}  .    . 

-  -  -        (2)  .    . 

-  -  -       (3).   . 

Dos  Mittel  daraus  ist  =  —0,04  oder  die  Uhr  ist  1 
%  Juli  um  2i  Secunden  vorgeeilt. 


1^^     reis 

k 


Diese  Beobachfungen  wnrden  mit  einem  Tasche nchronon 
gemacht,  doch  hätte  auch  eine  gute  Cylinder-  oder  Ankeruhi  h 
reichende  Genauigkeit  geträbrt. 

Wir  wollen  nun  die  Nacbmiftagsbeobachtungen  so  redut 
als  nenn  die  Uhr  gar  nicht  vorgeeilt  (vSre. 


der 

Fehler  bei  dem  siunäemtfger  eo 

1  Eile.                  219 

Heobacbtiiiig 

am  I.Jall. 

ch  (1)  uro  7.2  Tormitlae    J 

4,7  Nachmittag  j 

Zeitintervall 

=  9,5  Stunden. 

Eh  (2)     - 

7,4  Vormittag    I 

=  9,1        - 

- 

4,5  Nachmittag ' 

ih(3} 

7,7  Vormittag    j 
4,2  Nacbmiltagi 

=  8,5        - 

Gang 

der  Ubr  in  9,5  =r 

0,04.9.5 
24—  = 

-  0,02, 

Wlire  daber  die  Ubr  nicht  vorgeeilt,  so  hlitte  nicb  bei  den 
NlcJuBittagebeobacbtungen  der  Stand  derselben  gezeigt: 

I  8W^(I).   .-1,55,    Strich  (2).   .—2,65,    Strich  (3) .   .—3,84. 
|i^iin  Vorm  ittagsbeobacb  tun  gen  fanden  sich  die  Zahlen: 

—4,50,  —3,25,  —2,32. 

tet  aus  den  Vor-  und  Nacbniittagsbeobacbtuagen  sind: 

-3,03,  —3,00,  —3,08. 

ibintman  endlich  noch  das  Mittel  aus  diesen  drei  Wertbeii, 
in  für  den  Stand  der  Uhr  om  I.Juli  Vormittags  am 
-  3,04". 

Die  Vergleichung  mit  den  obigen  Zahlen  zeigt  sogleich,  dass 
ia  richtige  Sirich  AB  (Taf.  Ui.  Fig.  3.)  zirlschen  (2)  und  (3)  zu 
liegen  kommen  wird.  Um  seine  Lage  festzusetzen,  setzen  wir 
€D=a,  CÄ=:x.    Nun  fand  sich: 


daher  Fehler  =-fO,3l, 
-      =-0,72. 


Stud  der  ühr  nach  Strich  (2)  =  —  3,35, 
-      (3)  =  —  2,32, 
alten  daher  die  Proportion: 

0.31-(— 0,72):a  =  0,3I:x, 

1  ist  die  Lage  des  Striches   lu  verbessern. 


Htj/er:    siimmnlton  reelproher  Polemreihtn 


XXIII. 

Summation  reciproker  Potenzreihen  mittelst  der  Fffi 


Herrn  Docior  Gustav  Ferdinand  Meyer 
rn    Hannnvcr. 


In  seiner  algebraiscben  Analysis  —  Nnte  X,  Seite  4 
■'  hat  mein  verefarterLehrer,  HerrProressoiStero  in  Gütting 
eine  Anzahl  interessanter  Sätse  über  gewisse  Doppelreiheol 
gestellt,    die    eine    Anwendung    der    so    wichtigen    Formel  j 


1. 


1 L_  /^=°,-, 


'^dx 


gestatten.     Die  Sätze  selbst  sind  folgende  -  a.a.O.  S.446— 

„Wenn  man  die  Einheit  sowohl  als  Basis,   wie  als  Expt 
auaschliesst,  so  ist  die  Summe  der 

I.  reciproken  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  ^  1, 

*2.  reciproicen  geraden  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  ^f 

3.  reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen 

4.  reciproken  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  =:log2, 

5.  reciproken  geraden  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  = 

6.  reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  =Iog2— j, 

7.  reciproken  Potenzen  aller  ungeraden  Zahlen  ^1  —  log2, 

8.  reciproken  geraden  Potenzen  aller  ungeraden  Zahlen   =s^ 


itt^ 


milUlsl  der  Formel  —  =  -; ~  /      e-"X«-^dx. 

s"      n(a — 1)»' 

'  9.  reciprak«n  uiigeradea    Potenzen    aller    ungeraden    Zahlen 
=  J-log2, 

FSO.  reciproken  niigeraden  Potenzen  aller  Zahlen  4m -|- 3 

—  8  2  ' 

AI.  reciproken  geraden  Palenzen  aller  Zahlen  4M-t3^j.iog%  j 

'.  reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  Zahlen  4n-t-l 

_        log2       X   I 
-S-     2    ~ 

13.  reciproken  geraden  Potensen  aller  Zahlen  4n-|-)=^t(I— log2). 


14.  reciproker 


ingeraden  Potenzen  aller  Zahlen  4n+2  : 


.  !5S? 


PiS.  Teciprokeii  geraden  Poteozen  aller  Zahlen  4n-f2=  o> 
Ofi.  reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  Zahlen  4n=jiog2— ^.  1 
|17.  reciproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4n^\  —  -s" 


Pes  Interesees  halber,    welches    ohne  Ztveifel  diesen  Sätzen   i 

ich  zukommt,  möge  es  mir  erlauht  sein,  in  dem  Folgenden   i 

■  Setveis  derselben  auf  die  erwähnte  Weise  zu  liefern. 

^Wenn  man  in  I.  statt  s  zunächst  die  Zahlen   2,  3,  4,  5,. 
t  so  ersieht  sich  offenbar: 


1 f  e-"»- 


^  Sehreibt  man  nun  far  a  ebenfalls  sSmnitliche  ^anze  Zablen 
an,  ao  entspringt  weiter: 


■  1 
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i 
1)  i 

+  2»+3s+48+- -(""J     ^^^=nt'^+r:2  +  r::3+ • -1 


0 

+ 

0 


=/ 


d.  h.  der  erste  der  zu  beweisenden  Sätze. 

Auf  dieselbe  Weise  wird  man  offenbar  auch  den  allgemeinen 
Satz  beweisen  können»  den  Stern  a.  a.  O.  S.  434.  anffihrt.     Sab-  \ 
stituirt  man  nämlich  in  I.  statt  s  die  Werthe  p+l»  /»+%  p+S^.» 
wo  p  eine  positive  Zahl  ausdrückt;  so  gewinnt  man  aus  1:  i 


"1"  •  •  •  • 


1  /»« 


=  5(^=1)/ 


0 


•T" 


0 


Mithin  wird: 


1,1.1  \ 


/QO  1 

v^..,  ,^T^.,  ,^,^,  ^ 

+ 


Der  zweite   der^oben  [erwähnten  Sätze  ergiebt  sich,  indem 
man  in  K  für  a  die  geraden  Zahlen  2, 4...  wählt.    Mao  eriiäitso: 

22 '■32  ■«■42  "T  ••" 

111  l  — r^flfj^r    ,    ^'    ,    ^'    ,      1 

+  24  +  34  +  44+    ••  (     J       ^^^=TL'^'*"1....3+1....5+-J 


+ 


o  o 

/»OD  •»OD 
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Werden  dagegeu   in  I".  für  a  die  ungeraden  Zahlen  3,  5,. 
genommen,  so  kommt: 


]+2s  +  3»"'^4s"* 


=  i/%-^rf.-i/* 


ein   Resullal,  dos  eofoTt  durch  Subtraction  der  beiden  ersten  SSIze  J 
erhellt. 

Nnn  setxe  man  in  1.  fürs  alle  geraden  Zahlen.     Dadurch  wird: 


i..l.i.     _        I  p'^e'^.x'*-^dx_       1         f'Px'-^dx 

folgBcb  fßr  «  =  2,  3,  4,....: 

gi  +  Jä  +P  +  -"-  J 


-..c.-Ä)=/'^-/-^=...-,. 


1  Biar  lit  offenbar   cc  —  ib=:0,    indem   ^  =lge',    also 

r  Autdruck  aber  für  x^ti   den  Weilh  0  giebl. 

iDD  man  will,  da«  Integral    /      — -j~-oaterder 

i£— 'gO  +  '-'Mo.«   Mfort  dar«t«llen ,  dB  offenbar  y       -^-^    mit 

/»  e~*dx /•»  rfg+g-») 

1  Umtiich  iil. 


+ / 

WerAe  «  =  :{,  S,  7,_.  ITiiiLiyii  fiefen  «fie 


i»*#*«^*'"" 


,.,.,.    >=y^,..i±- 


+  fi  +  p  +  ^+-— 


+ 


=*AVti-*/'^=*/'Ä-!/*''-'^' 


•  o  00 

was  offenkar  sogleidi  durch  SobtractioD  der  Sitze  4)  und  5] 
woDoeD  werdeB  kaoo. 

Um  dem  7teii  der  obigen  Sitze  zo  eriaageo,  wollea 
in  L  statt  j  zoTorderst  alle  uogeraden  Zahlen  setzen.  Hierd 
gewinnen  wir  die  Gleichung: 

K 

111  1  /**      c-»» 

3;  +  5i  +  7i+   •••=  JT(fl— 1) J        1  — e-»*-^"  ^'^^ 

o 


-  n(a-\)J 


e**— 1 
Hieraas  aber  fliesst,  wenn  man  a  =  2,  3»  4,....  schreib 

i+i+i  . 


+ 


/OD    ff—*dX 
^^^-^ .  (c*- 1)  =  [-c-'+lg(l  +  e-')]o,«  =  I  —  V? 

o 


1  1         /•" 

wütteUt  der  Formel  —  =  =7 — -■  /     e-^'aor-idx. 


225 


Natürlich  kann  dieses  Resultat  unmittelbar  aus  1)  und  4)  abgele- 
sen vrerden. 

Weiter  erhSit  man  aus  der  Formel  l^,: 

i      1     i 

3«  +  5a  +  7a  +  •  •  •  • 

gj        ,  +  34  +  54 +74+-- 

^  + 

n  O 


Endlieh  giebt  die  Gleichung  K  Tür  a  —  3,  5,  7, 

9) 


1.1.1 


38 +  53  +  73 +  •••• 


111  >    —  /*  *  e-'dx   ef +£2 

+  35  +  5^  +  75  +  -  •.    (    ""</        ^^'-l'  2 


+ 


*=*/      1hT-V       ■iMT=y      ^mT-*/      •'-'"^- 

0000 

Aber 

/e~^d>x 
ex^l  =  "  e-'  +  logil  +  e-*)  +  const. 


vnd 


sonaeb : 


— i/  e— **  rfa:  =  ie— **  +  const. , 


/*5^-*/'  «-'^'^=^-'»82. 


0  o 


en  Ergebnisse    das  schon  aus  dem  blossen  Anblicke  der  Glei- 
I     cbBDgen  7)  und  8)  zu  erkennen  ist. 

VTeDD  wir  jetzt  in  I.  statt  s  alle  Zahlen  von  der  Form  4n-|-3 
rabBtitoiren ,  so  bekommen  wir  zunächst  die  Beziehung: 
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K 

111  1  /**  (?""•* 


_        1  /**  e^x^-^dx 


0 

Son&ch  wird: 

10) 

38+73  +  11S+""  J 

1       1        J  f  _/^^  g*<tg     e^  +  e-*  — 2 

+  35  +  76  +  115+  ••  l  ^t/       «**-r         2 

+ ) 

,  r^     dx  /*qp  ^dx 

o  o 

Nun  ist  aber: 

/dx  P  e-^*dx         PdCl—e-^y 

ond 

/'e^rfar  /*  e*<far(l— c^  +  l-f  c^*)  _         Pj*dx 

/c*i^a:  ,  1 

j— ^ = — i  arctg  e* — gj  arctg  (le*) + const. , 

d.  g.  wegen   arctgmrsgJqg  jqp^: 

/» ^xdx  1— -6' 

^irjli  =  —  ia'ctge*  +  ilog  yqp^  +  const. 

Daher 

(1  +  e*\* 
— ^]r"y    +  const. 

=  i  arctg  c*  +  4  log  —^  +  const. , 
und  somit: 


L. 


1  1  /•• 

miiieisi  der  Formel  « =  -  y     e-»*3r«-i  dx. 

iC^     da  n^   e'dx       n     log2 
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0  0 

Ferner  folgt  an«  K: 

11) 


+35  +  74+X14  +  — •  (   ^     e**— r     2     ^V     e-«»  +  l 


=  [-Jlog(l  +  e-«')]o,oo  =ilog2. 

Indem  man  in  I.  statt  s  alle  Zahlen  der  Form  4n  -f  1  setzt, 
I    geipviiiiit  man: 

111  1  /*»  e- 


1  p^  e-'x^-^i 

-  iT(a-l)c/  a^'-l 

t     Demnach  ist: 

12) 

111  (__  p'*'e—dx   e*+e-'-i 

+  Bi  +  5B  +  Kä  +  -(     J      «^-1  2 

+ ' 


o 

Weil  aber 

*/*^rf =-i/*'~*''^+*/^l  =  ie-««+ilog(l-e-«*) 

-|-  const. 

*)  Dass  arctg(ao)'— arctg(l)=<^ — ^  ist,    ergiebt  sich  sofort  ans 

der  Formel  

arctg  %  =  aretg  s  J:  /tt  , 

■  welflher  arctg s  den  kleinstea  W«rth  der  Tieldeotigon  Function  arctg« 
■4  /  jode  ganie  Zahl  bezeichnet. 
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und 

so  entspringt  mit  Rucksicht  auf  die  Betrachtungen  unter  10) : 

^  Pe-^dx      Pe-^dx 

]  ßX 

=  J«"**  +ilog(l  — e-2*)— e-*-— ilogj-^r-^  — iarctgc*  +  const. 

folglich  nach  einigen  leichten  Rechnungen: 

per^dx      pe—dx       ,     „  ,       ,  ,  .      ., 

\J  ^üZTl-J  ^i]^-!"  =  i^*^ -«-*-* arctge'  +  i  log(l+e- 

+  coa 
Und  sonach  wird: 

/•»  e-^*dx       P  *  e-*dx  tc 


Wählt  man  für  a  alle  geraden  Zahlen  ^  so  fliesst  aus  K: 

13) 

5^  +  §5  +  jgä  +  •••• 

111  \=z  P'*  e^J^dx    e*  —  e-*  /»*  e-**e 

+  »*+P  +  i34+"    {~J       e**—l'       2       "V         ^M-' 

I- / 

«*  o  o 

I^Hlr  s  tt^&gen  jetzt  Zahlen  von  der  Form  4n-f2  gewählt  wc 
ilou*    Uhtw  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  vorerst: 


1/. 


I        I         I  1  P^  e- 

^  ^iU  *-  lÖ«  +  --"  =  iT(a-l)J        a:«-^Ar.Y3 


—  ma^i)J 


^  e^x'-^dx 


m»  ftof  •  die  angeraden  Zahlen  3,  5,  7,  ....,    i 


1  1         /■*" 

miUeUi  der  Formel  —  =  7=7 — rc  /     e-** x^-^  dx. 

8«        JI{a^l)mf 
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14) 


1 

1 

1 

2» 

+ 

6» 

+ 

108+ — 

1 

I 

1 

2» 

• 

+ 

• 

6» 

•      • 

+ 

• 

10«+   •• 

•        •        •        • 

—2 


ino  ist 


,   PeFdx         r  e^dx       ,,     1 -e*      ,,     l-c«* 


Iso 


o  o 

Die  Voraassetzuiig  a  =  2,  4,  6,....  hingegen  giebt: 

15) 

2«  +  ß«  +  io«+ ••• 
h 


=  [iarctgc*]o,oo=g^' 


Endlich  giebt  die  Formel  I.  für  <  =  4,  8, ....  4n, ....: 

U. 

4«"*"8«+12«  + n{a-l)J^''    ^^iiiri=^ 

^  n(a-i)J     c4*-r 

0 

lierans  folgen  dann  wieder  zwei  Sätze«  jenachdem  für  a  die  un- 
jnaden  odcir  die  geraden  Zahlen  genommen  werden.  Für  jene 
ikomml  man: 


Da  abef  die  Beziehung  gilt: 

und 

BD  erbaltCD  via: 

=  ie-'  +  jlog  .— j  .  jA  —  jlog (e-**  -  1)  +  const. 

=  ie-»  -  llog(l  +  e-')  -  ilog(l  +  e--^^)  +  const 
Mithin 


Für  (i  =  '2,  4,  6,....    dagegen  fliegst  3 
17) 
Ji  +  P  +  J5ä+-  J 


+ 


Wie  «cbon  aus  einer  Bur  oberfläcbJicIien  BFCraclitnDg  ekb  ergiebt,  so 
(CO  di«  in  dorn  VorGtebcndpo  bewiesenen  SStzc  noch  manche  inleressanleu 
■nltuM  dar.  So  folgt  i.  B.  laforC,  dafs  dio  Summe  der  reciprokon  ougeisdi 
fS>WutCD  aller  ganzen  Zahlen  gleirb  ist  der  Summa  der  reciproken  gn 
tNMsDti^ll  nller  ungeraden  Zahlen  (  3)  und  8)),  dasa  femer  die  Sammc  der 
^i>kvi>  geraden  Potenten  aller  Zahlen  U-fS  der  Summe  der  reciproken 
t[M«iiioa  fouiiuen  oller  Zahlen  in-\-i  gleich  i>i  (11)  und  14)).   EbenWin 
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in«a,    dos;   die  Samme   der   rociprokca  Potenzen  aller  uDgqradon  Zahlen  du  ' 
Tierbclie  von  der  Samme  der  redproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4»J-|~' 

b^ll^t     (7)  GDl)   13)).       U.  B.  V. 

Das  in  dem  Vorhergehenden  gezeigte  Verfuhren  könnten  n-ir  nna  noch 
HO-  Herleifnng  nnderer  Sätie,  welche  Stern  an  demaelliei)  Orte  anfgortelll  hat, 
benatsen.  ladetBen  mGchtea  irir  doch  dni-ch  derartige  BetrschtangeD  die  Geduld 
der  seehrten  Leser  gar  zu  sehr  nuf  die  Probe  stellen,  und  erlauben  niu  daher 
nHf  noch,  die  scbflncn  EntwickelnDgen  Steru'i  sehr  zar  geftlligen  RenntmaS' 
aabnie  au   empfehlen. 


XXIV. 

Neue  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 


Herrn  Doctor    Ludwig   Mallhiesse:i 


trl- 


Gegeben  sei  die  Gleichung 

.r*  +  aa;3  +  bx^  +  cj  +  <Z  =  0. 
Nehmet)  wir  an,   es  sei  der  Auaciruck  x^  +  (ia  +  c).r  + 
oomischer  Factor  der  Function  von  x,   so  erhält  man  durch  Divi- 
sion derselben  den  anderen  Irinomtschen  Factor 

a:« +  (ia-p)3; +  (»»-; 

und  «inen  Rest  von  der  Form  px  +q,    nt 


Lt'-O' 


S«lil  t 


,  jen 


Irin 


»mischen  Factoren   einzeln 


+  (io-.)i  +  (.'-S-[f-s])  =  0, 

Jull  sein;  Ha  aber  die 
V  cnlhnlten,  itr,  kann 
9=0  bestimmen;   £ 


M  mnes  auch  jener  Rest  gleich  Null  sein;    Ha  aber  die  Ausdrfichs 
niltkülirliche  Grössen  y  und  v  cnihniten,  na  kann  man  diese 
der  Anuahme  p  =  0  und   9=;0  bestimmen;   also: 


^ 
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.     .  'S) 


1  ( Z^"      dx 

i4+...  rv    «"-1 


Da  aber  die  Beziehung  gilt: 
60  erbalten  tvir: 

ij  ?i;ri-J  rtrFc=i«-+ii«grj^-Ji»g(«- 

=  }«-'  + i  log  j|zi^  -  4  log  (e-*- -  1)  +  . 
=  k-  -  älog(l  +  e— )  -  ilog(l  +  «-'■)  +  CO. 


dagegen  flieest  aas  U. : 
17) 


1       1       1  =  /""-^'-.«ili:'. 

+  4J+Sä  +  l2J  +  --  1      J       «"-1  2 


=j/-V...-,/-^=f-... 


iarclge')^'! 


Wie  schon  aas  einsr  nur  oberflächlichen  Bctraditung  Kicb  ergiebt,  I 
len  dio  in  dem  Vor&leheniIeD  bciviescncn  Sätze  noch  maneha  iatorMBOt 
Enltute  dar.  So  folgt  z.  B.  sofort,  dufs  die  Summe  der  reciprolicn  onl 
Potenzen,  aller  ganzen  Zahlen  gleich  ist  der  SaiDme  der  reciproben  | 
Potenzen  aller  onecndcn  Zahlen  (3)  und  8)),  dues  ferner  die  Samme  dl 
proken  geraden  Fotenien  aller  Zahlen  4ft-f-3  der  Summe  der  re^proj 
geraden  Potenion  oller  Zahlen  4«4-2  gleich  iat  (ll)and  14)).  "*■  — 


J 
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I  die  Samme   der 

!fted*clie  von  der  Snmtne  di 
»i**gt  (7)  und  13)).  Ü.  8. 
j  Das  in  dorn  Vorhergehenden  gezeigte  Verfuhren  könnten  wir  nun  noch 
IKr  Herlcitnng  nnderer  Sätze,  welche  Btern  an  demselben  Orte  anfgestellt  hat, 
leBataen.  Indeeeen  mOchten  nir  dock  durch  dcrtiddga  Betrachtungen  die  Gednld 
|er  geehrten  Leeor  gar  in  ichr  nnf  die  Probe  slollen,  und  erlauben  nns  daher 
W  nocb,  die  EchOnen  Entwickelungen  Sterli'i  eehr  znr  grfllKigen  Ketiatniu- 
Idoue  KQ   empfehlen. 


1 


Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 


Herr»  Doctor    Ludwitj    Malthiessen 


)ei  die  Gleichung 

.1*  +  ax^  +  ß:r*  +  er  |-  d=0. 
flnn  Bii,  es  sei  der  Auetlruck   jf"  +  (^a  +  e)j; +  y  ein  tri- 
t  Factor  der  Function  von  x,    so  erhält  man  durch  Dj?i- 
lelben  den  anderen  trinomiechen  Factor 

I  Rest  von  der  Form  px  +  ^,    nämlich: 
li— "'— iapH  (j  — 6)i'+'V +i(o'~4''Ä +8c)  1.« 

—  \^D^—fj'^—(^j  —  bJy~dU 
)  jene  trinomischen  Factoren    einzeln  gleich  Null,    also: 
37«  +  afl  +  ij)a.+  i/  =  0,  (I) 

as^+(ia-v)x  +  (v^~7/-\^j-bj)  =  0,  ('2) 

)  ancb  jener  Rest  ;;leich  Null  sein;   da  aber  die  AusdrOche 
Kwillkührliche  Grössen  y  und  v  enthalten,  na  kann  man  diese 
t  der  Anonhine  ;i  =  0  und   f  ^0  bestimmen;   also: 

—  »*— äfle»  +  (~-6)p+2yp  +  i(a'— 4«6+8c)-0,     (3) 


Nene  Aufläsiing 

Multiplicirl  man  (3)  mit  y,   (4)  mit  v,  m  ist  die  DiffereDx^ 

Mulliplicirt  man  nach  (4)  mit  \a  und  subtrahirt  das  P 
der  Differenz,  so  erhält  man: 

(«-Jo)(y''-rf)  +  cp,  =  0   oder   ^=y-^. 

Aus  (4)  folgt  auch: 

au.  (3); 

an.  (4), 

.v[s-ft«-Q^°-6])]  =  -rf 

(S) 

lj(-äC"-[7-»])l'=i(.'-[-4'-»])'' 

?en  (6),  (7)  und 
;7)  dem  vierfache 


Verbindet  man   die   Gleichungen  (6),  (7)  und   (8)    mit  i 
indem  man  das  Quadrat  von  (7)  dem  vierfache»  Productcj^ 
und  (8)  gleichsetzt,  sn  erhält  man: 


iS— fii»  +  (ac— 4rf)r  —  (oV  +  c»— 4ftrf)  -  0. 

Substituirt  man  für  z   wieder  den  früheren  Werlh  y  -f- 
sultirt  hieraus  die  reciprolre  Gleichung: 

»•-%•  +  <««  —  *»•  -  (o'(J+  c«— »»(J)}" 
+  ,Hac—d)y^  —  bi',j+d'  =  0, 
welche  zu  Wurzeln  hat  folgende  sechs  Werthe; 


mA 


Vq'   Vit    y%, 


»0 


.'/» 


AuB  der  Gleichung  (1)  geht   ferner  hervor,   daas  y^  das   j 
ztveier  Wurzeln   der  gegebenen    Gleichung  ist,    mithin  ba  i 
meinen : 
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_  d  _         ^ 

d 

y^  =  XoX^y      --  =  0:1X2- 

y% 

Die  Wurzeln  sind  alsdann: 

^yoyiy^d  *     *     "V^yoyiyzd      *    ""  V  yoyiy^d 
.  .  '        ^yoyiy^d 

i  jenachdem 

^yoyiy^d 

oder 

^  _  ,  ^ytiyiy^'d  V yp^iy«     ^  _  ,  Vyüyiy2 

yoViy^  yo  yi 


^3  —  ±  — * 

jenachdem 

y6yiy2+(yo+yi_+yB)d_^  c 
sTyoyiy^d  '^  vrf' 

Upn  das  Vorhergehende  an  einem  Beispiele  zu  erläutern,  sei 

x^— 8a:»  +  Ux^  +  4a: — 8  =  0. 

l>ie  Reaolvente  ist  z»— 142^4-48  =  0;    man  findet  hieraus  2^:=:% 
Zi  and  3s  =  6db2V5. 

lEtm  folgt  nun  weiter  aus  (10): 

,.=4,  £=-.= 

..    yi=(H-V3)(3  +  VS),    ^=i(l-V3)(3-V5); 

y,  =  (l-V3)(3  +  v5),    £  =  (H-V3)(3-V5). 
Da  mn 

yyf^iy^d 

=:  —  8, 

80  ist: 

^=3-hV5,    ari=3-V5,    a:2==l  +  V3,    a:3=:l  — V3. 
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JNote  über  lineare  Differentialgleichungen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Professor  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien. 


Wiederholt  habe  ich  über  die  Integration  linearer  Differen- 
tialgleichungen der  Formen: 

y  («)  =  a:""  (Aa:y'  +  ßy) , 

yin)  =  x'^iAxy"  +  Bxy'  +  Cy), 


geschrieben.  Auf  ganz  ähnliche  Art,  als  sich  diese  Gleichungeo 
behandeln  lassen ,  lassen  sich  auch  Differentialgleichnngeu  der 
folgenden  Formen: 

Axy^^)  +  By^^—^)  =  a?"»y, 

Ax^y^^)  +  Bxy^"^-^)  +  Cy^^-^)  =  x^y , 


behandeln,   und  diess  soll  hier  in  einem  specielien  Falle  geseigt 
werden.    Betrachtet  man  nSmlich  die  Differentialgleichung: 

Axy^'')-\- By^-^)=zx^y,  (1) 

deren  Integrale  abhängig  gemacht  werden  soll  von  dem  Integrale 
der  Differentialgleichung 

Axz^^)=ix^z^  (2) 

und  zwar  auf  nachstehende  Weise: 


'^{ux)  Vdu, 


(3) 


Ui 


vorausgesetzt,  dass 

i=:i/;(a?)  (4) 

das  Integral  der  Gleichung  (2)  ist  (welche  sich  einfacher  auch  so 
schreiben  lässt:  Az^^)-:=ix^-^2),  Feine  Function  von  u  und  U|, 
112  constante  Zahlen  bezeichnen. 
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Um  diess  zu  beweisen»  führe  ich  das  in  (3)  stehende  y  in  die 
Gleichung  (1)  ein»  und  erhalte  dann: 

(5)    . 
y\AxvCi"^^^'^  {ux)  +  ÄM»-i  tp("-i)  {ux)  —  x'^'^{^x)\d%l,  =  0. 
»1 

Nun  ist  vermöge  der  Gleichung  (2): 

\    und   bestimmt  man  hieraus  x^ipiux)  und   fährt  den  gefundenen 
Wertb  in  (5)  ein,  so  erhält  man: 

(6) 
/  **   F[ilr(ic"--tti-»)i|;(«)(Mjr)  +  Ät«»-Ji(;(»-J)(tiar)]rfti==0. 

Es  ist  aber: 

F(tlt— M*-"»)t^(«)(t£a?)c?tt  =:24(  F(tl«  — M^-«)l/;(«-l)(tl^)} 

—  ^  /     *  a|;(«-i)  {ux)  ^  [  F(t/« — M*-"»)]  #iM, 

und  daher  gestattet  die  Gleichung  (6)  auch  folgende  Schreibweise : 

(7) 


A  { F(tti  —  i«!-"»)  i(;(»-i)  {ux)  \^ 

Ux 


+  /*"•  i|,(«-i)(tia:){Äti«-iF-24^[F(t«"— tti-«)])dtt=:0, 

und  dieser  Gleichung  genügt  man»   wenn  man  F  so  wählt,   dass 

^u»-iF  =  ^^[F(ti«-i«i-«)]  (8) 

wird»  und  Ui,  u^  so»  dass 

F(tit  -  M*-«)  tp(«-i)  (ux)  =  0  (9) 

ist.    Aus  (8)  folgt: 

F;  _  (^— iJn)M»M-»-i  —  24(m— 1) 

F  ""  Ain^^  —  u) 

oder  anders  geschrieben: 

F  ""  '  tt      ^  ^(«"»+"-1—1) 

folglich   ist: 


:^ 
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B 

und 

^{ux)  «"»-*  (1  -  tt»+"-iH(«»+^i)      du 

das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung.    Die  IntegratioDsgrenzc 
ergeben  sich  ans  der  Gleichung 

B 

(1  —  ti«+«-i)^(«+«-i)  ij;(»-i)  {ux)  =  0. 

Beispiel.    Sei 

A:=zl,    J9  =  5y    m  =  3,    it  =  3; 

so  hat  man  die  Differentialgleichnng: 

«aT  +  Sy*  =  xhf. 
Ist  nun 

so  Ist: 


3f=  /       ac^(tcjr)  cfac. 


Diess  iSsst  sich  einfacher  darstellen >  deun  man  bat: 
folglich  ist: 

«1»  «s  ergehen  sich  aus  der  Gleichung 

(1— ii*)^''(ii:r)  =  0. 

Aus  dieser  Gleiehung  folgen  für  ac  fönf  Werthe,  nämlich  die  fö 
Wurzeln  der  Einheit    Es  lisst  sich  leicht  nachweisen,  dass  au« 

ein  Integral  der  Differentialgleichung 
sei.    Denn  ans  obigem  y  folgt: 


•   y  = 


X 


4 


3f  -  ^  , 

„     20x'tf>(a:)  -  5ar*tp'  (a:)  +  (a:» — 60)  ^'(x) 

y  =-  -     ■  -^,  ; 

und  diese  machen »  in  die  vorgete^te  Gleichung  eiugetuhrt,  «»ei 
zu  einer  identischen. 


XXVI. 

M  i  8  c  e  I  I  e  n. 


Ueber   eine   elementare  geometrische   Aufgabe. 

Vnn    ilern    II  urnaae"''«''- 

Vor  Kurzem  hatte  ich  Veranlassung,  mich  einige  Augenblicke 
■if  der  rotnenden  leichten  geometrischen  Aufgabe  eu  beschäftigen: 
Ein  gleichschenkliges  Dreieck  soll  construirt  und 
berechnet  »erden  aus  der  auf  einer  der  beiden  glei- 
chen Seiten  senkrecht  stehenden  Hübe  k  und  aus  der 
Geraden  m,  it eiche  den  Halblrungspunkt  derselben 
Seite  mit  der  Gegenecke  verbindet. 

l>ie  mir  vorliegenden  geonielrischen  und  Irigonometriächen  Auf- 
fvsntlgen  «-aren  zum  Erschrecken  weitläufig  und  brachten 
TVanBversaleu  nebst  den  Verhältnissen  der  Abschnitte  derselben, 
tuerktvnrdige  Punkte  des  Dreiecks  und,  Gotltveiss,  ivas  sonst  noch 
liBr  Spitzfindigkeiten  der  neueren  Geometrie,  ferner  bei  der  trigo- 
nomelrischen  Aufliisung  den  berühmten  Tangentensatz  und  viele 
ünnreicbe  Coinbiualionen  von  Dreiecken  in  Anwendung.  Ich  dachte 
im  Stilleu  an  die  alte  Phrase:  das«  dach  so  viele  Menschen  vor 
den  Bäumen  den  Wald  nicht  sehen,  und  lüste  die  Aufgabe  auf 
folgende  Art,  was  vielleicht  auch  schon  anderwärts  geschehen 
ist,  worauf  es  jetzt  nicht  ankommen   kann. 

Ea  sei  ABC  m  Tai'.  III.  Pig.  8.  das  gesuchte  Dreieck  mit  den 
f^eichen  Seiten  AC  und  BC,  E  der  Mittelpunkt  von  AC,  BD 
iie  von  B  auf  JCgefälite  Senkrechte,  also  BD=h  und  BE=^m 
gegeben.  Fällt  man  von  E  auf  BC  die  Senkrechte  EF,  so  sind 
die  Dreiecke  ECF  und  BCD  offenbar  einander  ähnlich,  also:  . 
EF:BD  =  CE:BC=l:'>,  folglich  £F  =  iBO  =  iA,  worin  die 
g&nae  Weisheit  besteht. 

Cm  nun  die  Aufgabe  durch  Construction  zu  lilsen,  ziehe 
man,  wie  Taf.  III.  Ftg.  0.  zeigt,  eine  Gerade  BE  —  m,  beschreibe 
Cber  derselben  als  Durchmesser  einen  Kreis,  trage  in  denselben 
BD=h  und  EF  =  \h  als  Sehnen  ein,  ziehe  DE  und  BF,  bis 
ffiese  Linien  sich  in  C  schneiden,  mache  CA  =  CB  und  ziehe 
AB.  so  ist  ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Beweis  und  Determination  ergeben  sich  von  selbst.  Auch  auf 
die  Betrachtung  einzelner  Fälle  lasse  ich  mich  bei  solchen  Dingen 
hier  natürlich  gur  nicht  weiter  ein. 


Zur  t  r  litfMiDiiifllriNvh  et)  (jüsiiiig  bezeichne  matt  ( 

kel  BEIt  durch  <p.   dnn  Winkel  4Cß  an   der  Spilze   . 

■ItmntDiiclHii  ){]«Ji!)iHrlii'nkligrtn  Orfiecks  durch  i//,  so  ist 

,  *         i    /  ,  ''         .    ■ 


'  2m  ~ 


iitiil  ilii-  hlltliHl  vinrnulieii  Pormuln, 
onrh'illoii  IkI,  aind  uIho  : 


ivfltliiroh    luun 
.S.-hxhk<-l  durch 


Uiidel. 


*—  -. 


Ueteichnet   man 
indliiiie  durch  y; 


{ivtivu  nie.   um  uiiien  bcsiindereii  Fall  ku  betrachten,^ 
»iid   fM  =>  48.    iin  prhSlt  die  »vltr  «intucbä  Hechnung  die   f^ 
FuTiu,   »übel  U'h  lult-h   der   trcfflicht-u   ranfstelligen  Tafeln 
ituilel*)  hodlviie,    die  naniuiitlit-ii  auch   Schulen    nicht  driogeij 
l{«iiiUK>  und  noit  mehr  sla  alle  smisl  noch  biei  jetzt  erschid 
Ri<ir<i|dliK«ii  Tatehi,  «ni|if«hlcn  ucrdfn  küntien: 
logA  — l.ti44U7 
Wf:m  =  \,^IH 
lu^<slu9  =  <).8«3S3 

los  i  =  0,:t«UM  y  =  46«.  49' 

tostsinlv  -i(>)  =  11.56IS0  T— if^  =  -n  -^ 

lnjtaiiiv  =  l>.&«9i  .(.  =  M  .26 

l»i;cttMJ<//  =:  9,<J8^21  1«-  =  U  .43 

lo)(>v=  I.i>lli5  «  =  l!(|,50— 

t(«9  =  I.S54S6  y  =  35,88  +  .| 

luh  bttb«  äb«ivbllich  uuT  bi:«  auf  Minuten  und  obne  Pro     

itallheil«  gerecbüut.  Man  recbut^l  mit  deu  sehrmen  Tafda  tm 
lluiiul  innurhitlb  de»  ihtt^u  aii^f^wie^enea  (wrei^es  <1n  CtCMMig 
kell  luit  uvUt  KrtMser  Sicberbvil,  uii>l  luuss  nur  aacfa  stets  A 
Kvchuungcn  uul'  «iue  «wockiDüaMtcv  WeitMi,  iiid«tn  man  ntS^licfca 
wwln;  ML'hmlbl.  iiuurdueu.  worauf  uaiueullicb  aiteh  b«i  dem  Doti^ 
tiuhta  aul'  lichulen  w«it  mehr  KJcksicht  und  B«d.ickt  geoonmi 
HWtltiu  Mullto:  Ibäleii  die  L«hrcr  di«^  dauu  wtifde  mau  wo  pnt 
llavbMi  und  tecbniacheu  B«hi}rd«u  iiicbt  su  oft  di«  Kla^  Mni 
iIm»  dto  b«i  ihnuH  «inrr«ti?ii>len  Zit^tliatc«  uicht  rfr(.-hn«it  k8| 


1t  k^J 

1 


Htlscel/en. 


if   rotgende   , 


Endlich   wird  man  algebraisch  die  Aufgabi 
[  ISsen.     Es  ist: 

CF:CD=CE:BC=1:2, 
C/>=;3,  CF;  aber,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  .r^2w  setzen 
CD  =  CE  +  DE  =  u  +  \f^m'  —  k*, 
CF  =  BC-  BF=:2u- V^i^^jÄ«: ' 
I  nadi  dem  Vorhergehenden: 


\  oder : 


fi^^/fl  +  'iVm«— iA*. 


nacb  welcher,  freilich  zur  bequemen  logarithmiscben  Rechni 
nicht  sehr  geeigDeten  Formel  man  auri'olgende  Art  rechnet,  wenn 
KOrze  wegen: 

r  =  V(m-A)('«  +  A),     w  =  2  V(„i^  4A)  (m +  4A) ; 
I  aJso: 

3«  ==  p  +  «■ 
I  gesetzt   nird: 

m-z48,0 
h  =  35,0 
iA  =  17.5 
ffl  — A  =  13,0 
m  +  A  =  83.0 
log(m—A)^  1,11394 
log{ro  +  A)  =1^1908 
3,03302 
logp  =  1,51651 


7«  -  iU  =  30,5 
m  +  ih  =  m,6 
log<m-iA)  =  1,48430 
log(wi+jA)=  1.81624 
3.30054 
1,65027 
l.><.'2  ^  0.30103 
logw  =  1,93130 
=    32,85 


3m  =  122,24 
6k  =  244,48 
a^=    81,49  + 
3  oben,   wo  a:  =  S1.50—  gefunden  n 
übersehen  hat,   dass  die  Rechnung, 
alle  Proportion  alt  heile  oder  Differenzei 
Bequemlichkeit   und  (lenauigkeit  der 
^  in  Hoüel  hat  sich  mir  bei  allen  Recbnui 

wo  ich  sie  gebraucht  habe,  bewährt,  und  ich  kann  dleselbei 
ber  nur  in  jeder  Weise  nochmals  empfehlen. 

Wie  man  algebraisch  t/  ßndet,   ist  klar,  weil 

.^O^w— V^m»— A»  =  «  — r.    also    3,^  V  A*+(«- ü)^ 


bIbo  Mbr  nahe  ganz  \ 
wobei  man  nur  1  '  '  ' 
■chon  bemerkt, 
rorden  ist 
gei«icbneten  Tafeln 


ist.    Weil  in  dem  obtgen  besonderen  Falle 

A  =  35;    «  =  40,75;    c  =  32,85;    «-«  =  ?, 

i,  =  \^l  287,41  =  35,88 
»-jeder  ganz  wie  oben. 

Solche    ganz    elementare    Mittheilungen    nie   die  ' 
tspringen  bloss  dem   mir  eigenen  lebharten  pädagogisclu 
didaktischen  Interesse,   sind  aber  de»  Zwecken  des  Archw 
intgegeii  und  sollen  daher  künftig  noch  öfter  als'j 
einen  Platz  linden,  wenn  eich  irgend  Gelegenheit  da:       ' 

Ich  wünschte  durch  das  Obige  zugleich  bei  Gelegenheloj 
ganz  elementaren  Aufgabe  naiueotlich  auch  den  heberen  a 
aostalten  die  trefflichen  rünfstclligen  Tafeln  von  Hoüet,  d^ 
Verptlanzung  auf  deutschen  Boden  sehr  verdienten,  ^ 
in  Erinnerung  zu  bringen  und  dringend  zu  empfehlen. 


Für  die  Besitzer  der  drei  ersten  Stereotyp -Ausj 

von  Scliron's  siebenstelligen  Logarithmen 

Nachstehend  verzeichnete  Fehler  isind  bis  jetzt  in  Scq 
siebenstelligen    Logarithmen    aufgelunden    und    in 
eben  erschienenen  vierten  Stereofyp-Ausgabe  berichtigt 

I.  Iti  der  ersten  Ausgabe  (in  der  zweiten  und  dritten 
berichtigt) : 

1)  Taf.  I.  Seite  29.  Fusstafel,  Spalte  "' ",  Z.  1.  statt  3.35. < 

0.35.40. 
174.  Fusstafel,  Spalte  "' ",  Z.  1.  statt  1.15.41 

0.15.40. 
174.  Fufisfafel,  Spalte  •> '  ",  2. 3.  statt  0.36.4( 

•2,36,40. 
324.  Dilfer.  zwisch.  log.  sin. 'iO'»«' 30"  und  4 

675  lie»  :    575, 
136.  log. 75000  statt  8750613  lies:    8750613.-| 

Im  Texte.     In  d«r  Einleitung  zu  Taf.  I.  II. 

a)  S,  8.  linke  Spalte,  @.  50-,  Z.  t>.  statt  0,334238  lies: 

b)  S.  13.  rechte  Spalte,  §.77.4.,  Z.  4,  statt  D  =  D±i 

D  =  Dr±i. 

II.  In  der  zneiten  Ausgabe  (in  der  dritten  bereits  berlCM 

6)  Taf.  I.  Seite  9.    unter  PP.  zu  366.  Z.  8.  statt  222,8  lies : 

In  der  «rsten  und  in    der  ungarischen 
gäbe  befindet  sieb  die  richtige  Zahl  ^' 

III.  In  den  ersten  drei  Ausgaben: 

7)  Taf.lII.Seite76.  log.  nat.    l.ÖOOP  statt   0,00089  95952  J 

lies :    0,0008!)  1)5952  42836  1. 

8)  „    II,    „   236.  Differ.  zwisch.  log(ang5029'IO"iind20'J 

2112  lies:    2212.  " 


2)     , 

,    1. 

3)     , 

,    1. 

4)     . 

.    11 

5)    . 

,     1- 
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btiger  allgemeiner  Satz  von  den  Flächen. 

Von 
dem  Herausgeber. 


§.  1. 

'  Abhandlung  Tbl.  XL.  Nr.  XXI.  habe   ich    S.  313.   ge- 

tldi  auf  das  dort  für  dos  Ellipsoid  bewiesene  Tbeorein 
[  arithmetische □  Mitteln  der  reciproken  KrOniiniingsbalh- 
t  der  Krümm ungaha Ibmesser  der  NorniaUthiiitte  spä- 
inerer  Beziehung  zurSckkoninien  und  namentlich 
)e,  in  wie  Tern  dieses  Theorem,  welches  ich  in 
'  RGcksicfit  für  wichtig  und  merkwürdig  halte,  einer 
tnerung  und  Erweiterung  auf  Flachen  ü'berhaupt  fähig 
I  Versprechen  zu  erfüllen,  ist  die  Bestimmung  der 
I  Abhandlung.  Ich  könnte  mich  dabei  unniiltelbar  an 
l*r  Abhandlung  fiher  die  „Allgemeine  Theorie  der 
;  der  Flächen"  in  Tbl.  XXVHI.  Nr.  Vill.  gegelie- 
MDen  Ausdrücke  für  den  Krümmunge kreis  eines  belie- 
lalschnitts  einer  Fläche  anschliessen,  halte  es  aber,  um 
e  AbhandlungmüglicbstselbststSiidig  für  sich  und  durch 
t  verständlich  zu  machen,  für  besser  und  auch  dem  Zwecke 
»  entsprechend,  hier  nicht  bloss  auf  jene  Abhandlang 
en,  sondern  einige  der  dort  gegehenen  Entwickelungen, 
!  hier  Anwendung  finden,  kurz  zu  wiederholen,  wodurch 
er  Raum  in  Anspruch  genommen  werden  wird. 


4 


S.  2. 

vrir  immer  bloss  ein  rechtwinkeliges  Coordinalensystem 
b'mxle  legen  und  die  reränderlichen  oder  laufenden  Coordina- 
rstets  dnrch  X,  tf,  }  bezeichnen,  sei 
rfc«u  XI  .1.  II 
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\) /rj,i»,?)=o 

im  AUgemeiiien  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche. 

Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Ponkt  dieser  Fläche  sei  {xyi^ 
so  dass  also  aaeh 

ist;  wenn  aber  f(x,yy  z)  im  Allgemeinen  bloss  als  eine  Fon< 
drner  yeranderiicher  Grussen  betrachtet  wird,  soll  im  Folgendi 

3) u  =  f(x,  yy  z) 

gesetzt  werden,  wobei  wir  noch  besonders  bemerken,  dass 
späterhin  vorkommende  Differentialqaotienten  partielle  Diff« 
tiaiqnotienteo  sind. 

Die  Gleichung  der  Berühmngsebene   der   Fläche'  im  Pni 
(xyz)  ist  nach  den  allgemeinen  Lehren  der  anal3rtischen  Geoi 
trie  (Tbl.  XXX  S.  425.  INr.  61)) : 

du  ,  .    ,  du,  .   .  du,         .       ^ 

4).   .  .  .    8^ (>f-^)  +  ^ (•>-») +  ^(j-»)  =  0. 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (wyz) 
teu  Ebene  sei: 

5) J(r-Jr)  +  Ä(i?-y)  +  C(|-2)=0. 

Dauu  sind  die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Curve> 
welcher  die  Fläche  von  dieser  Ebene  geschnitten  wird,  in 
Punkte  KV*^)  ^^^^^  Curve: 

^  .U»-.t)  +  Ä(9-y)  +  C(j  — 2)=0, 
<>>  )  \}h  9u  Bu 

VuM  dii'tei)!!  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  G  einen  gei 

i' ^^'  =  <-(%"^8y)' 

VM     -.V^<'(C3--^g^), 

du      ^du 

,1  I...I 
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«öti Ott       r— — .>!—        J??f_#?^ 

02  9y        8a?         dz         By        Bx 

9  Gleicbungen  der  in  Rede  steheoden  Berührenden,  wobei  wir 
merken^  dass  wir  die  Curve,  in  welcher  die  Fläche  von  der 
Tch  die  Gleichung  5)  charakterisirten  Ebene  geschnitten  wird, 
I  Folgenden  der  Kurze  wegen  überhaupt  den  Schnitt  nennen  wollen. 

Ist   nun : 

9)  .    .    .    .     A'(x-a:)  +  B'it}^y)+C'i}^z)=:0 

b  Gleicbuog  der  Nonnalebene  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (icyz)^ 
eiche  also  auf  der  durch  die  Gleichungen  8)  charakterisirten  Be- 
brenden  des  Schnitts  senkrecht  steht;  so  ist  nach  den  Lehren 
)r  analytischen  Geometrie,  wenn  G'  einen  gewissen  Factor  be- 
aehnet : 

ind  folslich  nach  9): 

11) 

lie  Gleicbang  der  Normalebene  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (xyi). 

Also  sind: 

12) 

A{r-x)  +  B(tf-y)  +  C(i-~z)  =  0, 

die  Gleichungen  der  Normale  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (xyz)-^ 
und  folglich,  wenn  G'*  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

,3,   ^  ,_,=  g"ic<**-c|,-^(4"-b|),, 

ir* 
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oder: 

14) 

also  sind: 

die  Gleichungen  der  Normale  des  Scbnifts  in  dem  Punkte 
desselben. 

§.3. 
Für  einen  zweiten  Punkt  {xi^t^  des  Schnitts,  wo  abc 

16).  .   .   .    /'(^i,yi»-i)=0,    •'i^A^i.J^»«!) 
und: 
17).  .  .  .^(x-Xi)+l?(^-yi)  +  C(2~ii)  =  0 

ist,   sind  die  Gleichungen   der  Normale  des  Schnitts  in  d 
Punkte  ganx  eben  so  wie  rorher: 

»— ft 

f  — Sl 


1  '^<*&+»i+«^?>-<'+'^'^g 
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md  setasen  wir  also  der  Kürze  wegen: 

19) 

lud 

20) 

U.  =^(^^  +  ^|j  +  c|)-(^«  +  Ä«+C«)^^. 

I 

■o  siBd  die  Gleichungen  der  beiden  Normalen  des  Schnitts  in  den 
Punkten  (jeyz)  und  {xiyiZi): 


I 


t—x  _  i>— y  _  ?  — z 
p    —     p    —    H?  ' 


21) 


y— jr,_D— yi_?— »1. 
fc  l     t7,    -    Fl    -  Wi   ' 

iy— ar_t>— y;  — t 
C7    -    V   -  W  ' 
x—x-(xt -x)    t>-.v-Cvi-y)_ ?-«-(»!-«) 
,  üi  ~  Vi  ~         Wi        ' 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man,  wenn  Xy  Y,  Z 
Att  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  beiden  Normalen 
besmehnen : 

ier,  wie  man  nach  einer  leichten  Transformation  findet: 
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24) 

V    -    V    -~W   -  pFi-F     ^üi-ü 

Xi — X  Xi — X 

Nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze  ist: 

wo  R  eine  Grösse  bezeichnet^  die,  wie  aus  der  Form  des  Rest 
der  Taylor 'sehen  Reihe  ^)  und  aus  der  allgemeinen  Form  d 
vollständigen  Differentials  von  selbst  eihellet,  in  Bezug  auf  t 
Grossen 

von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Weil  nun  aber  nach  dem  Obig 
Ui — u  =  0  ist,   so  haben  wir  die  beiden  folgenden  Gleichungc 

£  (^i-a:)  +  ^  (yi  -  y)  +  ^  (*i  -»)  =  -  ß . 


oder: 


A(xi-x)  +  B(yi-y)  +  C(*i-2)=0; 


R 


du     du   tfi—y     Su    «i  — z 

Xi  ~~"  X  Xg  "~~  X 


aus  denen  sich  leicht: 


^du         Su  CR 


yi — y 3^       82;  Xi — X 

Xi — ^~~»3m      r^  t^—      r*—* 

öz          oy  oz          oy 

du      —  Sm  BR 
A  TT" — MS 


zi^-z dy         dx         Xj—x 

Xi — X  du     ^du      ^Sm      ^du 

^dz'^^Fy     ^dz'^^dy 

ergiebt.    Weil  R  in  Bezug  auf  Xi — x,  yi — y,  Zi  —  z  von  c 
zweiten  Ordnung  ist,  so  nähern  die  Grössen 


*)  M.  8.  meine   ,, Elemente  der  Differential-   and  Integn 
rechnung.    Thl.  L    S.  185.  and  S.  186," 
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BR         ^      CR 

und 


Xi^^X 


Xi  — X 


sicfc  offenbar  der  Null,  wenn  Xi—x  sich  der  Null  nähert,  und  nach 
dem  Obigen  ist  also,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass 
;ri  —  X  sich  der  Null  nähert  : 


yi— y_ 


.Ti^ 


X 


^8m 

ax 


— ^ 


du 

dz 


Lim 


huL^ 


Xt  — X 


.du 


ox 


} 


du 


C- 

8y 


Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 


dui 


^-^=^'<fe-|)+H|-|)+<| 


Fl— F  = 


Nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze  ist  aber: 

^  -  ^ = 85ä^  ^^' -^^ + ^  ^»1 -3') + api  ^'' -  *^ + ^s" 

WO  die  Grössen 
in  Besog  auf 

TOI  der  zweiten  Ordnung  sind.    Weil  nun: 

[  dux^du 

dx\      dx 8*ti       d^u     yi  — y      d^    i|— z         Rx 

^  —  jp        8ä*     da?d^  *  Xi—x*^  dzdx  *  a?i  — ar      Xi  —  x' 
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dui       du 

8^1^ ""  %  _,   S^u      8^u   yi  — y   •     dhi    Zi—z  ^    ^ 

dxdy     %* '  Xi  —  X      dydz*  Xi  — x     Xi  —x  * 


x^ 

—  X 

du\ 

du 

dz,  ■ 

"dz 

dhi       dht     yi — .V  ,?^    *i  —  ^  tl% 

Xi'-x         dzdx  ■"  dydz ' Xi  —  x     dz^  ' Xi  — x       Xi—x 

und,  imraer  unter  der  Voraussetzung ^  dass  Xi  —  x  sich  der  Ni 
nähert : 

Lim-^=0,    Lim-^=0,    Lim-~^=0 

Xi—X  ^Xi—X  Xi — X 

ist,   so  ist: 

dui       du 

Lim— ^^ =  5-5  +  ö-^  Lim -=2^^^ — ^  +  ^-ö-Lim-^ , 

Xi — X         ox^      oxoy         Xi — ar      ozox         Xi  —  x 


dui       du 


—  z 


Xi  — X        dxdy      dy^         Xi  — x      dydz  Xi—x 

dui       du 

_.     dz^'^dz        d^u       dhi^,     yi—y  .  d^Uf  .      ^1^2. 

Lim  — * =  ä-Q"  +  5"^  Lim  ^ — -  +  k-k  Lim  -^ ; 

Xi — X        ozox     oyoz        Xi — x     oz^         Xi  —  x 

also  nach  dem  Obigen: 

dui       9m  ^du        .du  du  du 

dxi^dx^S^u       d^    ^dx     ^8z       dhi    '^dy~^dx^ 
Xi  — X        dx^     dxdy '  ^du       ^du      dzdx '  ^du  8tc * 

^Fz-%  ^Fi-^^i 

9m,      8m  „8m         8m  3u      „^'i 

,.    8fft  "dy      dhi      dH    *"8j;~^8i        Ö^m  ^8y~^Sij 
*"""   xi-x   -8ar8y  +  8««'  „8«       _8«  +  ^"3«       73i* 

^87-%  *8F-^^ 

8mi       9m  ^9m       ,9m  .  9i«      j!»3* 

'  9^1  ^  9z __  9%       9^M    _ä^2_8£  ,  9%       d^'^     8x,\ 

Xi — X       929a:     9y9z'     9m     ^du  ^dz^  '  9t«  3» 

dz         dy  dz  ^ 

Wenn  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

25) 
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wo   Q  eine  positive  Grosse  bezeichnen  soll,  und: 

Sht,  .du      «3m^„ 
setzen,  so  ergiebt  sich  mittelst  des  Obigen  nach  leichter  Rechnung: 


V-  UUm  y^     y  = 


CQ» 


I 


»,-»--8»         8» 
und 

aci — X  Wi — X  du         du 

dz         dy 

Weil  aber  bekanntlich  der  Mittelpunkt  des  Krummungskreises 
des  Schnitts  in  dem  Punkte  {xyz)  desselben  die  Gränze  ist,  wel- 
'eher  der  Durchschnittspunkt  der  dem  Punkte  (^i^i^i)  entspre- 
cheoden  Normale  mit  der  dem  Punkte  {xyz)  entsprechenden  Nor- 
\  male  sich  nähert,  wenn  der  Punkt  (^^Vi^i)  lo  ^^^  Schnitte  dem 
i  Punkte  {xyz)  immer  näher  und  näher  rückte  also  Xi — x  sich  der 
i     T^all  nähert»  und  unter  dieser  Voraussetzung  offenbar 

I  Lim(C7i  — f;)  =  0,    Lim(Fi-F)  =  0; 

I      also  auch: 

Lim(l7,-.r7).Lim^^^^=0 
^     *  Xi  —  X 

ist;  ßo  ist  nach  24) »  wenn  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des 
Krummungskreises  des  Schnitts  in  dem  Punkte  {xyz)  durch  X,  Y,  Z 
heseiehnet  werden»  offenbar: 

X — X Y — y      IfZ Xi  —  X 

Uhim—^ FLim— ^^ 

Xi — X  Xi — X 


\-' 
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\^j:      Y^g      Z-z q^ 

-  V   —    V   '^'Tr  —  (j^+B*+c^)e' 

\V«Hia  S  den  IfaUiiiieiSBer  des  Krummangskreises  des  Schnitts 
-n  liem  Intakte  \jn12)  bfnmdmet»  so  ist: 

Ä»  ^  vX~^)*  +  {Y-s)^  +  (Z-i)«, 
MiUt^B«4  '««c^u^r  tCe^^httUtt^  timfet  quid  d^^«  dass 


«4%  j»+s»+o 


S.4. 


>%<$au  dl<^  v)u(%:lk  «üi>t 
^iaJ.a4^ivi««Ur(t^  KImh^  <KiMai  Xnomdbadniitf  huifiMnai,  als»  «if  der 
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31) {    F  =  -(^«+Ä«+C«)g^. 

and  nach  25): 

also  nacb  27): 

33) 

2Ü,  —  iP  =  — ^r , 


¥_,=  _ 


''^+«'+'^ii©'+(i)'+a"y 


_  ^.'üifHf^lüMXiMi 


und  nach  28): 


I 

also: 


d4)     K»= p 


35) 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen ^  jenachdem  6  eine  po- 
sitive oder  eine  negative  Grosse  ist. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Normalsebnitt  durch  die,  durch  die 
Gieidiungen : 

^ cos  6        cos  CO       cos  o 

cbarakterisirte  Gerade  bestimmt  werde,  durch  welche  Gerade  also 
Ae  durch  die  Gleichung 

cbarakterisirte  Normalebene  gelegt  ist;  so  haben  wir  die  beiden 
Geicbungen : 


nner  ^at% 


S     U 


=  0: 


7  Z 


:;LLüiieii    'i\\     iiarak 


't  • 
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^     also : 


\ 


42)  .    .   .   .  /2  =  + 


!©'+©*+©T 


%_ 

e 


[     das  obere  oder  untere  Vorzeichen  genommen ,  jenachdem  S  posi- 
f     ti^  oder  negativ  ist. 


\ 


Nun  ist  aber,  wie  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  39) 
leicht  findet: 


,du       ,du 

dx         dz 


Cn -4k-= — cos  00 


also 5    wenn  der  Kürze  wegen: 

43).     .    .     .   5i  =  C0SÖ*ö-2  +  C0SC0*g-2  +  C0SO*g-2 

.  o       ^  8%    .  ^  -  82m    ,  ^        .        ^  82tl 

+  2cosÖcos(og— Ä-  +  2coS(j()cosOg-y  +2cosocos6^-n- 

gesetzt  wird ,   nach  26) : 

and  folglich  nach  40): 

8tt  dte  du 

45)  ...X— 4?=-^,    Y~y=--^,    Z-2;=:-.-j^, 
und  nach  41): 


also: 


2 


47)  ...   .   -.  — j.  ^ 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  Grosse 
St  positiv  oder  negativ  ist 
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^H 

I  Von  dem  Punkte  (.ryi)  lassen  wir  jetzt  eine  Gerade,  <j 

f  gegeben  oder  als   fest  und  unveränderlich  Iietrachtet  wird, 

L  gehen,  niiil  bezeichnen  deren  Gleichungen  durch: 

■    «* S=^  =  j^- 

^^^   wo  u,  ß,  y   die  1S0°   nicht  übersteigenden  Winkel  sind,     welche  | 
L  diese  Gerade    mit   den  positiven    Theilen    der    Axen  der    x,  ij,  f 

(  cinschltesst;    soll  aber  diese  Gerade  in  der  Berühru 

rgen,  80  muss: 
49) gc.s.+|cos?  +  |o.„  =  0 
sein. 
Von  dem  Punkte  (3:px)  lassen  n-ir  eine  zweite  durch  die 
chungen : 

jl  ' COsfl  CQBCO    ~  COBiS 

!  charaklerisirte   Gerade   ausgehen,    wo   6,  a,  w    die  von 

(  Geraden  mit  den    positiven  Tlieilen  der  Axen   der  X,  V,  } 

\  schlossenen,    ISO"  nicht  übersteigenden  Winkel  sind;    soItS 

I  auch  diese  Gerade  in  der  Berührungsebene  liegen,  so  ninsSj| 

N='> gc..»  +  |co,„+|'..s^  =  0 
sein. 
Den  Winkel,    welchen  die  Gerade  50)   mit   der  Gerade^ 
eiaechliesst,  indem  wir  diesen  Winkel   von  der  Geraden  48)   i 
inach  einer  hestimuitcn  Richtung  bin,  von  0  bis  360"  zählen,    w 
len  wir    durch   w   bezeichnen;    so   ist  nach  einer   bekannten  F 
nnel,    w  mag  zwischen  0  und  180°  oder  zwischen  180"  und  3( 
liegen ; 
i    52)  .  .  .  cosio  =  cosocos6+ cos^cos(a-|-cosj'CoaÖ, 
t^ind  wir  haben  daher  die  drei  folgenden  Gleichungen  : 
/  0K        „     Su  du        _ 

l  g— cosÖ  +  ^-cosw+s-cosw  =  Oj 

'  ■■     j  cosacosd-f- cosiScnsio-J-cosycoaü^cosic, 
f  cose2  +  cosMa+cos5a  =  l; 

aus  denen  wir  jetzt  cosö,  coao,  cosü  bestimmen  wollen. 
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2Sii  dem  Ende  setzen  wir: 

il  =  cosaeosfo, 
Ti  =  cosjScosfo, 
€==  cosycostr; 


lann    ist  offenbar: 


ilcosa  +  35cosj5  +  tfcosy  =  costi;; 
md   setzen  wir  nun  ferner: 

cosö  =il  +  X, 

cosö=  €+5; 

so  ist : 

öm  8m  du       _ 

ö— cos  ö  +  g-  cos  w  +  g~  cos  6> 

COS  o;  COS  d  -f  cos  j3  cos  00  -i-  cosy  cos  (5 
=  ilcosa  +  ]5cosj3  +  tfcosy-|;Cosa.iaF+cosj3.J)+cosy.5; 
und  folglich  offenbar: 

Su  ^      Bu  ^       du  ^     ^ 

cos«.3e+cos/S.;p+cosy.S=0; 
al80,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

folglich : 

«*  +  F  +  S* 

(8m  ,  8m       <,  ,  8a         N" 

gjcos«+^cos/S+gjcosy^ 
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woraus : 

folgt.    Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

Ä*  +  35P+tf5=(co8a.l^+cos/5.V  +  cosy.5)eostr, 
also : 

und  weil  nun : 

cosö«  =iP  +  2iIX  +  JP, 
cosa}2=»a+2»9+J)«, 
eosö«=:(f2+2tf5  +  S« 

ist;    so  erhält  man  durch  Addition: 

l  =  (il2+»a+(P)+(X2+j)a  +  g;«), 

also: 

folglich^   weil  nach  dem  Obigen: 

iP  +  )?* + tf*  =  (cos  a«  +  cos /S«  +  cos  y»)  cos  fc«  =  cos  w« 
ist: 

Daher  hat  man  die  Gleichung: 

woraus  sich: 

^ -   sin«? 

~ "  V®)* + C|)"+®)" ' 

folglich  nach  dem  Obigen: 


_  ,   v% 


IF  =  + 


/8tf  du         \  . 

I  K-  cos  y  —  g-  cos  p  I  sm  fo 


V©" +©■+©" 
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\d  daher : 


(8tt  du         \  , 

/du  du         \   . 

I  ö—  cos  P  —  ^  cos  tt  I  sin  to 


54) 

'8m  8m 


/8m  8m       ^\   . 


SIDCT 

cosö  =cosacosfc4- — 7==^, 


(8m  Sm  \ 

^cosa — ö"C08y  I  sinw 

cos  Ü)  =  COStf C06M7  +  — r^— ^  ^  » 

/8m       ^      8m         \   . 

(  ö— cosp  —  K-  eoscK  Ismto 

cos5  =  cosycosccJ:     r--.  = 

"giebt,   wo  Dun  eine  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  erfor^ 
»rlich   ist. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  durch  die  Normale  des  Punk. 
»  (jnyz)  und  die  feste  Gerade  48)  eine  Ebene  gelegt ,  deren 
leichang : 

65) A(jr--a:)+B(j;— y)  +  C(j— 2)  =  0 

Bin  mag^  wo  wir  nun  die  beiden  Gleichungen: 

Acosc  +  Bcosj5  +  Ccosy  =  0 
lihen^  aus  denen  sich  ergiebt,  dass 

56) 

^=8^^^y"~&^^*'''    B=&^^««-85«««y'  C=:g^os/3-g^cos«; 
TfceU  XU.  1» 
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Lch  54),   tvenn  der  Kürze  wegen  no 


-)■•  .  -v^o^d)"^©' 


gesellt  wird : 


57). 


gesetzt  werden  kann. 

Die  Winkel  w  wollen  wir  nun  von    der  Gerade«  4 
der  Seife   der  durch    diese  Gerade  und    die  INori 
tes  (xj/i)  gelegten  Ebene  hin,  auf  welcher  der  Anfang 
Coordinaten  nicht  liegt,  von  0  bis  3ö0"  wählen. 

Die   Entfernung    eines    beliebigen    Punktes   in    der  ' 
Punkte  (a:yi)  ausgehenden  Geraden  50)  von  dem  Punkte  (m 
Q,  so  sind  die  Coordinaten  des  durch  diese  Enlfernun^ 
ten  Punktes  in  der  in  Bede  stehenden  Geraden: 

y-i-  Qcosia,     i  +  ßcosf. 


x+pcos 

Setzt  man  für  r> 
y-i-QCOBa,  i-f-pcosü 

ACr- 

respectivB  die  Werthe; 

-(Äar  +  ßff  +  Cj)     und    e(Acüs( 

also,  weil  nach  55)  offenbar 

Acosß+ßcosß  +  C 

ist,  nach  57)  respective  die  Werthe; 


,  i    die   Werthe  0,  0,  0  und   , 
80  erhält  die  Function 

:B)  +  B(u-y)  +  C(}-0 


-(&w  +  By  +  Ci)    und    + 


eCA»-fB'+C')sin«j 
P 


Diese  Werthe  müssen  nach  einem  bekannten  Satze  i 
gegengeselztender  gleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdei 
oder  I80o<«j<;360",  also  jenachdem  sinw  positiv  a 
ist.     Ist  nun  Ax  +  Bg  +  Cz   positiv,    folglich   —  (Aa: 


von  den  Flächen, 


259 


negativ,  so  moss  man  offenbar  das  obere  Vorzeichen  nehmen; 
ist  dagegen  Aar  +  B^+Cz  negativ^  folglich  — (Aar  +  By  +  Cz)  po- 
sitiv, so  mass  man  offenbar  das  untere  Vorzeichen  nehmen.  Also 
sind  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  den  Formeln: 


57*) 


cos 6  =cosacosfo  J:  psmto» 
cosG}=cospcosto  ±  psmeo. 


coso  =  cosy  costo  ±  -pSinw 

die  oberen  oder^unteren  Zeichen  zu  nehmen ,  jenachdem  die  Grösse : 

58) Ao;  +  B^  +  Cz 

(du  du       A.    /at£  du         \,    fdu      ^    du        \ 

=  g— (acos^  —  ycosy)  -{-^(xcosy  —  2 cos«)  +s-(ycosa--a:cosj3) 
^    du        du.  ,  .  du         du^        ^  ,  ,    du        du 

=(93i-''^^''^''+('di-'^P''''^ß+^^d^-'y^''''^y 

positiv  oder  negativ  ist. 


§.6. 


Setzen  wir  wie  früher: 


dhi 


k2. 


59)  .    .   .   .  Ä=:cosÖ«g^+cosco«g-ä  +  cosöag^ 

3*1«     «  -8*tt       ^       _  dhi 

+  2cosdcosMg^g^+2cos©cosogp-^  +  2cosücosög^ 


[so  ist  nach  57*): 

iS2=     (cos  a  cos  tt?  +1 7>  Sin  «>)  ö~2 

B  .       ^d^u 
+  (cosj5cosw±  p8inw)*K-^ 

+  (cos  7  cos  fo  +  psm  w)^  k-^ 

A  . 


B 


dhi 


+  2  (cos  a  cos  «?  +  p  8*n  w)  (cos  j3  cos  w  +  p  sin  to)  ^-g- 

+  2  (cos  j5  cos  10  J:  pSm  «o)  (cos  y  cos  «I?  +  pSin ««?)  g-g- 

C  A  8% 

+  2  (cos  y  cos  w  i  psin  tc)  (cos  a  cos  w + psin  w)  g-g-  * 


18* 
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und  folglich  y    wie  man  nach  gehöriger  Entwickelung  leicht  fic 

wenn  der  Kurze  wegen: 

60) 

L=     cosa^g^  +  cos^2_^.eosyag^ 

+  2cosacosßg^g^+2cos/?cosyp^+2cosycos«g^. 

M=z     Acosag^+Bcos/Jgp+  Ccosy^^ 
+  (Acos/3  +  Bcos«)g^g^ 
+  (Bco8y  +  Ccos/S)gp-^ 
+  (Ccosa  + Acosy)g^, 

+2AB 1^  +  2Bc|^  +  2CA  Ä^ 

gesetzt  wird: 

61)       P^Sl  =  /MjLcosw*  +  2PiRrsin«ocosffl  +  iVsin  w«, 
oder,  wenn  wir: 

62) Fz=:P^L,    G  =  ±2PJIf,    Ä=:iV 

setzen,  wo  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmei 
jenacbdem  die  Grosse  58)  positiv  oder  negativ  ist: 

63)  .   .   .    P^Sl  =  Fcos w^+G sin to  cos«?  +  iETsin «o*. 

Bezeichnen  wir  wieder  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
Krummungskreises  des  Normalschnitts  in  dem  Punkte  (x^z)  i 
X,  T,  Z  und  den  Krümmungshalbmesser  durch  B;  so  ist  nach 

64) 
X  — a?  =  — 


Fcos«o^+  Gsinfocosei?  +  -^sinw*' 

du 


Fcosfc*  +  Gsinfi7costo  +  if  sin,«*' 
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[ 

i^^oder  nach  56*): 


02 


X — js=z — 


Y— v=- 


Z  —  2 

und  nach  47): 


Fcosw^-i-  Gsinwcoaw  +  HsintD^ 
65) 

Fcosfv^  +  Gsintvcosw  +  H  sxnvfl* 

Fcosw^  +  G  sin  to  cos  217  +  /fsinw®' 

Su  C  /duy      /duy      /3m\  V 

^         8z  tW   "''W   "^W  S     . 
Fcosto^  +  Gsintocostr  +  i^sinio^' 


66)   .      .     .     ,  R=zjr 


ps 


'oäer: 


Fcos  w*  +  G  sin  tr  co^to  +  jRf  sin  tr* 


CiM£i(m' 


""~~  Fcostr*  +  Crsinwcosw  +  jRfsintr^* 

las  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  Grosse 

Fco8t©*+  6rsintf7Costo-f  Hsinto^ 

tT  oder  negativ  ist. 

Weil 

cos(fr  +  180^)  =— cosw,    sin(fi>+J80<>)  =  -sinw 

if  BO  braucht  man,  wie  aus  den  Formeln  64),  65)  und  66),  67) 
[nf  der  Stelle  erhellet,  den  Winke!  w  bloss  zwischen  0  und  180^ 
IQ  aehroen  oder  bloss  von  0  bis  180^  wachsen  zu  lassen,    was 
[wan  im  Folgenden  stets  festzuhalten  hat. 


§.7. 

Ffir  die  in  56)  durch  A,  B,  C  bezeichneten  Grössen  gelten 
Q^  bemerkenswerthe  Relationen ,  die  wir  hier  sogleich  entwickeln 
Men,   weil  sie  uns  späterhin  von  Nutzen  sein  werden. 
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Weil  Dach  49)  bekanntlich 


du  .8«       o     8i«  ^ 

g^cos«  +  g^cos/5  +  ^cosy  =  0 


8z 


ist,   so  ist: 


du        o     du  du 

g^cos^  +  g^cosy=-g^co8«. 

du  du  du        a 

g^cosy+g^cosa^-^cos/S, 


du  ,  du       a         8m 

g^cosa+  ^cos/3=— ^cosy; 


8y 

8ti 

di 


also : 


\di)  («os/3Mcosy^)+(^g^cos/S+g-^cosr^   =  (^g^ j   . 

Vä^;    (cosyMcos«2)  +  (^gjCosy  +  g^cosaJ   ^[^^)    , 
/8m\^  ,        ^  .        ^«,  .  /8m  .  8m        A^      /8m\* 

und  folglich,  wie  man  sogleich  übersieht,  wenn  man  in  denfol'i 
genden  Gleichungen  die  Quadrate  entwickelt: 


/8a 
\8ar 


/8w\«  _ 

)  +(s^;   +U;  ^(cos^+cosy«)  -(^cosy-g^co8/JJ,| 

/8«N^  _ 

w  - 

^SuY  ,  /Su\'      /Buy}  .       .^        -.      /8m  du         yJ 

/8a\*  _ 

bzJ  - 

</S«\'  .  /8«\*  .  /8m\'?,       „         ^     /8a       ^     8a         V  1 


also: 


/8m  8m       .X" 

l^ä^cosy-g-^cos^J   = 


(©*+ 


(M)'- 


/du 
\dz 


du  du 

cosa— K— cosy 
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er   nach  56)  und  56*): 

A«=/>«8in««-(||V.. 
68) JB«  =  /»sm^«-(g?y. 

C»  =  >«siny«-(|'J. 

Ferner  findet  man,    wenn  man  die  Producte: 

(du  du        a\/Su  du         \ 

g^cosy- g^  cos^j  ^g^  cos«-gj  cosyj . 

/Bti  8m         \/8a        -     8m         \ 

(.87  "^"^  «-8i '^'»^  V  te  •'"*'' ~  8^ ''•"' V ' 

/8m        -     8«        \  /8m  8m       -\ 

itwickelt,   und  In  den  Entuickelungen  der  Reihe  nach: 

du  /du  .  du        J\ 

gjCosy=-(^gjcos«+ j^C08/Jj . 

du  /du        a     du         \ 

g^cos«=-(^g^co8  ^ +  gjcosyj . 

du        a  /du  .  du         \ 


»tzt: 


(du  du        r*\/du  du         \ 

^C08y-jjcos^j(^g-co8«-g-co8yj 

/8m  8m        N  /Sm       „     8m        \ 

V8^*'"^''~85'^"^J'A8S''°*^~%*'*'^V 

/du         ^     du         \/du  du        -\ 

(  8i  *=""  ^  -  8^ '""  " ASII  ""^  J*  ~  &  •="«  ^ j 
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also  nach  56)  und  56*): 

AB  =  —  P®  cos  cc  cos  P  ~"  ö~  •  ö~ ' 

69).    .    .   .    -{  BC  =  — P«cos/3cosy— g^.~, 

CA  =  —  P^cosycosa —  k~  •k-' 

§.  a 

Wir  wollen  nun  die  Grosse 

70).    .   .      t7=:Fcos«i7*  +  6rsinwcosfi>  +  ^sinw^ 

einer  genaueren  UntersuchuDg  unterwerfen,  und  wollen  zanäc 
untersuchen,  oh  und  unter  welchen  Bedingungen  diese  Gro< 
verschwinden  kann,  wenn  man  sich  w  in  dem  Intervalle  0  i 
180^9  innerhalb  welches  man  bekanntlich  w  bloss  zu  nebn 
braucht 9  stetig  verändern  lässt. 

Man  kann   ü  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

l7=costi?^(F+6rtangfr  +  /ftangw*), 

und  wird  nun 

F+  Giangto  +  ntaLngw^=:0 

gesetzt,  so  ergiebt  sich  durch  Auflösung  dieser  quadratisch 
Gleichung  in  Bezug  auf  tangto  al^  unbekannte  Grösse: 

71) tangti?  = 2£f ' 

Wenn  nun 

G»  — 4FÄ<0 

ist»  so  hat  die  Gleichung: 

F+  Gtangw  +  iytangir«  =  0 

nur  imaginäre  Wurzeln,  und  die  Grösse 

F+  Gtangto  +  /f  tangtr^ 

k«iiii  also  niemals  verschwinden ,  wenn  man  sich  w  von  0  bis  ] 
9l«%  verändern  lässt.    Wenn,   wie  wir  vorausgesetzt  haben, 

G«  — 4Fiy<0 

Ms  4Ba  k«no  offenbar  keine  der  beiden  Grössen  F,  H  verschvi 


■)  Eigenllicl 


deu,    und  diese  beiden  (irüssen 
Vorzeichea  haben.     Di 


erhält   aber  die 

+  G8inwco8«.+  //si 

offenbar  •Ic»  Weith  B,  utd  küiitile  ; 

ff=0  "äre,  »vas,  »ie  sclioii  erinnert,  unter  der 

lussetzong  nicht  der  Fall  sein'  kann.    Wer 

G2  —  AFH  <  0 
Ist,    so    kann  C  niemals  verschn- 
bls   180°   sleli^   verändern    lässt,    nnraiia   fernei 

gatü  von  sellist  hervorgeht,   Aase  anch,  trenn 

angegebenen  Weise  voründern  hlpst,    TJ  niei 

ileni  kann.     Für  w  = 

tive     r  =  f   und    V 

man  sicfa  w  von  0  bis  i^°  stetij 

n-elche,   wie  wir  schnn 

stets  gleiches  Vorzeichen  hat. 
Wenn   ferner 

iat,    so  hat  die  Gleichung 

f+  Gfanf-w  +  Htanfrte*  =  0 

eine  *)  reelle  Wurzel  oder  zivei  reelle  Wurzeln,  i 

F+  Gtangiö  +  //tangw», 

s)«o  auch  die  Grüese  (7,  wird  folglicli  jeitenfalls  ein  »der  zivei 
Hai  verschwinden,  vrenn  man  w  sich  von  0  bis  ISO"  stelig  ver- 
tndern  lüsst.  üa  in  diesem  Falle  auch  die  Werthe  F=0  und 
ß^O  nicht  wie  vorher  ausgeschlossen  nenlen  kitnnen,  so  kann 
17  auch  verschwinden  liir  cnsu;  =  0  und  sinw=0.  Dass  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  nun  auch  Zeiebenänderungen  von  V 
.-antreten  künnen,  wenn  man  sich  ui  von  0  bis  I6Ü''  stetig  verän- 
jtBm  lässt,  geht  hieraus  von  selbst  hervor;  jedoch  kann  dies  nur  i 
At  Fall  sein  Tiir 

G^  -  iF/J  >  0, 
flicht  aher  für 


Bcllo   Vi< 
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G*-4F«=0, 

esem  Icl/.teren  Falle,  wenn  man  sich  lo  von  0  bis  ISO" 
Bietig  verHndeni  lösst,  U  nur  ein  Mal  »erschwmdef,  und  bekannt- 
lich f(lr  w  =  ü  nn<l   «.=  180»  gleiche  Werlhe  erliält. 

Mit  Rilcksicht  auf  die  Formeln  fi4),  65)  nnd  60),  67)  ergiebt 
sich  nus  diesen  Hctrachliingen  mit  vülliger  Bestimmtheit,  dass 
von  elntir  8tetii;en  Aenil«ruiig  der  Coordinateri  X,  ¥,  Z  des 
Mitlelpuiikls  des  Krilmmntigs  kreis  es  uüd  des  Krümmungsbalb- 
mesaers  Jt,  wenn  man  f^ich  to  von  0  "bis  ISO"  stelig  verändern.! 
ISitst,  Oberhaupt  mir  d.inn  die  Rede  sein  kann,  wenn  die  8e-| 
dlBKiinti 

ftä— 4r//<o 

erfällt  ist.  "ogejjen  im  Allgemeinen  jederzeit  Unterbrechungen  der 
Stetigkeit  bei  dtir  Veründernng  der  (iriissen  X,  Y,  Z  und  R,  vrenw 
man  sich  tn  v>in  0  tiis  1$0°  »teti;;  verandern  ISsst,  eintrete 
den,  tvoim  die  vorslekeoüe  Bedingung  nicht  erfüllt 
Weil  narli  62) 

G*  -  4FÄ  =  4Pa(W«  —  LN) 


C- 

4F//  <  0 

und    G*- 

-4ffl^0 

llst 

ändig 

respective 

durch  die  Bedi 

gungen 

m 

-LiV<0 

und    Ü/*- 

-iA 

>» 

de. 

,    wuraiis  sic-b  ergiebt,   da 

SS    d 

e  Gross 

iW^-iA 

lur  unsere  ganze  üntersochung  von   grosser  Bedeutung  ist,  \ 

Ihalh  wir  dieselbe  jetzt  xuuächst  einer  genaueren  Betrachtoi 
terwerfen  uolleD. 


Wen»  überhaupt: 

■m 

«  +  6'»  +  c*wr + labx  +  'ibcy  +  2cn; , 
,«=«««  +  iSftp  +  ycw  -KcA  +  ßn)x  +  (?«.■  +  yÖ)^  +  (?<!  +  « 
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t;  so   ist^  me  man  mittelst  leichter  Rechnung  6ndet,  jederzeit: 
73)    .    .    M^--LN=:     (ab—ßa)^ix^''Uv) 

+  (ya  —  ac)*(2*  —  wu) 
+  2(ab — ßa)  (ßc — yb)  (vz  -  xy) 
+  2(ßc — y6)  (ya — ac)  {wx  —  yz) 
+  2(ya  —  ac)  {ab — ßa)  {uy  —  zx), 

ine    aueb   an    sich  wichtige   und   merkwürdige    allgemeine    alge- 
Falsche  Relation. 

Setzt  man  nun  für  L,  Mj  N  die  Ausdrücke  in  60),  so  muss  man : 

a==coso,    6  =  cosj?,    c  =  co9y; 

a=Ä,         i5=B,         y  =  C 
ind 

_  S^M  _  8%         _  82« 

Sxdy'    ^      8^82'  828;r 

setzen y  wodurch  man,  weil 

ab  —  ßa  =  Äcosj? — B  cos  er, 
/3c — yb  =  Bcosy— Ccosj3, 
ya — ac  =  Ccosa — Acosy; 

»iso  nach  56): 

/8m  8m        _     8m         \ 

a6-/5a=      (^g^cosa  +  g- cos/3  + g^cos  y^cosy 

8m 

—  s-  (cos  «2  -(.  cos  /32  -|-  cos  y2) , 

,  /8m  8m        /,  .  8m        \ 

ßc-yb^      \^g^cosa  +  g-cos/3  +  g^cosy^cos« 

8m      ^  «  y>«  «. 

—  K—  (cos  a* + cos  p2  +  cos  y*) , 

/8m  8m       /j     8**        \ 

ya  —  oc  =     ^g^cos«  +  g^coß  P  +  g^  cos  y^cos  /3 


—  g—  (cos  «2  +  cos  /S2  +  COS  y2)  ; 


rdglich  nach  49): 
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ist: 
74) m^-'LN 

—     \dx)  (\dydi)  ""  8^2  •  5,2^ 


"*■  W/  (VöW  ""822;8:r2 

"*■  V82/  (V8a:8^y       8a;2-8^2< 

du    duCShi    ^?f^_8^    82m  ^ 

8a:  *  8^  <  82*  '  dxdif       dydz '  dzdx^ 

^8m  duid^u    d^u        82m     82m 
■^ -8^ '8^  <8^'%8i  "■  8"l8^*8iö^l 
8m  8m<82m    82m  _  ^2^     a% 
82  *  8;i?  V  8^2 '  8280;      dxdy  '  8^82 
erhält. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

/8mY(;/82m  Y     82m  82m 
■'■  V%/  ^8280:/  ""  822  •  8a;2 

"*"  V?2/   <Wi^/  ""8^:2 '8^2 

8m    8m(82m    ^U^       ^     82?!^ 
"•^    8a:  *  8//  ^  822  •  8a:8^  "^  8^82 '  828j:> 

jj8m  8m  (82m     82m       82m     82m  \ 
dy'  di\  dx^ '  dydz      828a: '  8a:8^5 

8m  8mn8%  ^  __?!!L  ^\ 
dz'  dx\  8^2  *  ^2,dx       dxdy  '  dydz  )  ' 

so  können  wir  nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  Bewie 
senen  jetzt  also  behaupten,  dass,  wenn  man  sich  w  von  0  bif 
180^  stetig  verändern  lässt,  keine  Unterbrechungen  der  Stetigkei 
der  Grossen  X,  Y,  Z;  R  oder  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  dei 
Grössen  X,  Y,  Z;    R  eintreten,  jenachdem 

r<0      oder       5r^0 
ist.    Auch  wird  im  ersten  Falle  die  Grösse 
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ihr  Zeichen    niemals    ändern,  wogegen  im  zweiten  Falle  Aende- 

rangen  des  Zeichens  dieser  Grösse  eintreten  können.    Im  ersten 

Falle  verschwinden  F  und  ^  nicht  und  haben  gleiche  Vorzeichen; 

U  hat  in  diesem  Falle  immer  mit  F  und  H  gleiches  Vorzeichen. 

Wir  wollen  das  Zeichen    der  Grösse   T  für  einige  besondere 
Kläcben-  des  zweiten  Grades  bestimmen. 

Für  das  Ellipsoid  ist: 

8m 2x      du 2y       du  ^_^2z  ^ 


also 


dx        a^*     dy       6**      dz       c 


16 


fol^ich^  wie  man  leicht  findet: 

also  7<0. 

Für  das  Hyperboloid  mit  einem  Fache  ist: 

■•=©'+(0"-(O-'. 

also: 

du       2ar       du  _^  %       ^" ««.      ^^ . 
8^""^'      d^'^W     &-"""c«^ 

8%_2^      82a_2^      8%_      2^. 
8:1:*  —  a^'  .  dy^  ""  6«'      8*«  —""  €«' 

Üy_-.o      ^^"—0      —  =  0- 

dxdy ""     *     S^/fo         *    dzdx         ' 

I 

tAi^eh,  wie  man  leicht  findet: 
also   7>0. 
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Für  das  Hyperboloid  mit  zwei  Facbern  ist: 

-=(0'-(Ö'-G)'->. 


also: 


8m       2a:       du 2y         du 2z , 

8«M_2^  8^_       2^  8%_       2^. 

dx^  ■"•  a«'  83^2  ""  ""  6* '  8x2  ~  ■"  c«* 

8%  _^  8«M  8*««       ft 


8a;8^  *     hydz         '         8280? 

folglich,  wie  man  leicht  findet: 

also  T  <  0. 


r  =  - 


Für  das  Elliptische  Paraboloid  ist : 


also: 


8a:  ""  «a  *      8y  "^  6«  * 

dz    ±c' 

8«M        2        8%       2 

8^    ^0       ^-0 

n. 

Szdx-^' 

folglich,  wie  man  leicht  findet: 

Iß 

y=-_2A!.-!S»        also 

T<0. 

Für  das  Hyperbolische  Paraboloid.  ist: 

-  =  (i)'-(f)'*7- 


also: 


du 2a:        du 2y       ???_|2. 

8a:  — ^'      ä^  —  ^S«'      3z  ""*c* 

3%_2^      8%^       i^      ^«.n 
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dxöy         *      dydz         *         ßzöa: 
folglich ,  wie  man  leicht  findet : 

y  =  5^»    als«     »'>0. 

Zu  welchen  Schlüssen  man  hieraus  rucksichtlich  der  hier  be- 
trachteten Flächen  des  zweiten  Grades  berechtigt  ist,  geht  aus 
dem  Obigen  von  selbst  hervor/) 


§.  10. 

Wir  wollen  nun  die  Maxima  und  Minima  der  Function 

76).   .    .    .  t7=  Fcos  11?*  + Cr  sin  w  cos  w +"i5f  sin  tr* 

untersncheo. 

Durch  Differentiation  nach  w  als  unabhängige  veränderliche 
Grosse  erhält  man  leicht: 

g^=      Gcos2w  — (F— iy)sin2w, 
77)  ...    . 

^=  -2(  6?sin2w  +  (F—Ä^)cos2«)}; 

und  die  bekannte  allgemeine  Bedingung  des  Maximums  und  Mini- 
mums (ährt  nun  zu  der  Gleichung: 

78) Gcos2w-(F— iff)sin2t©=0, 

woiaas  sich: 

G 

79) tang2t©=-p33-^ 

ergiebt.    Hlerans  folgt  femer: 

a:„g^.        tang2tc*  G« 

sin  M  —  i^.tang2wa  ^  G«+  (F  -  H)^ ' 


*)  Ueber  die  im   Obigen   angewandten   Gleichungen   des  Ellipsoids, 
der  beiden  Hyperboloide  und  der  beiden  Paraboloide  s.m.  meine  „£le- 
■  ente  der  analytischen  Geometrie"  ThI.  II.  S.211.  S.  212.  und 
LS16.  &217. 


I 
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und  folglich: 


cos2i{7  =  6in2u?cot2ti7  =  + 


VG^  +  iF—ti)^' 


so  dass  also  mit  Beziehung  der   oberen  und  unteren  Zeichen  ai 
einander: 

80) 

G  F-^  H 

sin  2ti?  =  4-  ,  ^--        _     -— —  >     cos2to  =  +! 


f  .  —  >      i;us^U7  =  -t-i — 7^^ —  .  » 

ist. 

Für  den  entsprechenden  Werth   des  zweiten  Differentialquo 
tienten  ergiebt  sich  nach  77): 

8H7_  G^  ^         (F-/f  )^ 

8ti?«  -  VG2+(F— ^)2-  \fG^^{F'-H)'^ 

_^   G^+(F^H)^ 
=  -f-  z 


V^G^  +  CF-Ä^)«' 

also: 

81) y:  =  T'2\^G*  +  (F-fl)«, 

woraus  folgt,  dass  für  ü  die  oberen  Zeichen  jederzeit  ein  Maxi 
iDum«  die  unteren  ein  Minimum  liefern. 

Weil  nach  76)  offenbar: 

2 1;  =  F(l  +  cos2io)  +  6rsin2w  +  H(l  —cos  2t©) 
=  F+iy+Gsin2w  +  (F-iy)cos2tt7 

ist,  so  erhält  man  für  die  entsprechenden  Werthe  von  2U: 

G^  (F'-H)^ 

217  =  F+^±T7=====±        ^  ^ 


V^G«  +  (F— Ä^)« -  VG2+(F=rB)a 

G«  +  (F'-H)'^ 
==  F+ fl +-^=^^==£=  , 

-    "-Vg«+(F-.ä)« 

also: 
82) 2C7  =  F+iär±  VG«  +  (F— Ä')«- 

Das  Product  dieser  beiden  Werthe  von  2 17  ist,  wie  man  leich 
findet : 

4F£r-  G*  =  -,4/>2(ilfa~  XiV^)  =  — 4/»^ 


und   daher: 


jenachdem 
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positiv,  null 4  negativ. 


T<0,    T=0,    r>o 


ist,  so  dass  also  die  beiden  obigen  Werthe  von  217  gleiche  oder 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdem  7*<0  oder  7*>0  ist; 
einer  dieser  beiden  Werthe  muss  wenigstens  verschwinden,  wenn 
7^  =  0  181 


Nach  68)  nnd  69)  ist: 

/»cos««  +  A«  =  />«  -  Qzi' 
/«cos^  +  B«  =  P«-(|y, 
/«cosy^+;C2  =  /»-(|^y 


und: 


IM  A    ■      A  u  du     du 

f*cosacosj5+  AB  = — 5~' ö~» 
/»C08|S  cosy  +;BC  =  —  g^  .  g^, 

fcosjfcosa  +  CA^=  —  ö"  •  g-  J 
also«  weil  oacb  62): 

F+H=  P*L  +  N, 
blglicb   oacb  60): 

F+ff=     (/»co8«»  +  A*)^ 
+  (i»cos^+B«)g? 
+  (i»co8y«+C«)^ 
+  2(/»co8«cos/J+  AB)^ 

ißtl 

+  2(/Mco8^cosy+BC)p^^ 

+  2(/»co8yco««+CA)^ 
•t,  wenn  man  der  Kfirze  wegen: 

TbeU  XU.  ly 
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83) 

du   du    dhi  du  du    ff^u         du  du     8hi 


dx* dy' dxdy         dy'  dz' dydz         dz ' dx   dzd.T 


oder: 


(d^u       d^u      ff^u\ 
8^  +  äp  +  d?) 

dxj  dx^'^^dy)  dy^'^KdzJ    8x« 


8»    8m    ffhi 


dx   dy  dxdy 
du  8m    dhi 
dy*  dz' dydz 
du  du     8«M 

dz'  dx'  dzdx 
setzt : 

84) F+H  =  P^L+N=  S. 

Ferner  ist: 

G^  +  iF-^H)^  =  (F+i^a+(G«— 4F/r), 

also 9  weil  nach  dem  Obigen: 

G«  -  iFH=  AP%M^  -  LN)  =  4I»7' 
ist: 

85) G^  +  (F^H)*=  S^  +  iP^T. 

Folglich  sind  die  beiden  Werthe82)  von  217  nach  84)  und  85):. 

86) 2l7=S±VÄ«+4/»r, 

so  dass  also  diese  beiden  dem  Maxime  und  Minimo  —  immer  im 
ersten  und  zweiten  Falle  resp.  das  obere  und  untere  Zeichen  ge- 
nommen —  entsprechenden  Werthe   von  2U  mittelst  der  vorste- 
henden merkwürdigen    Formel  jetzt  bloss  durch  die  von  ^9  ßff   \ 
gar  nicht  mehr  abhängenden  Grossen  P,  Sy  T  ausgedrückt  sind,  j 

Die  Formel  79)  liefert  för  das  zwischen  0  und  360«'  liegende 
1w  zwei  um  180^  verschiedene  Werthe,  die  wir   durch  ^u>'  und  ' 
^w''  bezeichnen  wollen,  so  dass 

2fo"  =  2ii?'  +  180o 
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ist,  nnd  für  to  also  die  beiden  um  W  von  einander  verschiedenen 
Wertbe: 

w'     und     w"  =  w'  +  9ü» 

crbaUeti  werden.     Jenaelulem   die  Grösse    G  |n)siliv  oder  negativ 
ist.  ist  nacb  80); 


==  +  ./■: 


:::^ 


Bin2«."$~*  VG»+{*'-"iff)**     cos-2wS  ~  *  ^^G«  +  (F-fl)» 


cnsSio"; 


Im  ersICD  Falle  entspricht  den  Werlhen  w  =  to',  lo  = «" 
das  Maximum  ntiU  Minimum;  im  zneJten  Falle  entapricht  den 
Werlben  wz=ui",  te  —  w'  das  Maximum  und  Minimum;  denn  aus 
dem  Obigen  iTiäsen  wir,  dass  de»  olieren  und  uotercn  Zeichen 
'immer  resfieclive  das  Maximum  und  Miuimum  entspricht,  ivo  na- 
tGTÜch  Maxima  und  Minima  immer  nur  im  Sinne  der  Differential- 
recbnunjr  zu  nehmen  sind  und  nur  in  diesem  Sinne  ciennmmen 
«Verden  dürfen. 

Die  beiden  Normalschiiilte,  denen  das  Maximnni  und  Minimum 
ron  C  entspricht,  «erden  Hauptschnitte  genannt;  aus  dem 
fovstefaenden  ergiebt  sich  unmittelbar,  das^  dieselben  immer  auf 
linander  senkrecht  stehen. 

Betrachtet  man  im  Allgemeinen  zwei  den  Winkeln  to  und  i 
g,  ^  uv-f-'JO'^  entsprechende,  auf  einander  senkrecht  stehende  { 
Normals choitte,  und  setzt: 


V 

=  Fcofi 

(C*'+Gs 

ntvcostc 

+  «.i 

IM», 

l\- 

Fcosto 

«+Csi 

+  H, 

nw, 

,      SiB«!, 

w 

V 

^  Fcos 

re'+  6s 

ni«cosic 

+  fls 

dm". 

V, 

=  F.ii. 

»»-ft 

inmcosw 

+  Hcos»= 

D+K, 

=  F+I/ 

276  Grüner t:    Wichtiger  altgemeiner  Satz 

und  folglich  nach  84): 

88).   .   . ü  +  t/i  =  S, 

so  dass  also  für  alle  aof  einander  senkrecht  stehende  Norm 
schnitte  die  Summe  lJ-\-Ui  eine  constante  Grosse  ist. 

§.  11. 

Wir  nehmen  jetzt  an^  dass  die  Bedingung 

!r<o 

erfüllt  sei;  wenn  man  dann  w  sich  von  0  his  180^^  stetig  veri 
dem  iSsst,  so  verschwindet  IJ  niemals^  es  ändert  sein  Zeich 
nicht  und  hat  immer  gleiches  Vorzeichen  mit  F  und  H'^  für  fo  = 
und  ti7  =  180^  hat  IJ  gleiche  Werthe;  der  grusste  und  kleini 
Werth,  welchen  (7  erhält^  sind  offenbar  wirkliche  absolute  Maxi: 
und  Minima 9  oder  wirkliche  absolute  Minima  und  Maxima,  v\\ 
bloss  Maxima  und  Minima  im  Sinne  der  Differentialrechnung^  f 
man  am  besten  auf  der  Stelle  mittelst  einer  einfachen  geomel 
sehen  Darstellung  übersieht^  und  diesem  absolut  genommen  gru 
ten  und  kleinsten  Werthe  von  IJ  entspricht  offenbar  der  kleioi 
und  grösste  Krümmungshalbmesser,  welchen  wir  respective  dui 
R'  und  R"  bezeichnen  wollen. 

Wenn  F.  und  H  positiv  sind,    also  auch   C7  stets  positiv  i 
so  ist  nach  64)  und  66): 

89) 


Fcos  w*  +  6r  sin  w  cos  w  +  /f  sin  to* ' 

du 

2r—     /^cosw^  +  Gsinwcosto  +  Äsinio«' 

du 

LZP2 


Fcosw*  +  Gsinwcosw+  Hsinw^ 
und: 

90)  .   .   .     Ä  = 


Fcost©*+  Gsin  tocosti?  +  /fsint«?^  * 
und  nach  82)  ist  offenbar: 


4- 

i 


R'  =z 
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i'l)  •    .    .   .    ^ 

F  +  Ä—  V^G«  +  (F-  JV)« ' 

Weil  nun  9  indem  \\\x  wegen  der  jetzt  zur  Anwendung  kommen- 
den Begriffe  und  Bezeichnungen  auF  die  Abhandlung  über  die 
Normalschnitte  des  Ellipsoids  in  Tbl.  XL.  Nr. XXI.  verweisen: 

0  0 

also  : 

M(Ä)=-    /       RSw 

() 
ist,  so  ist  nach  90): 

9k  P9       /^7E  Sfjfj 

0 

Nach   einer  sehr    bekannten   Integral formel '^)   ist  aber,    weil 
4F*0 —  G^  anter  der  Voraussetzung  T<0  eine  positive  Grosse  ist: 

/8m? p  dtangtr 

FcoaiD*-f-  6rsinti?cos  «?  +  //  sin  w^  ^J    F+  G  tang  w-\-H  tang  vfl 

2_ G+2H  tangjg 

Folglich  ist,  wenn  wir  uns  alle  Bogen  zwischen  —in  und  +i7c 
geDommen  denken : 


\ 


0 


dtr 


cos  w*  +  6r  sin  ir  cos  w  +  /f  sin  w* 


2  .^     ^       G+SJ^tangiTc      ^    ^        6r  +  2ÄtangO, 


*)  M.  8.  meinen  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der 
•  höheren- Analysis.    Leipzig.  18^.     S.  164. 
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»eil  iiämiich   ff  positiv  isl  *);    und; 

r- J 

^ß      /"coswj*  +  Gsin 


-  !  Ärctang 


fc!  +  2tftanK: 


^= Arciang  — 


2  G 

:  — ,■  —  tArctane    ,-  — Arctanc  { — Qe)l 


'^iFB-G^ 


=  iArctang 


V^4F//— G^ 


+  ^«1"). 


geletzt  i»nrdi-o  ut^   winl    einet   lieBonderen  Erläulcnini;   i 
nenn  man  mir   bodcnlcl.   dass    immer  (Thh   GcbgIz   der  Stetig] 
hnitcn  Ut. 

Zur   wiiiteren   Erläuterung    und   ßei^-ründiing    den   Inlcgr^ 
futgcndeii   Sdte   luag   indcss    nucli   das   Folgende   hier    bemelf 

Das  sllgemcine  Integral  ■«£  nach  dem  Obigen: 
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weil,  wie  schon  bemerkt,  if  positiv  ist;  also  nach  einem  bekann- 
ten  Satze  von  den  bestimmten  Integralen : 


o 


dw  ^n 


Fcos  w*  +  G  sin  w  cos  ti?  +  /f  sin  «?*       y  iFH—G* 


Oaber  ist  nach  dem  Obigen: 

o'  V  4F^-  (P 


Also  ifft,  wenn  u,  V  der  Null  sehr  nahe  kommende  positive  Grössen  be- 
xeichnen,    veii  /iT  positiv  ist: 

p\7c-e 3^ 

/  FcoBW^-\-GsmWv.o%w-\-H6mw* 


»  8«? 


/ 


FcoB  w^  +  6r  sin  wconw-^  H%\n  w* 

2  G 

{ Arctang -— r=z==  —  (— i?r  +  r)  I ; 


f olgttcfa : 


^  cos  iü'^  -t-GsintP  cos  «p+^sii 


.  ffBintß^ 

o 

n  dw  2 


Weil  nnn  offenbar 

^  8«? 


/ 

o 


/^  cos  tr^ -|~  ^  si  n  ^  <^08  tt; -f- ^sin  tr^ 


die  Granze  ist,  welcher,   wenn  e  sich  der  Null  nähert,  die  Summe 

>l7t^e  Sic 


/"cos  fff^ -|- (r  sin«' cos  fT-f- ^sin  f^^ 


FcobW^  -f-  G  sin «7 cos tr  -|-  ff  Binic^ 

•idinähert,  und  weil,  wenn  s  sich  der  Null  nähert,  auch  die  Grössen  U 
ftnd  V  sich  der  Null  nähern,  so  ist  offenbar: 

/n    dw  29r 

FcoB IP*  +  Ö sin W CO« tF+WälnW^  ""  y^pfi^^' 


1 
■1 
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und  weil  nun  nach  Ol)  offenbar: 

ist,  so  ist: 

93) tM(ß)  =  Vß^. 

o 

Nach  89)  und  90)  ist: 

8a 

X—  o:  = 'S"'* 

du 

du 

folglich ,  wie  auf  der  Stelle  erhellet : 

M(X)-x=-^M(Ä), 

M(Y)-3r=-^M(Ä). 

du 
M(Z)-»  =  -^M(Ä); 


«Im  nach  93): 


du 

lf(X)-*=-^V«^ff*, 

du 


M(2)-s=_§Vä^; 


oder: 
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M(X)~a:  =  — 
o 


N^e;+(i;Hi; 


95)  .  ..  <  M(Y)— v=- * 

o 


"({WO'^Qb'' 


^7t  ;ir  ^  '^  ^ 

M(Z)-z=:-.  "^^ 


^  A      f        ^H*m  X  V  ^>Ji>aX   V  />!<■•  X   2 


v(©vc^y<i) 


Weil  hiernach: 

2;r  27C  27t 

M(X)-:r^M(Y)-y^M(Z)-z^       ^^^-, 
dt£  8a  dtf  P 

ist  9  so  liegt  der  durch  die  Coordinaten 

27E  27r  27E 

M(X),    M(Y),    M(Z) 

0  0  0 

bestimmte  Punkt  auf  der  Normale  der  Fläche  in  dem  Punkte  (xyz). 
Auch  ist  offenbar: 

2ä  27r  27r  , 

|M(X)  -  a:)«  + 1  M(Y) -yP  +  1M(Z)  -  zl«  =  (V^Fß")« 

0  0  0 

Wenn  F  und  /f  negativ  sind,  also  auch   ü  stets  negativ  ist, 
so  ist  nach  64)  und  66) : 

^  ex 


Fcos  w*+ (?sintt>cosw+ jffsiniu* ' 

96)  ..•  -^  Y-«= ^^ ^' 

^         Fcosw^+trsintrcosw  +  ÄTsinfc*' 

Z  —  2  =  — 7T 


i'^cosio^-f-  Gsintocosto-i-'^sin^^ 
und  : 
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''    '    *  Fcosfio^  + Gsinwcosw  +  Hsinw^* 

und  nach  82)  ist  offenbar: 


F+H-STC^  +  iF^H)^ 

U8)  .   .   . 

2P5 

F+  H+  V^^+  (F—m^ 
Gant  eben  so  wie  vorher  ist: 


M(ß)=-  /      Rdw, 

o  ^t/ 

o 


also  nach  97): 

dw 


M(l?)=-^/ 


Fcosw^  +  Cr  siDtrcostr  +  ^sid  «?*' 

o 


Ferner  ist  eben  so  wie  vorher: 

cw 


f 


JF'cosir*+  Gsintpcojsir-t-^sintr* 


2_ G  +  M^Dgjr 

^  \/4FH-G^    ^  *"^  V  4FH-G*  ' 

und  folglieh  >    wenn  man  sich  wieder  alle  Bogen  zwischen  — 
nnd  -f  i^  f^nonmen  denkt: 


/ 


k^  dw 


J^eosir*+  6sinireosir4'^^B«* 


|.^  t  Ac*b»B,^±^^»-A«t»g  £+|£^ 


weil  BiteKck  H  negativ  ist;    nad: 


r 


ew 


^f       #^co««9^-|-6stnicrce<»«r4i'suia^ 
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=  Vmr^^  Arcta„g-;^^^^p— Ärctang(+  ») , 

vreil^  wie  schon  bemerkt,  /f  negativ  ist;  also  nach  einem  bekann- 
ten Satze  Ton  den  bestimmten  Integralen : 

^        Fcosw^+ Gsinwcosw  +  Hsinto^         V  4FH G* 

o 


*)  Zar   näheren  Erläuterung  und   Begründung-  mag   noch  Folgendes 
dienen. 

Das  allgemeine  Integral  ist  nach  dem  Obigen: 


/ 


-^ .  ,   ^.   . — r-rr- -=    . Arntang  i___-__£L_ 

l^coiiir*-|-6r8inwco8M7-f-i/8inM?*       V^4FH G^  ^^FH—G^ 


r^    9 


also,    urenn   s  eine   der  Null   sehr   nahe   kommende   positive   Grosse   be- 
xeichnct,    und  alle  Bogen  zwischen  —  ^  und  -)~7^  genommen   werden: 


/ 


FcoBw^-^-  Gsin7-f?cosM;-f-jBrsinir^ 


o 

2  .^  (?+^fi^tanga?r-«)       ,  G'\-2Hlnnfr(i 

•  Arctanff      ^         -— rLSl— — ^—  Arctang— r?==Jl    L 


/ 


TT  3 


W 


-Fco8w*  +  ösinwcosw-f-ZZ'sini^?' 

2            .^     ,         (?+2jBrtang7r       ,     .         G  +  2/f  tang  (^tt  + «) , 
b        =  -, -zz  { Arctang  ^/ -^  —  Arctang  —         ^„   ^,         !• 


r 


V^FH—G^  V^FH—G^  V^FH—G^ 


Also  ist,  wenn  «,  v  der  Null  sehr  nahe  kommende  positive   Grössen  be- 
'.    xeiehnen ,    weil  H  negativ  ist : 

Fco8  w^  -|-  G  sin  w  cos  w  -f-  J7sin  w* 


o 


2  G 

{  (—j^+tf)  — Arctang  J, 


Y^FH—G^  V^Fff^G^ 

/n 8«^ 
i^cosw*  +  Gsinwcost«^  -f-fi'sinio* 

(  Arctang nz^  —  (Jjt  —  v)  1 ; 


V4FJI--  ö»  Y^FH--  G« 


folglich : 


I 
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Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

«TT  om 

99) M(/2)  =     .  , 

und  iveil  nun  nach  98)  offenbar: 

4P« 

also: 

STR'R"  = 


STiFH-  G^ 

ist^   so  ist: 

100) M(ß)  =  STR'R"^ 

o 

Nach  96)  und  97)  ist: 

du 

j 
1 

du 
du 


/ 


I*-«  Öm; 


o 
P^ ^ ^  2  »      ^  .   („  .^ 


Weil  nun  offenbar 


/ 


Fc.o%w^  -|-  Gsinu;  cos«;  +  HBinw'' 


die  Gränze  ist,  welcher  sich,  wenn  c  sich  der  Null  nähert,  die  Sumi 

4?»-«  Sit 


Fcos  fo*  +  (r  sin  to  cos  to + J7sinM? 


/ 

o 

/n  ^w 

Fco8  m;*  -|-  (?  sin  w  cos  w  -f-  ^sin  t«;* 

nähert ,  und  weil ,  wenn  e  sich  der  Null  nähert ,  auch  die  Grössen  u  u 
V  sich  der  Null  nähern;    so  ist  offenbar: 


/ 


iPcos  lö*  +  Ö  sin  10  cos  w  +  jETsin  w^  V^^FH—  G'^ 
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Jglicby    wie  auf  der  Stelle  erhellet: 

o  *^    o 

In  Sy  27t 

du 

2.71  ^271 

M(Z)-2=^M(Ä); 

o  ^  o 

ISO    nacli   100): 

du 

t  27t  ä^  , 

o  ^ 

o  " 


»der: 


M(X)— a:=  *"" 


2;7 


o  A      /du\^        /;)»/\2        yflf/A'« 


V  ©■  -  (!)■  -^  (iJ 


2«  ^yR'R" 


102).-.  <M(Y)— 2^  = 


8y 


i   M(Z)-2=     r    ^  .  .— 


\^©" + (!)■  -  m 


Weil  hiernach: 

27E  291  271 

M(X)-^^M(Y)~3(^M(Z)-2^^^7ß^ 

8m  8ti  5m  P 

Sx  dy  dz 

ist  9    so  Hegt  der  durch  die  Coordinaten 
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folglich ,  nie  man  leicht  findet  *) : 

Nach  lOS)  ist  aber: 

J_        1     _F+H 

also: 

»09) ?(s)=*(b'+^> 

Wenn  F  und  H  negativ  sind,  also  auch   17  stets  negativ  i( 
so  ist  nach  64)  und  66): 

Xox 
^ — 


jPcosio^+Gsinwcosic+ffsintu*  * 


*  FcoBtD^+G8mtocosv)-\-Hs\nvr 


y  Fcostr^+Gsintrcosto+Äsinio* 


und: 


111)  .  .  .  -jn=^  —  ■miFcosw^i-Gaintccosto+Hsinw'^); 
und  nach  98)  ist: 

1)2). \  .  .  

F  +  iJ+ VG«+(F— Ä)« 


f  R" 


2P» 
Ferner  ist: 


«J/lN         1     P^^  dw 


R' 

0 

also  nach  111): 

27r 


Mf  ^  1  =  — 2^p8  /  (Fco6ufl+Gsinwco8w  +  ffs\nto'»)Sti 

o 


*)  M.  s.Thl.  XL.  S.  308. 
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folglich  ivie  vorher: 


Ki)=- 


2iM  • 


Nach  112)  ist  aber: 


1        J^_ 


F  +  Jg 


also: 


Diese  Relation  gilt  folglich  allgemein  in  beiden  Fällen. 


§.  13. 

Ans  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  ergiebt  sich, 
dass  der  in  ThI.  XL.  8.  312.  für  die  Normalschnitte  des  Ellipsoids 
bewiesene  Satz  für  jede  Fläche  gilt^  für  welche  in  dem  Punkte 
(x^)  die  Bedingung  T  <  0  erfüllt  ist.  Man  hat  nun  aber  auch 
noch  das  Folgende  zu  merken. 

Weil  nach  84) 

iP2I.  +  ^=Ä 

hsU  und  unter  der  Voraussetzung  T  <  0  die  Grcissen  L  und  N 
bekanntlich  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  sind  X,  iV,  eben  so  wie 
F,  H9  beide  positiv  oder  beide  negativ,  jenachdem  die  Grosse 
S  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  daher  S  positiv  ist,  so  ist  nach  84),  85),  91): 

2/>3 


/2'  = 


ß''  = 


und  wenn    S  negativ  ist,  so  ist  nach  84),  85),  98): 

2ps 


Ä'=- 


R''=^ 


2P8 


Iso  ist: 


20 
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2P3 


R'  =  + 


114).   .   .   . 


Ä"=  + 


und: 


2/>3 
S±yfS^  +  AP^T 


115)  .    .    .   . 


^/  —  ±  ^ypz 


1  _     5i=V^^  +  4P^y 


wenn  man    die  .oberen   oder  unteren  Zeichen  nimmt,    jenaehd 
jS  positiv  oder  negativ  ist 

Also   ist: 

P4  ^ pa 

116).   .   .     12'ß"  =  --^,     V^/2'Ä''=:-^==; 

und: 

^*'^ R'^W~~-'P^' 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,   jenachdem  Ä  pos 
oder  negativ  ist. 

Für  das  Eüipsoid  ist 

•=e)'+(fy+(0'-' 

und,  wie  wir  schon  in  §.9.  gesehen  haben: 

T-       -J5_ 

also  7<0.    Ferner  ist  nach  83*): 

oder  nach  83): 

S  = 


ton  den  Flächen, 
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also    <S  positiv^   und  in  den    vorstehenden  Formeln  sind   folglich 
die   oberen  Zeichen  zu  nehmen.    Daher  ist  nach  116): 

.    K  MC     =  jg  j . 


also :      A 


16 

1 

a%^c^ 

aW^c^ 

1     1     1 

1      l 

V*" 

r~z^ 

VN  ''  • 

I  and    nach  117): 


P  « 


1     j 


i      Ja.* 


Diese  Formeln  stimmen  mit  den  in  Thl.  XXVIII.  S.  34.  und 
S.  33.  auf  anderem  Wege  für  das  Ellipsdid  entivickelten  Formeln 
genau  überein.  Aus  115)  erhält  man  auch^  weil  S  positiv  ist, 
leicht : 


2^ 
Ä' 


1  +  1.1 

„a  +  ^a  +  c« 


7^  "1  X«  T  :r« 


a 


6« 


a 

6 


-r  ^4  T 


2^y 


1     1 


«a  +  62  +  c2 


6  T^  A«  T 


a 


6« 


•a 

^6 


.111 


^ 
Ä'^ 


1+1+1 

aa  +  ^a  +  c« 


a 


T  Y«  +  ^fi 


6 


66 


6 


6* 


•V 


1 


a 


1.1 


«  T  Xä  T     <l 


i      1        '        1 

2     »2X2' 


(x-^'y^x^\.      /^V.VV'*V  AW-^ 

was  gleichfalls  mit  den  in  Tbl.  XXVIII.  S.  34.  gegebenen  Formeln 
tenau  flbereinstimmt,    nur  dass  dort  der  Kürze  wegen   zwischen 


w. 

Iß 


GTUnert:     WIclillger  allgemeiner  Sola 


ichl  bestimftir 


dem  grüseten  und  kleinsten  Krummungshaibniesser  nicht 
unterschieden,  und  diese  teirer  Schwierigkeit  unterliegende  Un- 
terscheidung damals  dem  Leser  überlassen  worden  ist,  Hodurcb 
hei  der  damaligen  LUsung  der  Aufgabe  niithfi>endig  die  doppelten 
Vorzeichen  in  die  dortigen  Formeln  kommen  mussten,  die  jelsti 
no  zirischen  dem  gn'Jsslen  und  kleinsten  Krfinimung^halbniesser 
bestimmt  unterschieden  norden  ist,  in  den  Formeln  natürlieh  nicht 
mehr  vorkommen. 

Endlich  ist  nach  94)  und  101): 


+  2 


getelzt  tvird^  so  ist  unter  der  Ücdingung  T<0  das 
arithmvlisclic  Miltcl  der  Krüiii  inun  gs  lialbiuesser 
aller  iVurinalHcIinilt«  der  Flaclie  ia  dem  Punkte 
{xifx.)  derselben  das  geometrische  Mittel  zwiscLeii 
dem  kleinsten  nnd  grosstcn  KrüiDmungsLalbmes- 
ser  Jt'  und  R"  in  diesem  Punkte,  und  dieser  mitt- 
lere Krümmiingslialbniessev  lat  der  Ilalbmcsber 
einer  durch  den  Punkt  (xt/z)  gebenden  Kugelfl  iielie, 
deren  auf  der  dem  Punkte  (xi/z)  entsprechenden 
Normale  der  Fläche  liegender  Hiltelpunkl  durch 
die   Coordinaten: 


f=«+^\^«'Ä",    i-=s,t3Vä'* 


=  =  +  S»^i?B» 


heslimmt  wird,  nenn  man  in  diesen  Formeln  die 
oberen  oder  unteren  Zciehcn  nimmt,  jcnacbdeni  .V 
eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist. 

Wie  Tvir  schon  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen  gesehen 
lldien,  ist  fÜT  das  EllipsoiJ  7'<0  tmd  5  positiv;  also  gilt  dieser 
Satz  fiir  das  Ellipsoid,  wenn  man  in  den  Ausdrucken  von  X,  T,  Z 
4ie  oberen  Zeichen  nimmt  *). 

Weil  es  bekaantlich  in  dem  Sinne,  in  ivelchem  es  einen 
Krümm nngskreis  einer  Curve  giebt,    eine  Krümmungsbugel   einet    i 

•J   H.  Tfirjjl.  Thl.  XL.  S.  312. 


1/.  /////*'.-  iii!'fj*'/nt:iuer  .'^fU% 

'-i      ii'i;-M:lit.    vcrstattft,.     (ii»:: 

>:      iH'ij    ii-^Ti[iiriito  Ki.'i^el   in   «lor 

•M»-.i    •«•  :i«1i»mh1»'Ii    .Sinn*!   ri«.*!»  N«i:iien 
'«•!      '.  ».j.i     lir  -ii  j.  111  Aiis}irucli  iiehmeii  ■ 
.•^.•'.    \i::iMii-»   iiiclil.  lu'r  uiirdi.»".    a^o    n 
Ml      . !'    ^.irai'H    iiT   Kinkel   der    iiiitt 

• 
•   .:        !.>!  h     lit'lit   durch    •!;!>   Oliij 
...   ..  .nio   irh    vielleicht    i>\\[ 

.    v.'-   iM'sniidtTcr  liüoksic 

*  X  '       ''«^  orlVilK  \>\.    wo  1 
.    •  S!otiirk(»it   ein     ]»e>oi 

>*.r. :    oinii»(^    ri:;chei 
-.  .  -•.'liilit    ist,     iir.ter 

..  =:.  aiiderer   W'.u 
sii.ii    >cii::.    .. : 

••  -  .-I 

**  %  1 1 


'•:/.    IUI'   11    iiii>f:  €•:  AIm 
^   •     ^r^r-ii.    IHK      mi-  J.  iij-ksicb 

^•.  !     I    .!-!<•;•;!•..—!    üi»(»:    cie  k 

:.--<it     ^-   .•-.    iiiiziisteijec. 

•' •     ■    ..:■  -le.-  iienierkt  wei 
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its  positiv  ist,  versteht  sich  hiernach  von  selbst,  und  auf  der 
eile  erhellet  auch,  dass  das  Product  der  beiden  vorstehenden 
erthe  von  2t7  die  Grösse  —  4P2r  ist. 

Wenn    7^<0  ist,   so  haben  hiernach  die  beiden  Werthe 

eiche  Vorzeichen,  und  zwar  offenbar  immer  gleiches  Vorzeichen 
i(  iS.  Bezeichnen  wir  nun  die  dem  grüssten  und  kleinsten 
'ertbe  von  IJ  entsprechenden  Werthe  des  Krümmungshalbmes- 
rs  jetzt  überhaupt  durch  R,  so  ist  nach  dem  Obigen : 

R-=. ji : — :-r-=  oder  ß=  — 


:-=  -.=.  y 


lachdem  iS  positiv  oder  negativ  ist.    Wenn  jS  positiv  ist,  so  ist 

I  absolutes  Maximum  und 

2  C7=  Ä-  yf's^  +  4/>2T 

I  absolutes  Minimum;    also  sind  der  kleinste  und  grosste  Krüm- 
mgshalbmesser  respective: 

2P3  ,  2P3 

und 


^  S  +  \f~S^  +  iP^  f  Ä  -  V  iS«  +  4/^ä  T 

rODD  ferner  S  negativ  ist,  so  ist 

I  absolutes  Minimum  und 

i  absolutes  Maximum ;  also  sind  der  kleinste  und  grösste  Krum- 
iDgshalbmesser  respective: 

2P8  ,  2P3 

und   — 


^leldinen  wir  also  den  kleinsten  und  grossten  Krümmungshalb - 
respective  durch  R'  und  R" y   so  ist: 

R'  = -^ =^,     R"=  ""^ 


Ä+  sf^^iP^T"  Ä— V^s*+4/»r 


2P3  2/» 


r 


296      emnert:     H'feAlfj^er  aUffemelner  Saft  ron  den  Flächen 
jetiachdem  iS  positiv  oder  negativ  ist;  oder  es  ist: 


wenn  man  die  olieren  nder  unleren  Zeichen  nimmt,  jenacli 
pocitiT  oder  oesativ  ist,  ganz  übereinstimmend  mit  dem,  v 
ecbon  oben  in  tl-1)  geriinden  baben.  Uass  in  diesem  ß 
und  R"  wirkliche  itliniiua  und  Maxime,  nicht  bloss  Mim! 
Maxiroa  im  Sinne  der  Differentialrecbnung  sind,  erhellet  i 
Wenn    7*  ^  0  ist,    so  haben  die  beiden  Werthe 


2r  =  s+i 


I 


ungleiche  Voneichen,  und  xwar  liefert  offenbar  das  ober 
xeicheu  immer  einen  positiven,  das  untere  Vorzeichen 
einen  negativen  Werth,  Da  nnn  das  obere  Vorjieichen  eh 
Oluni,  das  untere  ein  Minimum  liefert,  so  liefeTn  tu  diesen 
beide  Vorzeichen  absolute  Itlaxima,  und  nenn  man  mit  Bei 
der  oberen  unJ  onlcren  Vorzeichen  anf  einander 


S  +  V^S«+4P*7' 


seUl ,  sa  liefüra  beid«  Zeicb^n-Combinalionen  für  R  abs< 
Wenn  endlich    T=Q  ist.  so  ist: 

2P=ä+Vä^: 

also  mit  Beziehung  aof  das  obere  and  anlere  Zeichei 
hender  Gleicbnng: 

jeoachtlem   S  positiv  oder  negatiT  ist.     Wenn   S  ] 
ist   U=S  ein  Maximum  und    (7=0  ein  Minimum; 
tiv  ist,  so  ist   17  =  0  ein  Maximum  und   V=  S  ein  Minii 
beiden  Fällen  ist   ü=:  S  also  ein  absolntes  Maximom, 


*  1 

setxt,  und  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenifll 
positiv  oder  negativ  ist,  in  beiden  Fallen  B  ein  absolofei 
raum.     Der  Werth   t7  =  0  liefert  für  R  das  Symbol  des  ünent 

Vorstehendes  in  genügender  Weise  noch  weiter  a 
liegt  jettt  nicht  in  unserer  Absicht. 


Die  üarmonticAm  Reihen. 


XXVIII. 

Die   harmoniscben  Reihen. 


Herrn  'üv.  Josef  Knar, 
•taU»»„t  der  Halhemnlik  iii  Grs 


9.1. 

1l)e  Malbematilier  haben  eich  nach  dem  Vorgänge  von  Leib- 
niti,  Bernaulli  unil  Euler  tiel  mit  »len  sogenannten  barmo- 
ni*c/ien  und  solchen  anderen  Reiben  bescbältigel,  nelche 
WS  den  ersleren  dadurch  entstanden  gedacht  werden  hünnen, 
*itm  man  die  gleich viellen  nach  der  Ordnung  folgenden  Glieder 
Dreier  oder  auch  mehrerer  von  ihnen  mit  einander  vereiniget. 
Bb  jetzt  aber  vcurde  die  Lehre  von  den  eben  bezeichneten  Reihen 
pineswegs,  wie  es  viohl  hätte  gescbeben  sollen,  als  ein  zusam- 
Mn  gehöriges  Ganzes,  eine  eigene,  ivenn  auch  vielleicht  nicht 
Idr  ausgedehnte  Abtheilung  der  Analysis,  in  Betracht  gezogen, 
Indern  vielmehr  stets  nur  gleichsam  gelegenheitlich  vorgenommen 
nd  jene  Reihen  eigentlich  nur  als  die  zunächst  sich  darbietenden 
B^iele  gebraucht,  um  daran  die  Anwendung  gewisser  aufge- 
Hdlter,  mehr  oder  minder  umfassender,  Summirnngsmethoden  zu 
■äpn.  In  Folge  dieser  Behandlungsweise  hat  es  sich  ergeben, 
law  »rar  eine  bedeutende  Anzahl  von  interessanten,  zuweilen 
«tt  Gb  erraschen  den  Reihensummirun^en  entdeckt  wurde,  dass 
l'wcli  letztere  eines  durchgreifenden  Zueanimen banges  unter  ein- 
WJer  zn  ermangeln  scheinen,  und  mehr  vereinzelt  dastehen,  weil 
■ie  auf  sehr  verschiedenen  Wegen  and  auch  zuweilen  durch  solche 
lUbmittet  gefunden  wurden,  die  wohl  mit  Recht  als  allzu  weit 
Mtgeholt  zu  erachten  sein  dürften.    Dadurch  wird  die  Uebersicfat 


i 


Kna 
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über  die  Gesammtheit  des  hierin  bereits  Geleieleten  sehr  erschw 
und  man  wird  nicht  leicht  in  den  Stand  gesetzt  eich  finden,  « 
sicheres  ürtheil  zu  fällen,  wie  weit  hei  solchen  Reihen  die  bM 
bekannten  ftlelhodeii  der  Sunimirnng  im  Ganzen  reichen  und  w^ 
LGcken  dabei  etwa  noch  auszufüllen  erübrigen. 

Im   Nachstehenden    soll   nun    der  Versuch    gemacht  wet&i 
diesen    Gegenstand,    der    nicht    ohne    prnktische  Wichtigkeit 
weil  von  ihm,  wie  es  sich  zeigen    «ird,  die  all  gemeine  Attr^l 
lusnng  der  Aufgabe  ron  der  Summirung  aller  jener  unendlidii 
.    Reihen  abhängt,  deren  allgemeine  Glieder  was  immer  für  ratio 
naie   gebrochene   Funktionen    der  Stelleuzahl    sind,    nach 
ganzen  Ausdehnun«;,   deren   er  fähig  ist,   der  Relrachlung 
unterziehen,  und  zwar  unter  Zugrundelegung  eines  von  dem  bi 
gebräuchlichen  etwas    abweichenden,  viel  weiter    sich  61 
streckenden    Begriffes    der    harmonischen    Reihen    und 
Beibülfe  einer  besonderen  Bezeichnungs weise,  durch 
die  Eigenschaften    sowohl    dieser  als    auch    der  aus  ihnen  ddl 
Zusammenziebung  ihrer   gleicbvielten  Glieder  entspringendei 
deren   Reihen  mit    Leichtigkeit  kurz    und  anschaulich   darbest 
werden  können.  Hiebe!  soll  vorzüglich  getrachtet  werden,  die  gai 
Lehre  auf  einige  wenige  HauptsKtze  zurükzurühren  und  aus  dii 
dann    dnrch    mügiiclist    einfache    und    gleichfürmige    Mittel 
Uebrige  in  grüsster  Allgeraeinheit  herzuleiten,  wodurch 
in  der  Lage  fühlen  wird,  das  Ganze  des  hierin  bereits  Erfori 
mit  Sicherheit  zu  überschauen  und  die  Gränzen  genau  zu  erkenDC^ 
Über  welche  hinaus  man  entweder  überhaupt  nicht  zu  gehen  vei^ 
mag,  oder  wo  wenigstens  die  bis  jetzt  bekannten  Methoden  oickl 
weiter  für  ausreichend  befuDden  werden. 

Aus  dem  eben  Gesagten  wird  man  wohl  leicht  selbst  «liwbf 
meo,  dass  der  gegenwärtige  Aufsatz  nicht  durchgängig  nur  N«M 
enthalten  könne,  dass  vielmehr  darin  schon  wegen  des  erfordlT 
liehen  Zusammenhanges  auch  längst  Bekanntes  aufgenoiUU| 
werden  müsse.  Doch  soll  letzteres  immer  nur  möglichst  kara  vm 
mehr  andeutungsweise  erfolgen  und  nur  in  jenen  Fällen  wird  Mw 
bei  eine  grüssere  Ausführlichkeit  für  noihwendig  oder  weniggteMl 
gerechtfertiget  erachtet  werden,  wenn  faiedurch  ein  bereits  bekaü*] 
tes  Gesetz  in  seiner  Giltigkeit  eine  weitere  Ausdehnung,  als  nin 
ihm  bisher  zuschreiben  zn  dürfen  glaubte,  erlangen,  oder  wen 
dasselbe  einen  von  dem  bisher  üblichen  wesentlich  verschiedeiUn 
Ausdruck  erhalten  soll,  darch  welchen  es  wenigstens  in  bwimW 
Form  gleichsam  als  neu  sieb  darstellt,  oder  endlich  wenn  dlir 
eine  von  der  gewöhnlichen  abweichende   l>arstellungs -  oder  £ 


njituagsireiae  iTgeod  elti  heeondetei 
I  nrticbt  nerden  kaoo. 
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§.  2. 

der  Benennang:  harmoniache  Reihe  pflegte  man 

ler  allgemein  eine  Reihe  von  Brücben  zu  verstehen,  deren  Zfih- 

ler  alle  einander  gleich  sind   und  deren  Nenner  in  einer  arilhme- 

liichen  Progression  Tortscb reiten,  so  dass  ihr  allgemeines  Glied 

BPler  der  Form 


utten  ist.  üieee  bisher  gebräuchliche  BegriffsbestimmDRg  soll 
hier  zanächst  eine  kleine  Einschrünkung  erleiden,  ivelche 
lar  Betjuemlichkeit  in  der  aufzustellenden  Ijczeicbnung  solcher 
ReihtD  und  auch  zur  Erleichterung  des  Ausdruckes  mancher  da- 
bo! Statt  ßndenden  Gesetze  wesentlicli  beitragen  wird,  ohne  doch 
dit  Ansdehnung  ihrer  Anwendbarkeit  auf  alle  einzelnen  Fälle  im 
[sten  zu  behindern.    Denn  wegen 


a  +  («-I)rf- 


-I)rf 


[  tieht  man    leicht,  dass  es   vollkommen   geniige,    nur  Reihen   von 
'^loltlieii  BrSchen,  deren  Zähler  durchgängig  gleich  1  sind,  zu  be- 
ihren  Eigenschaften  zu  untersuchen,  weil  man  in 
ideren  Falle,  wenn  die  einander  gleichen  Zähler  gegebe- 
1  1   verschieden   sein  sollten,   tior  eben  diesen  ge- 
ifllichen    Zähler    aus    der    ganzen  Reihe    herauszuziehen 
■  Faktor  vorzusetzen  braucht,  uro  sogleich  in  allen  ehi- 
Kiteheo  den  Zähler  I  herzustellen.     Durch   die  Beschran- 
r  Betrachtung  auf  Brüche   mit    dem  Zähler  1  entfällt  aber 
^vrendigkeit,  diesen  Zähler  in  der  Bezeichnung  noch  be- 
Blliervor  zu  heben,  wodurch  letztere  bedeutend  vereinfacht 
^ann.     Desshalb  sollen   im  Nachfolgenden  unter 
ier  harmonischen  Reihen  stets  nur  Brüche 
nZähler   I  verstanden,  jede  Reibe  von  Brücben 
.    (leren    einander    gleiche  Zahler    von  1  ver- 
sind,    soll    in    ein  Produkt   aus  eben    diesem 
eine    Reihe    von    Brüchen  mit  dem   gemein- 
ßichen  Zähler  1  zerlegt  gedacht,  und  demgemäss 
Knt  nnd  hezeicbuet  werden. 

Im  Gegensatze   zu  der  eben  ausgesprochenen  Beschränkung 
Jj^Bifldie  mit  dem  Zähler  1  ist  in  anderer  Beziehung  det  Begriff 


% 
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ten  Betncfe^ 


I 


acb  diese  etn-as  verwickelteren  Fälle  einer  besondete 
tung  unterzogen  iver(l«n,  nicht  sntvolit  (feil  diess  xur  VoUsläBdi^i 
Leit  der  Theorie  gehurt,  als  vielmehr  hauptsächlich  neu  die^J 
Enreitening  der  Untersuchung  unumgänglich  notbirendig  Hta|l 
zeigen  wird,  um  die  bereils  in  §.  I.  angedeutete  Aurgabe  von  d«r  J 
Summirung  einer  sehr  umfassenden  Abtheilung  unendlicher  F 
in  aller  Allgemeinheit  aut'lüaen  zu  tiünnen. 


§.  3. 

Wie  überhaupt  in  allen  Zueigen  der  Mathematik  die  AasnaU 
einer  stveckmüssigen  Bezeichnungaweise  von  der  grcislen  Wichtig- 
keit ist,  muss  auch  bei  dem  hier  zu  behandelnden  Gegenstände 
vor  allem  Anderen  eine  mliglichst  kurze,  i'ibersichtliche,  nicht  leicM 
einer  Missdeutung  unternorfene  Bezeichnung  der  harmonisclieil 
Reihen  eingeführt  werden,  um  die  Eigenscbaflen  der  letzteren  an' 
die  zTvischen  ihnen  Statt  findenden  Beziehungen  kurz  und  unzwel* 
deutig  darstellen  und  mit  einem  raschen  Ueberblicbe  leicbt  er- 
kennen zu  können. 

Nach  der  gewöhnlich  angenommenen  Art  wird  di»  Sana* 
emer  unendlichen  Reihe  dadurch  ani>eKeigt,  indem  man  äw 
allgemeinen  Xiliecle  der  letzteren  das  Zeichen  S  Torsetzt;  iV 
Darstellung  der  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  (iliedeet 
wird  diesem  Zeichen  noch  die  Anzahl  der  Glieder  beigefügt.  Di»» 
BezeicbnungsMeise  gewährt  hinlängliche  Bequemlichkeit,  sobald 
in  einer  Rechnung  nur  eine  oder  doch  nur  einige  wenige 
Reihensnmmen  vorkommen;  sie  wird  daher  auch  im  Nacbfnli^eadel 
beibehalten  und  auf  alle  Reiben  mit  alteiniger  Ausnahme  del 
harmonischen  in  solcher  Art  angewendet  werden,  dass  bei  end' 
liehen  Reihen  die  Anzahl  der  Glieder  stets  fiher  dem  Sutames- 
zeichen  beigefügt  werden  soll,  weil  der  Platz  unterhalb  zu  ei  nett 
anderen  sogleich  zu  erklärenden  Zwecke  vorbehalten  bleibt.  So- 
bald hingegen  eine  grossere  Menge  oder  auch  eine  unbe- 
stimmte Anzahl  von  Reihensummen  in  einem  und  demeelbu 
Ausdrucke  zuszmmengefasst  werden  soll,  wie  diess  nachstehend 
nicht  selten  der  Fall  Bein  wird,  oder  auch  bei  Reihensammen, 
welche  sich  baulig  wiederholen,  wie  hier  die  harmonischer,  wird« 
die  obige  Bezetchnungs weise  doch  zu  weitläufig  ausfallen,  an4 
dadurch  der  leichten  Aufstellung  und  dem  raschen  Ueberblicke 
der  dabei  Statt  findenden  Gesetze  hinderlich  sein.  Für  die  bw- 
monischen  Reiben  muss  desswegen  eine  andere  kürzere,  aber 
doch  vollständige  und  möglichst  deutliche  Bezeichnung  ein- 
geführt werden,  weiche  hieniit  in  der  Art  angenommen  wird. 
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disstna  derselben  das  al  Ig  ein  ei  ae  Glied  gSnislich  weg- 
{«lassen,  dafür  aber  die  ÄnfangKzafal  und  dieDiTferens 
^tr  Reihe  mit  «iiiem  Striche  zwischen  ihnen  unter  dem 
SnmmenKeicben  angesetzt,  mit  Klammern  eingeTasdl 
nnddenletzterenderOrdnungsexponeiit  nach  Art  eines 
Poteazesponenten  b eige füg t  werden  soll.  Auf  diese  Art 
ffird  die  Summe  von  n  Gliedern  der  aus  dem  in  §.  'l.  angegebe- 
nnallgemeinen  Gliede  entspringenden  harmonischen  Reihe,  welche 
nicli  der  Trüber  erklärten  Iteztiicbnung  durch 


1 


iargeslel»  ' 


"(a  +  («-l)rf)' 
erden  mSsste,  weit  kürzer  durch 


AMgedrückt,  Sit  dass  nunmehr 


^  («  +  dy  ^  (<■  +2(/)'-  ^  (a  +3d/  ^ 


■Ai^Somme  eben  dieser,  jedoch  ohne  Ende   fortlaufenden 
nrihi  irird  nach  dem  Gesagten  hinfort  stets  durch 


Wichnet  werden. 

Eine  noch  etwas  weiter  gebende  Vereinfachung  der  Bezetch- 
*<»;  Ifisst  eich  in  einem  einzelnen  Falle  anbringen,  und  zwar 
Swde  in  demjenigen,  in  welchem  sie  wegen  ihres  häaligen  Ge- 
■Bnches  den  grilssteu  praktischen  Nutzen  gewährt.  Wenn  näm- 
Btl  r=l  ist,  folglich  die  harmonische  Reibe  zur  ersten  Ordnung 

II,  sollte  sie  nach  dem  eben  Gesagten  eigentlich  durch 
ffean 


^  wenn  die  Reihe  als  unendliche  b«trachtet  wird,  dui 


«eichnet  werden.  Man  kann  jedoch  hiebet  in  ähnlicher  Weise, 
'ie  diese  bei  den  Potenzexponentea  geschieht,  den  Ordnungs- 
I,  als  sich  von   selbst  verstehend,  ganz  weglasseB, 


I 
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wodurch  dann  auch  die  Ansetzung  der  Klamtnern  üherflii^sii 
so  dass  die  harmonischen  Reiben  der  ersten  Ordnung,  je 
dem  sie  als  endliche  oder  als  unendlich   fo 
gesehen  iverden  eolleo,  auf  die  kürzeste  Weise  durch  I 


S   oder  S 


I 


bezeichnet  iverden    krinrien,  tras  für  die  Folge  stets    beih 
iverden  soll. 

Bei  den  eben  aufgestellten  Bezeich  nun  i;en  sind,  nie  mal 
alle  einzelnen  Glieder  der  Reihen  als  mit  einerlei  Von 
-f  behaftet  angenommen  worden;  jene  können  jedoch  oh 
stand  auch  auf  Reihen  angewendet  werden,  in  welchen  e 
Glieder  in  regelmassiger  Folge  das  Zeichen  —  vor  sich 
Man  braucht  zu  diesen»  Ende  nur  die  sämmtlichen  Glied 
Reihe  in  Abtheilungen  zu  zerlegen,  deren  jede  einzel 
gleichbezeichneten  Gliedern  besteht,  zugleich  für  sicl 
betrachtet  eine  harmonische  Reihe  bildet  und  daher  an 
solche  bezeichnet  werden  kann,  um  auf  diese  Art  die  ge 
Reihe  als  Summe  oder  Unterschied  zweier  oder  in 
rer  harmonischer  Reihen  mit  Hilfe  der  vorherg« 
Bezeichnungen  dargestellt  zu  erhalten.     So  ist  z 


I 


o'     (o+<i)'  +  (o  +  2<i)'     (o  +  M)'+(a  +  4ii)'     (o  +  5ii)' 


«     -      S      - 


i 


Es  soll  sogleich  hier  bemerkt  werden,  was  freilich  erst 
sich  zeigen  wird,  daas  zu  einer  jeden  harmonischen  Rei 
ersten  Ordnung  eine  eigenthümlicbe  konstante  Zahl 
eine  solche  zu^ehüre,  welche  von  der  Gliederauzahl  nicht  ai 
wohl  aber  nach  Verschiedenheit  der  Werthe  von  a  und  i 
verschieden  ausfällt,  und  folglich  als  eine  Funktion  nicht 
sondern  von  a  und  d  angesehen  werden  muss.  Diese  in 
auf  n  konstanten  Zahlen,  welche  ganz  füglich  harmon 
Konstanten  benannt  werden  können,  spielen  bei  der  Sum 
der  hiefaer  gehörigen  Reihen  eine  sehr  wichtige  Rolle,  i 


Diu  harmonUchm  Reihen.  i 

dusbalb  ivegen  ihres  häufigen  Gebrauches  durch  ein  kurzes 
und  deutliches  Zeichen  in  den  damit  hehaf'teten  Ausdrucken 
dirgestellt  werden.     Hiezu  wird  nun  das  Zeichen 

C 

lu^etvählt,  welches  stets  die  der  barinanischeu  Reibe 
dtr  ersten  Ordnung,  deren  Anfall  gs/rthl  »und  Di  rferens 
ihi,  zuE;ehÜrigc  Constante  darstellen  wird.  Die  Be- 
ilimmting  des  eigentlichen  Werlhes  dieser  harmonischen  Kon- 
ifiDBlen  wird  iiald  genauer  angegeben  werden. 

Bei  den  harmonischen  Reihen  h'lher  er  Ordnungen  kann  die 
Jtbtellttiig  fiesondertr  ihnen  zutjehiirigpr  Kniistanten  leicht  ganz 
fqnieden  >rerden,  indem  nn  deren  Stelle  die  Summen  der 
iiendlichen  Reihen  seihst  treten.^  Üesshaib  wird  in  der 
Islge  von  keinen  aoileren  harnionisclicn  Konstanten  die  Rede 
nia,  als  nur  von  jenen,  welche  den  harmonischen  Reihen  der 
Ualen  Ordnung  zugehüren. 


1  und  müssen  z 


§.  4. 
Die  in  g.  3.  erklärten  BcKeictinunse 
llebtt  dazu  hentltzt  werden,  um  mit  ihrer  Hilfe  die  allen  har- 
mmiiechen  Reihen  der  verschiedenen  Ordnungen  cigenthiimtichen 
%BiKchaften  darzustellen.  Man  wird  dabei  zugleich  die  Ueber- 
tevgtuig  gewinnen,  mit  ivelcher  Leichtigkeit  Jene  Zeichen  eich 
'tinithsben  lassen,  und  wie  sicher  durch  dieselben  die  gedachten, 
«iferiliiigs  buchst  einfachen  und  der  Sache  nach  längst  bekannten 
E^jienachaften  durch  bestiuimte  klare  Formeln  ausgcilrQckt  werden 
tannen,  aul'  wekbe  man  sich  bei  dem  spSler  davon  au  machen- 
ita  üebrauche  kurz  berufen    kann. 

Setzt  man  in  der  eigentlich  als  Erttlärung  dienenden  Gleichung 
1^8  j.  3.  ma  anstatt  a  und  ntd  anstatt  d,   so  ergibt  sich  daraus 


I 


1 


1 


*^  {ma+{u-l)mdy 


J,,r~rnrLr%+dyiia+<2^^+(a^ 


"^(«+(«-l)rf)'J' 

'^trOs.  sobald  man  nur  anstatt  der  zwischen  den  Klammern  enlbal- 
teneo  harmonischeD  Reibe  ihre  Bezeichnung  substituirt,  in 
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ITnikehrun!;  aach 


welcher  äic 

mit  jeder   belieMj 

<I1T<;  wenn   nur  logleli 

iftviijirt  wird,  leisten  If 

(richtige  Di« 

Afle^  Uerölier  einige  Lunel 

woU  <ve3  dabei  etwas  ireAenfl 

BB  steh  in  der  Folg^al 

Z/ammt  vndleaC    hei »m gehoben    m  werden,    doss    dindi  ^ 
£1eie&ani:  IL  jede  scgebetie  hammntsehe  Reihe,  in   »elcher  a 
weder  die  A-nfangsiabl  uder  die  Differenz  oder  auch  bell 
saglaiek  Brüche  sind  oder  sokhe  in  sich  enthalten,  dorcba 
MsHipttatiMi    nüt   d^  ^Manern    der  vorkommenden   Brüche  i 
tnm»  miimre  hamoaiseibe  Beih«  g«bnclit  werden 
beife  Torgenaante    Zahlen    ^anse    \V«rtbe    besitzen.      Den; 
Uasen  aich  alle  hanBenischeti    Reibea  mit  ra 
zahlen  mtd  Differemen  anf  awleie  Reihen  mit  ; 
Zahlen    znrSckrähren,    wona^    durch    die    corgeaammene  | 
■  «Hebung  der  letzteren  ingleicli   die   Theorie  aller   rational 
I  nnnischen  Reihen  eiachüpl't  wird.    Daraus  ersieht  man  "die  t 
I  dere  Wichtigkeit,  welche  hieliei  die  ßctrachlnng  der  Reib« 
nzen  Anrangszablen  and  Uiffcrenxen  besitzt. 
Durch  die   Gleichung  I.  vermag  man  offenbar  jeden  I 
I.  welchen  etwa  die  Anfangszahl  und  iHe  Differenz  einer  harmoDtf^ 
'   Reihe  gern  eins  ehalt  lieh  haben    sollten,    aus  jenen  Zahlen  hfl 
timiehcn,    indem    man    zugleich    der    Reihe    den    entaprecf^ 
DlvUiir    vorsetzt.     Dadurch  ist  man   nicht  selten  im  Stax  " 

tAnfanftBxahl  und  Differenz  einer  gegebenen  Reihe  zu  rerkt^ 
wan  bogrelllicher  Weise  die  Rechnungen  mit  ihnen  zu  erl^ 
Hpvlghot  ist.  Umgekehrt  ist  es  durch  Einfiifaning  nener  I 
inO)illGb,  mehrere  gegebene  harmonische  Reihen  entwei 
Itlnlrho  Anfangsiahleu  oder  auch,  nas  nocb  ofitzficllflj 
bv1\indiMi  vverdoH,  auf  gleiche  Differenzen  la  bringdv  I 
Uli  dlfloi'lh«  Weise  und  mit  gleicher  Leichtigkeit,  wie  T 


; 
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V»   gegebene  Brüche   auf  gleicbe  Zähler  oder  Nenner  ; 
|ln  yflegf. 

Feiner  ist  leicbt  zu  selten,  da^s  man  solche  harmonisclie 
Iteilien,  bei  trelchen  AiiTangszahl  und  Differenz  algebraisch 
irrslionale  Werthe  haben,  durch  AluKiplikation  mit  zneclcmfissig 
UsgeivSlilten  Faklmen  dergestalt  verwandeln  künne,  dass  eine  der 
Wien  genannten  Zahlen,  und  zwar  ivclcho  man  will,  rational 
fhi,  ganz  analog  mit  der  Art,  »vie  man  bei  irrationalen  Brüchen 
»hreder  den  Zahler  oder  den  Nenner  nach  Willkür  rational  zu 
Riehen  gewohnt  ist. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  ist  man  offenbar  im  Stande  bei  bar- 
Reihen  mit  komplexer  Anfangszahi  oder  Differenz 
dieser  zwei  Zahlen  in  eincreelle  zu  verwandeln,  ivas  iu  der 
Igel  wohl  am  scbicklichsteu  mit  der  Differenz  ausgeführt  wird. 

Alle  die  anfgezllhlteii  Anwendungen  sind  so  einleuchtend,  und 
dl»  Art  ihrer  Ausführung  so  leicht,  dass  es  ganz  überflüssig  sein 
Mfde,  länger  dabei  zu  verweilen  oder  nohl  gar  sie  mit  Beispielen 
n  tieleuchlen. 

§.6.' 

Tnnnt  man  bei  einer  harmonischen  Reihe  eine  bestimmte 
'^nabl  ihrer  Anfangsgliedet  von  allen  nachfolgenden  Gliedern 
detidben,  so  wird  sich  nicht  verkennen  lassen,  dass  sowohl  die 
klaren  als  die  letzteren,  für  sich  allein  betrachtet,  selbst  eine 
tamonische  Reihe  bilden,  welche  beide  mit  der  gegebenen  Reihe 
I  Uiche  Differenzen  besitzen;  auch  die  Anfangszahl  der  ersten 

Meiinng  ist  einerlei  mit  jener  der  gegebenen  Reihe;  hingegen 
Abtheilung  gleicht   dem  Kenner   des  ersten 

HltdeB  in  eben   dieser  Abtheilung.    In    Gemässheit   der  Bezeich- 

■■B|sait  des  §.  3.  besteht  daher  die  Gleichung 

I.  "%"=   S  +     S 

i"  »sicher  ^ich  durch  Umkebrung  die  weitere  Gleichung 

II.  S    ='"^"  ~S 

i  lo+n.dIJ)''   (Olli)'"        (oirf)'' 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  kann  man  jede  harmonische  Reihe 
>  die  Summe  oder  den  Unterschied  zweier  eben  solcher 
en  aerlegen,   ja   diese   Zerlegung  lüsst  sich   durch   die 


citer    raftB«ts. 
der  gegebeni 
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wiederholte  Annendniig  der  Gleichungen  noch  t 
uiid  ohne  Anstand  bis  aur  die  einzelnen  Glieder 
Reihe  auedehnen. 

Ein  besonderer  Fall  zum  Gehrauche  der  eben  angeföhrtsi 
Zerlegung  tritt  dann  ein,  wenn  unter  den  Gliedern  der  g^ebensi 
Reihe  ein  solches  vorkommt,  dessen  Nenner  gleich  0  ist 
was,  nie  man  sich  leicht  über/.eiigt,  nur  dann  geBcbeheD  bann 
iveiin  a  und  d  verschiedene  Vorzeichen  halten  und  zagleiel 

^  eine  ganze  Zahl  ist.  In  einem  solchen  Falle  braucht  man  no 
dasjeDige  Glied,  dessen  Neuner  gleich  ü  ist,  von  allen  Qbrigei 
durch  die  vorerwähnte  Zerlegung  ganz  abzusondern  und  sodiBI 
die  Untersuchung  der  übrigen  Bestundlheile  der  Reihe,  aacbAni 
schluss  des  abgesonderten  Gliedes,  gerade  so  vorzunehmen,  IUI 
ob  jenes  Glied  gar  nicht  in  der  Reihe  vorhanden  genesen  nSräi/ 

Omgelcelirt  lassen  sich  durch  die  obigen  Gleichungen  i 
zuweilen  zwei  oder  mehrere  harmonische  Reihen  in  ein«  ell| 
zige  zusamiuenzieben,  sobald  bei  dem  Vorhandensein  gldc 
Differenzen  die  F.nd-  und  Anfangsglieder  der  einzelnen  ReÜ 
enttreder  ohnebin  bereits  als  nach  einerlei  Gesetz  unniitlelbsr^ 
einander  folgend  angesehen  werden  I^önnen,  oder  die  daEffiid 
etna  fehlenden  Glieder  vorher  gehörig  eingeschaltet  nnd  9 
selbstverständlich  auch  nieder  abgezogen  werden. 


Die  Gleichung  I.  des 
uomme»  wird,  in 


S.  6. 
!.  4.    geht. 


(-oI-Jl' 


-  (-iy 


(a\äf 


=  (-l)r.   « 


n  — !3«j 


über.     Man  sieht  hieraus,  'dass  jede   harmonische  Reihe,  i 
eher  Anfangszahl  und  Differenz   gleichzeitig  das    Zeichen  — .l< 
sich  tragen,    untnittelbar  in  eine   andere  mit  additii 
Zahlen  verwandelt  und   auf  solche  Art  der  erste  Fall   gani  n^ 
ieden  werden  liöi 

r  Gleichung   I.  g.  5.    —a  anstatt   i 
1  gesetzt,  so  erhält  man 


S    =        S  +(-!)'■■       S 

■a\d)'      {o-(h>— Ddld)'"  (md-a|i()' 

tu  Hilfe  dieser  GIßicbungen  ist  man  im  Stande,  auch  solche 
ibnoitische  ReiLen,  in  welchen  enliveder  nur  die  A  nTangszahl, 
|fbr  SDch  dieDifferenz  Tür  sich  alleio  aubtraktiv  sohl  sollte, 
jnf  andere  Reihen  zu  bringen,  bei  nelchen  beide  diese  Zahlen 
jidditiv  sind.  Zu  diesem  Behure  braucht  man  nur  die  Zahl  m, 
midie  ohnehin  ivillkQrlicb  aiigenoinm en  werden  darf,  so  auszu- 
irilUen,  daf^e  sie,  weatt  a  und  d  blos»  numerisch  ohne  Rücksicht 
uflkte  Vorzeichen  betrachtet  werden,  zniscbendeo  beiden  Zahlen 


^and  j  +  1  liegt. 


folgt  sogleich 


Dem 


'">;/   ""<'    "*<,7+l 


md>a  und  (m-I)d<n, 


*sram  sich  zeigt,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die 
^fangszahlen  mef—a  und  a—{m—i)d  der  in  den  Formeln  II.  und  III. 
Ufder  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  vorkommenden  har- 
itMischen  Reiben    stete    eben  so   wie  die    Differenzen    additiv 

H 

Hiervon  scheint  nur  der  Fall  eine  Ausnahme  zu  machen,  iveun 
Uf  Quotient  ^  selbst  eine   ganze  Zahl   sein   sollte.     Allein  für 
Fall  ist  bereits  in  S.  5.  bemerkt  worden,  dass    dann   eines 


Im 

M  den   Gliedern    der   Reihe    d< 

ntde  zugleich  ebendort  gesagt. 


Nenner  Ü   haben    ^^erde,  und 
le  man  sich  dabei  zu  verhalten 


k 
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§.7- 


1 


Noch  mitss  negen  der  wichtigen  Folgerungen,  welche  &n 
Tür  die  Theorie  der  harmonischen  Reihen  sich  herleiten  lag« 
eine  andere  Art  der  Zerlegung  dieser  Reihen  gezeigt  werd 
für 'den  hesonderen  Fall,  wenn  datin  die  Anzahl  der  GUd 
eine  zusammengesetzte  Zahl  ist. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Anzahl  der  Glieder  einer  gegeber 
harmonischen  Reihe  durch  das  Produkt  mn  ausgedrüclct  vra 
wo  m  was  immer  für  eine  ganze  additive  Zahl  sein  kuiDj 
lässt  sich  die  Reihe  durch  wiederholte  Anwendung  der  Forma 
des  §.  5.  in  »  Abtheilungen  zerlegen,  deren  jede  nach  der  U 
nnng  »i  Glieder  enthält,  wodurch  sich  der  Ausdruck  ergibt; 

's  =  s  +    s   +     s   +     s    +....+     S  ^: 

(alJ)''      (=!<;)'■       (o+n.d|d)'       (a^lmdldf       (of3md|(f)'  (<i+(»-niB( 

Werden  nun  in  den  h  Abtheilungen  auf  der  rechtfla  8i 
vorläufig  nur  die  ersten  Glieder  einer  jeden  von  ihnen  in  Bettf 
gezogen  und  zusammen  addirt;  so  wird  man  sogleich  erbeu 
dass  dieselben  eine  harmonische  Reihe  von  n  Gliedern  mit  I 

Anfangszahl  a  und  der  Differenz  md  ausmachen  und  daherdiirch  \ 


zu  bezeichnen  t 
gehen  aber  dui 
indem  man  in  i 


nd.  Aus  den  ersten  Gliedern  jener  AbtheIlaB| 
ihgüngig  die  zweiten  Glieder  derselben  herf 
en  früheren  Qberall  a-\-d  anstatt  a  setzt,  weasb 


die  Summe  dieser  letzteren  durch      -S      ausgedrückt  werden  faü 

lafdlmd)'' 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  eich  daraus  ferner  die  fiummen  i 
dritten  und  ebenso  der  folgenden  Glieder  aller  jener  J 
theilungen  mit  A 


Es  ist  demnach 


S 

(a+(m-l)d|n.d)'' 


(old)'      (■Imii)''    (a+dlmdf     (o-|-M;md)''      (iif3d|Bid)'" 


I 


oder,  wenn  man  wegen  der  Art  des  davon  ktinftig  zu  machen 
Gebrauches  die  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  stdl 
den  Theile  dieser  Gleichung  mit  einander  vertauscht. 


Die  harmoHlJicfien  Het/ieii. 


■+     s     +     s     +     s     +....+        s     =  s 

(afdln.,1)'"      (a+aJMl''      (a+3i(|™J)''  (at!™-l)i|«d)''      (ii|d)' 


«ine  ZasammenKetEUTi^,  die  hauptsScIilich  desswegen  bemerkene- 
fferlli  Ist,  n-eil  bier  auf  beiden  Seiten  des  GleicbheilsxeicbeDs  die 
DilerenzcD  der  Reiben  von  einander  verschieden  ttind,  was  in 
5.5.  aicht  der  Fall  war. 

Man  pflegt  in  der  Matbematik  uftcrs  eine  Bezeichnung,  welche 
«npcünglich  nur  nnter  gewissen  beschränkenden  Bedin- 
gungen aufgestellt  wurde,  und  daher  auch  nur  unter  der  Vor- 
WiNelzung  des  Vorhandenseins  dieser  Bedingungen  eine  beslimmte 
fi«IealQDg  bat,  späterhin  auf  Fülle  auszudehnen,  in  welchen  jene 
Btdiagungen  nicht  oder  nicht  vollständig  eintreffen,  weil  biedurcb 
UoEg  der  nicht  gering  anzuschlagende  Vortbeil  erlangt  wird,  dass 
ioidl  eine  solche  Ausdehnung  der  ursprünglichen  Bedeutung  die 
iludfUcke,  in  welchen  jene  Bezeichnung  vorkommt,  eine  Erwei- 
'ttrang  ihrer  Giltigkeil  auf  solche  Fälle  erbalten  können,  für  welche 
ii  luch  der  früheren  beschränkten  Bedeutung  nicht  an\vendbar 
Irin  irSrden,  so  dass  man  auf  diese  Weise  die  Aufstellung  be- 
umderer  Ausdrücke  oder  Formeln  für  diese  letzteren  Fälle  nicht 
lätbif  bat. 

Man  hat  die  Möglichkeit  der  Anwendung  ;einer  solchen  vor- 
(Uilliarten  Ansdebnung  der  BedeutuDg  bei  dem  in  $.  3.  angeliihr- 

ten  allgemeinen  Summenzeichen  ^  keineswegs  Übersehen.     Geht 
gewiibniicben  Erklärung  dieses  Zeichens  aus,  ver- 

MgB  welcher  Sfn  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  jener  Reihe 
SudrGckt,  deren  allgemeines  Glied  fn  ist,  so  liegt  dabei  selbst- 
WglSndlicb  die  Voraussetzung  zum  Grunde,  dass  die  Zahl  m 
■icht  nur  eine  ganze,  sondern  zugleich  additiv  sei;  dessbalb 
^ma  in  Folge  dieser  Erklärung  für  jene  Fälle,  in  welchen  m  cnt- 
*lder  eine  nicht  gan/.e  oder  auch  eine  su  btiakti  ve  Zahl 
tdt  sollte,  für  das  aufgestellte  Zeichen  gar  keine  Bedeutung  in 
AAsprach  genommen  werden  und  daher  eigentlich  von  der  An- 
ifMdnng  jenes  Zeichens  in  diesen  letzten  Fällen  keine  Rede  sein, 
'  DeiDocb  kommen  häufig  Ausdrücke  vor,  in  welchen  das  gedachte 
Aminen  zeichen  enthalten  ist,  wobei  aber  nach  der  Beschaffenheit 
des  behandelten  Gegenstandes  die  Zahl  m  auch  subtraktii 
'«rtbe  erbalten    kann.     Es   entsteht    dann    offenbar    die    Frag 


1 
I 


1 


^«rtbe  ei 
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welche  ßrilctihinf;  man  dem  SunimenzeicLeD  Sfn  beilegd^ 
ilie  tnil  iliescm  Zeichen  lioIiaDeten  Aasdrücke  auth  H 
Fillea  Ihre  Glltigkeit    behalten,    wenn    ehva  m 
Zahl  oJpt  M=0  6cin  sollte,   ohne  genüthigel  %»   sein, 
F^e  kbzesnnderte  Formelii  aufzustellen? 

Dt«  Beattlworluns  dieser  Frage  pflegt  maii  sich  geiifl 
ilkilvrch    t«   retsebalTen,  indem    man    die    ffir    ganze 
\Vertbc  von  m  leicht  la  en-ciseDdc  (ileichung 


l     Sfn  —  Sfn  =  fm 

t3a  ein«  ikll)teine>i>t  such  Tür  m=0  und  für  6ubtra|| 
Riltigfr.  fttMimint.     Coler  dieser  Annalin 
4t«s«r  Glew&Biu;  sneret  w  =  l,  dann  nach  und  nach  ma 
— i,  — 3 ,  — (■— Ij  «o  setzen  am  daraus  erstlich 

II.     S/>i=0 
■ud  itma  ^gwttelii 

gd«r  in  kurivr  Beseickuuits 


-^-(»i 


tu.     ^=-^{l—n) 


Das  eben    angegebene  Verfahren  bann   irohl  auf  t 
eines  allgemetnen  Beweises  keinen  Anspni 
^u&u  betrachtet    Ij^st  sich    daraus    nur  folgern,  das»  i 
Attnahiue  der  dun:h  die  Gleichung  III.  ausgedrüchteit  1 

des  Zeichens  Sf«  die  Gleichung  |.  für  alte  gatnen,  s«w 
ven  als  snbtrsictivea  Werihe  von  in  mit  EiascblufS  ve 
Glltigkeit  behalte,  und  dass  die  gleiche  Ausdefanotig  6 
auf  alte  aus' dieser  Gteichan;?  geiogeoen  Folqecniieen  sli 
allein  üb  dies^etbe  Ausdehnung  der  GtU'tgkeit  auch  allen  andd 
data  obige  ^umniea^eicheu    enthaltenden 
0derFarnietn  lukuntnie,  ist  durch  das  Verstehet 
«wiesen.    Auch  tässt  sk-h  aus  tonischen  Grundes  i 
dasB  es  Keradetn  unmügtieh  sein    inuss,    ans  der  i 
eine    bestimmte  Voraussetzung  bescbcSukten    ErklS 
dentaug  des  Summemeichms  ffir  einen  Fall  berxnleill 
jene  Voraassetzuag  gar  nicht  eintrilt. 

Demnach  wird  sich  ein  wirklicher  Beneis  tih«r  i 


iet  Giltigkeil  aller  i 


t  dem  Sunneaieiche«  5 
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Teile  nur  dadurch  herstellen  lassen,  indem  man  von  einer  Ei 
klKrung  der  Bedealung  dieses  Zeichens  ausgeht,  welche  alle 
Fülle,  mag»i  addiliv,  eubtraktiv  oder  0  sein,  in  sich  fasst. 
Et  scheint  auch  nicht  Bchnierig  zu  sein,  eine  bo  beschaffene 
£rkläruD!;  zu  linde»,  »eil  hiezu  eben  die  obige  Gleichung  I.  be- 
lilzt  werden    künnte,    indem  man    als    Erklärung  vorausschickt, 

dus  Sfn  eine  solche  Funktion  von  m  bedeuten  solle, 
welche  für  «  =  0  verschwindet,  und  nugleich  liir  jeden 
EOffohl  additiven  als  subtraktiven  Werth  von  m  der 
Gleichung  I.  Genüge  leistet. 

In  diese  ErklSmng  ist  der  Fall  der  Gleichung  U.  auadrück- 
Sch  aufgeDomnien,  weil  biedurch  nur  eigentlich  die  der  Funktion 
^li^ehOrige  Konstante  hestimnit  wird.  Setzt  man  ferner  darin  zü- 
rnt anstatt  m  nach  und  nach  die  ganzen  additiven  Zahlet 
\,%i,  i,....m.  SU  ergibt    sich    daraus    für  diese  Fälle  die  Be- 

duhing  des  Zeichens  Sfn  als  Sumuie  der  m  ersten  Glieder  der 
ndem  allgemeinen  Gliede/ji  gehörigen  Reihe  eben  sn  einrach,  wie 
icW  vorher  die  Bedeutung  für  subtraktiveVVerthe  von  m daraus 
tbgeleitet  wurde.  IVIan  braucht  sich  dann  fernerhin  bei  der  Auf- 
Mdinng  anderer  mit  dem  Summenzeichen  versehenen  Ausdrücke 
Dir  £u  hßten,  dabei  solche  Ableitun^sgründe  anzuwenden,  durch 
n>lche  wieder  die  Besi-hrgnkung  auf  additive  Werthe  von  m 
faerbugefiihrt  wird,  oder,  wenn  man  diess  zu  thun  geniithigt  ge- 
"Msen  wäre,  muss  die  Gilligkeit  des  auf  solche  Art  gefundenen 
Amdmckes  auch  fürsubtraktive  ni  jederzeit  besonders  nacb- 
gtiriesen  werden,  was  wohl  in  der  Regel  leicht  zu  bewerkstelligen 
«ein  dürfte. 

Wird  das  so  eben  über  die  Anwendung  des  allgemeinen 
Soanienzeichens  des  §.  3.  Gesagte  insbesondere  nun  auf  die  eben- 
Wt  eingeführte  Bezeichnung  der  harmonischen  Reihen  übertragen, 

What  man  nur  nüthig,  in  dem  Vorhergehenden  fn=.-, — -, ,.  .,. 

{a+(n— J)rf)' 

Ufihmen,  um  sogleich  aus  II.  und  III.  die  Werthe 
IV.     S    =  0 
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^H  Noch  ■> 

^^f  lior  In  (Ivb 

I^V         ••«  ilort  Ott 
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durch  irdcba  die  rkhßfni  BeiletilDng  jener  ISiii 
aitch  für  «i:=0  und  liir  jede  i^nze  sabiraktive  Zahl 
l^lll  )*ird. 
Noch  muaa  bief  iMmierkt  werdeo,  Hbsb  die  Art  der  Heilei 
lior  In  den  4^.  -i,  (^i  ^  7  i^vriindeni^n  Gleichungen  allerdings, 
tlort  ntrhl  tuidcrs  srin  konnte,  auf  der  Voraussetznag  < 
ITUitMn  addiliveB  Werthea  von  n  und  in  den  §§-5,^7] 
?nii  m  iHirnhI.  dAhor  jene  Gluii^bnogvn  auch  nur  unter  dcrB« 
Ifiliifr  ■!•*  Vufli&Ddanaotnn  diewet  Voraussetzungen  als  enric 
an^Mcb»»  werden  Liinnen.  Ex  tat  jedoch  leicht,  eich  xn  jÜ 
a»u|l<>n,  (In«*  dli>  nfimlichcn  Gleichangen  unter  der  Annahm 
Ml  elx-n  n«ch|ti>n' teilen en  Iledeiitnng  in  den  Füllen,  (reaa  ße 
ft^chn^t»«  Zahlen  entweder  eabtrakttv  oder  0  slad,  I 
(;4II1b1i.^I<  i«Irtilich  beilieh»l(cn.  Ohne  hierüber  ia  Weidöfghe 
«huntffvfc'it,  ndche  nulhnendii;  sein  nOrden,  «^«a  waa  sil 
IM«  hwhe«  mAflich«  Fülle  aiirzShl#n  nnd  ^ 
■»wiWn^  ««k  Poa  ft*n<!tcn,  tlie  aurgestellte  E 
«lKt«U*fi  Fklle  u  rechtfertigen,  und  hie 
^  S,  #iiF)>Knivkhl«fi,  nenn  darin  angenontnctt  «>ir4.  i 
Wll»ft«1ttt«liliv«  Zahlen  seien.  Unter  dies«  V« 
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Auf  gleich  leichte  Weise  kann  anch  die  RichtigLeit  aller 
I  übrigen  vorbezeichneten  Glclcbungen  in  den  hieher  gehüiigcn 
I   Fällen  nachgewiesen  werden. 

veiäteht  eich  wohl  von  selbst,  A&sa   nach   der  eben  vor- 
eeDoramenen  Erweiterung  der  Gilligkeit  bei  den  Gleichungen  der 
,6,  7,  welche   die    eigeiililche  .Grundlage    der  Lehr«  von 
«eben  Reihen  aller  Ordnungen  bilden,  nnomebr  auch 
B  diesen  Gleichufigen  sich  ergebenden  Folgerungen  die 
Jie  Ausdehnung    ihrer  Gütigkeit    besitzen  werden,    ohne 
Wxa  haben,  diess  späterhin    in   einem  jeden   einzelnen  Falle 
I  Erinnerung  zu  bringen. 


S.  9. 

Die  Gleichungen  der  §§.  4,  5,  6,  7  lassen  noch  eine  undere 
btcbst  wichtige  Erweiterung  ihrer  A.ntvenüung  zu.  Bisher  wurde 
tUmlich  Tiirausgesetzt,  dass  die  in  jenen  Gleichungen  durch  n 
hteichnete  Anzahl  der  Glieder  eine  endliche  sei.  Da  aber 
Uebei  »  eine  jede  beliebige,  wie  immer  grosse  ganze  Zahl  sein 
kaon,  so  ist  es  erlaubt,  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  auch 
nf  die  Grenze  der  wachsenden  Zahlen  über  zu  gehen,  d.  h. 
»=1  lU  setzen,  ohne  dass  jene  Gleichungen  ihre  Giltigkeit  ver- 
liflen.  Bei  dieser  Annahme  erhalten  jedoch  verniüge  §.  3.  die 
Äoadrficke  eine  etwas  veränderte  Gestalt,  weil  bei  den  barnioni- 
idien. Reiben  in  der  Bezeichnung  die  Anzahl  der  Glieder,  wenn 
BieDDflndlich  ist,  weggelassen  wird,  nährend  jede  endliche 
Solche  Anzahl  ausdrücklich  beigesetzt  werden  muss.  Um  hiebei 
jedes  IVlissverständoiss  zu  vermeiden,  und  zugleich  um  in  der 
Folge  hei  den  davon  zu  machenden  Anwendungen  sich  stets  be- 
itimmt  darauf  berufen  zu  können,  wird  es  zweckm.^ssig  sein,  jene 
Gleichungen  in  der  Form,  welche  sie  für  n=OD  annebmen,  neuer- 
dings hieber  su  setzen.    Es  sind  folgende; 

1         £.  t. 
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I  Bezug  auf  die  Anireiidung  dieser  tileictiungen  darf  nfi 
Aclit  gelassen  tverdeii,  dass  der  Buchstabe  m  iD  d 
Gleichungen  1.  jede  beliebige  Zahl,  in  11-,  IV,  und  V.  nnr  ei. 
ganze,   fibrigena   additive    oder   ttulttraktive   Zahl   sein   kSm 


endlich 

1  müsse, 
auch  ahne 


VI. 


otbwendig   eine    : 


jGführlichei 


.gleich  ganze  .: 

md  additii 

n  vorausgehende 

n  AbleUnni!« 

irteruiig    leicht    t 

<elhst   enlD« 

I 
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Ehen  eo  leicht  »ird  nian  erkennen,  dass  die  in  den  j§.  4,  S,  (t 
enthaltenen  Bemerkungen  iiher  die  verschiedenartige  Benfittq) 
jener  Gleichungen  auch  für  den  Fall,  wenn  darin  n^=^co  aagenU 
nien  tvird,  d.  h.  für  die  ehen  vorhin  aufgestellten  Gleichungen  {^ 
volle  Gilligkeit  beibehalten.  | 

Wie  hei  allen  uneudliclien  liegt  auch  bei  solchen  harmoiJÜB^ 
Reihen  eine  wei^entliche  Bedingung  zur  tiicherheit  ihrer  AaVM 
düng  darin,  dass  dieselben  konvergent  seien.  Nun  ISs&f  U 
durcb  die  von  Gauss  aufgestellten  Kennzeichen  der  Konvem 
leicht  erweisen  und  darf  hier  als  ohnehin  bekannt  angesehen  M 
den,  dass  ohne  Rücksicht  auf  die  Werthe  von  a  und  d  jede  m 
monische  Reihe  der  ersten  Ordnung  divergent,  bingegepJH 
solche  einer  büheren  als  der  ersten  Ordnung  angehü^ 
Reihe  stets  konvergent  sei,  nenn  nicht  etwa  unter  den  Glieda 
der  Reihe  ein  solches  vorkommt,  dessen  Nenner  gleich  oM 
Von  der  ßebandlungsart  dieses  letzten  Falles  ist  bereits  fitl 
gebandelt  worden.  Daher  finden  die  vorhergehenden  6  GleiciHt 
gen  auf  die  harmonischen  Reihen  aller  höheren  OrdniimS 
allerdings  sichere  Anwendung,  nicht  aber  aucb  auf  jene  der  erst): 
Ordnung.  Wirklieb  kann  hei  diesen  letzteren  Reihen,  weil  M 
als  divergent  im  eigentlichen  Sinne  keine  Summe  besitzen,  anC 
das  Zeichen    5  nicht   eine    solche  Summe  ausdrücken,    aond« 

B\d  1 

lässt  sich  nur  als  ein  kurzes  Simbol  zur  leichteren  BezeM 
nuug  der  unendlichen  Reihe  seihst,  ohne  Rücksicht  auf  die  Sua> 
ihrer  Glieder,  betrachten.  Wird  aber  das  Zeichen  S  nur  in  iv 
ebfln  erklarten  richtigen  Sinne  verstanden,  dann  überzeugt  mf 
sich  ohne  Muhe,  dass  die  vorher  angeführten  6  Gleichungen  aiK 
für  die  harmonischen  der  ersten  Ordnung  als  giltig  anzuselM 
sind,  indem  z.  B.  die  Gleichung  I.,  welche  für  r^  1  i 


ä 


Seigelif,  eigentlich 
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Seigelif,  eigentlich  nichts  anderes  ausdrückt,  als  das»  die  durch 
S  dargeslellte   unendliche   Reihe    durch   die  Division    aller  ihrer 

Büeiier  mit  m  in   die  Reihe    S  übergehe,  nas,  nie  raun  sogleich 

tMif,  vollkomniett  richtig  ist.  Ebeiiüo  verhSit  es  sich  nffenbar 
mil  d«n  übri[;eri  olj'rgen  Gleichungen,  ivesshalh  es  nicht  iiöthig 
•ein  nird,  länger  hei  diesem  Geirenslicnde   711  v<;rweileii. 


§■  10. 

{  Durch  die  eben  angestellten  Betrachtungen  ist  eine  wesent- 
l|t|ifi  Verschiedenheit  Eivischen  den  harmonischen  Reiben  der 
baten  und  jenen  der  hiilieren  Ordnungen  nuni  Vorscheine 
Wammen,  welche  ihren  Grund  in  dem  Nichtvorhandensein  der 
jEtorergenz  bei  den  erstem  bat.  DieBe  Verficbiedenheit  ivird 
rieh  als  eine  durchgreiTend  e  zeigen,  indem  aus  der  nämlichen 
itnache  auch  in  den  fernerhin  abzuleitenden  Eigenechaflcn  keine 
^Utge  Debereinstinunnng  zwischen  den  harmonischeti  Reihen  der 
IMin  Ditd  der  höheren  Ordnungen,  sondern  \lelniehi'  ntir  eine 
'BVgniein  (leullich  eich  darstellende  Analogie  sich  zeigen  wird. 
Uflidkilb  miissen  nun  zunächst  die  harninnischen  Reihen  der 
e«ten  Ordnung  einer  genauen  und,  eoneil  dies»  möglich  ist. 
TOflsilndlgen  Untersuchung  unterworfen  und  dann  erst  später  znr 
Beinchlttng  der  hüheren  Ordnungen  ribergegangen  werden. 

Um  die    durch    .S  bezeichnete    Sumitie    ron    n  Gliedern   der 

<linnoiiischen  Reihe  der  ersten  Ordnung,  deren  äiiTangszahl  a  und 
|9H^rmiE  d  ist,  für  beliebige  bestimmt  gegebene  Wcrthe  von  a, 
.lied  n  zu  berechnen,  genügt  es,  ho  lange  die  Anzahl  der  Glieder 
jfiK  gering  ist,  vollkommen,  die  einzelnen  Glieder  zu  entwickeln 
'StA  insammen  zu  addiren.  [n  diesem  Falle  bedarf  es  keines  an- 
,W*n  mehr  künstlichen  Verfahrens.  Allein  die  Ausfflhrung  der 
wUtion  wird  offenbar  desto  zeitraubender,  je  grosser  die  Anzahl 
^  fa  addirenden  Glieder  ist  und  kann  endlich  bei  einer  selir 
Ulssen  solchen  Anzahl  ganz  unmöglich  werden.  Um  nun  auch 
'"^Jenen  Fällen,  in  welchen  man  eine  wirkliche  Addition  aller 
"Klier  nicht  ausführen  will  oder  kann,  dennoch  die  gewünschte 
'Snmme  wenigstens  näh erungs weise  ohne  allzu  grosse  Besdiwer- 
iKlikeit  zu  finden,  ist  es  nothwendig,  nait  der  gegebenen  harmont- 
*°lien  Reihe  eine  Umformnog  vorzunehmen,  durch  welche  man  in 


-- ^ 


I 
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den  Stand  gesetzt  werden  soll,  den  Wertb  der  ganzen  Reihe  mit 
Hilfe  einer  nur  nifiKsigen  Anzahl  ihrer  ersten  Glieder  mit  jed«c 
erforderlichen  Genauigkeit  darzustellen.  Solcher  zu  dem  angefdliN 
ten  Zweclce  tauglicher  Umformungen  giht  es  mehrere,  too  welches 
einige  lüngät  belcannt,  andere,  wie  es  scheint,  es  his  jetzt  noeb 
nicht  sind.  Zu  dem  gegennürtigen  Gehrauche  bqII  jedoch  DOc 
eine  einzige,  und  zwar  die  am  längsten  bekannte  von  ihnen,  nirli- 
lieb  angefülirt  und  benutzt  trerden,  weil  dieselbe  wenigstens  in 
praktischer  Beziehung  vorzugsweise  tauglich  sich  zeigt,  wetia  ihr 
auch  vielleicht  noch  einige  theoretische  Müngel  ankleben  dGrfteo. 
Man  gelangt  dazu  auf  dem  kürzesten  Wege,  wenn  man  in  der] 
bekannten  allgemeinen  Summirungs-  oder  eigentlich  Umformi 
formel  Euler's,  vermüge  welcher 


Sz 


wo  Si  nach  §.  3.  die  Summe  der  n  ersten  Glieder 
^  bezeichnet,  deren  allgemeines  Glied  :  als  Funktion  vo 
\  tet  ist,  und  BuB^,  B^,  B^,...,  die  bekannten  Berm 

;  Zahlen  ausdrücken,  ;=     ,  .    —-vt^  anniromt. 
Unter  dieser  V  uraussetzung  ergibt  sich 

er  auch 

indem   beide  diese  Auedrücke  nur  durch  eine  von  n 
Zahl  von  einander  verschieden  sind,  und  daher  einerlei  Dd 
zial  besitzen.     Hier    soll  der    letztere  derselben,   obgleich  i 
sich  betrachtet  etwas  weniger  einfach   ist,    als  Integral  1 
mcn  werden,    weil    hiedurcb    einige   der  folgenden   Foroielv 
darunter  insbesondere  die  wichtige  Summenformel  des  §,  49. 
einfachere  Gestalt  erhalten  werden,   als  es  bei  der  Annahme  ^'1 
vorbin  zuerst  angesetzten  Integrales  der  Fall  sein  würde. 

Bezeichnet  man  nun  ferner  die  dem  obigen  zweiten  Integral 
I  EOgebilrige  Konstante,  welche  eben  diejenige  ist,  auf  die  bereit*  1 
in  §.  3.   hingewiesen  wurde,   durch  das   dort  angegebene  ZeicbuJ 
C,  und  tiUlirt  die  in  der  Eulcr'schen  Formel  angezeigten  Üiffere^ 

I  sirungen,   die  keiner  Schwierigkeit  nnterliegen,  wirklich  1 


r 

lotölt  man  soi 


Die  haniinnfse^cn  Ileihcn- 


■gleich  die  zu  dem  vorj^esteuklen  Zwecke  nllerdm|;& 
'Inuichbarc  umi;eformte  Reihe; 


2<o+(,.-l)rf)     2(oH.(„ 


Aus  der  eben  gefundenea  lässt  sieh  auf  Itücbst  einrache  Weise 
ncfl  eine  weitere,  zn  dem  Dämlichen  Gebrauche  dienliche  For- 
M  ableiten.  Setzt  man  nämlich  in  1.  n  +  l  anstatt  n,  so  p:eht 
Ipravs 

l=c+l  if*'"'\  I L_       ".'' 

B,rf'  B,ii' 

Mivor.     hun   ist  ni'iir: 

■t'=H    ■    . 

n  man  diesen  Wcrth  substitnirt  und  dann  anf  beiden  Seiten 


l  abzieht,    ergibt  sich  auf  der  Stelle: 


n. 


1    ,/a  +  nd\  1  B,d 


•C-¥) 


Die  beiden  Gleichungen  I.  und  II.  unterscheiden  sich  zwar  nicht 
Mtlenlend  von  einander,  doch  ist  sichthar,  dass  die  letztere  nicht 
pir  im  Allgemeinen  einen  einfacheren  Ausdruck  gibt,  als  die 
Htere,  sondern  dass  fiberdiess  in  II.  alle  Glieder  Tora  liriffen  an- 
legen kleiner  sind,  als  die  gleichvielten  Glieder  in  f.,  sobald 
Mb  ä  als  additiv  angenommen  nird,  was,  wie  schon  in  g.  6.  ge- 
ll^ wurde,  stets  vorausgesetzt  tverden  darf.  Desshalb  soll  in 
fifolge  von  I.  kein  weiterer  Gebrauch  gemacht,  sondern  aus- 
iWisBlich  nur  die  Gleichung  II.  angewendet  werden.  Aus  II. 
t^l  sich   ferner  durch  gebiirige  Versetzung  der  Glieder: 

I  Bid  B^d* 


M'^y 


Gleichung,  von  deren  Gebrauch  sogleich  die  Rede  sein  nird. 


DU  /tarmoilsf/teii  /lelAftt. 


{.II. 


Bevor  zur  Erklärung  des  Gebrauches  der  i 
ten  Fnrnieln  geachrilten  wlid,  soll  hier  noch  ei 
gebracht  werden,  die  von  wesentlichem  Einilues  Ruf^ 
liehaiiilliiiig  bei  den  nacbfolgenilen  ALIeilungen 
dem  iu  §.  2.  angegebenen  allgemeinen  Gliede  der  haTm< 
Reihet!  ist  ersichtlich,  dass  dieselben  eigentlich  nichts 
siad,  als  die  Reihen  der  reziproken  Potenzen  oder,  wi 
lei  ist,  der  Potenzen  mit  subtraktiven  Exponenten  ^ 
Gliedern  einer  arithmetischen  Progression.  Dessbalb  m 
bei  einer  eislematischen  Anordnung  aller  Theile  der  Anal 
Lehre  von  den  harmonischen  Reihen  unmittelbar  an  die 
lung  der  Reihen  von  Potenzen  mit  additiven  Exponent 
solchen  Progression  an^cbliessen ,  und  da  die  letzlere  w 
Recht  ivenigstens  der  Uan|>feaciie  nach  schon  in  den  Ar 
gründen  der  Analysls  noch  vor  der  Uifferenzial-  und 
rechnung  vorgenommen  wird,  sollten  auch  die  harmoniscbei 
ebendort  eingeschaltet  »nd  wenigstens  ihre  vorztiglicbsten 
schaDcn  ohne  Zuziehung  der  erst  später  sich  ergebenden 
ten  zwei  Rcclmungsarten  beniesen  werden.  Nur  diejenige 
welche  auf  diese  Art  elvr»  nicht  dargethan  werden  dünne: 
sen  und  dürfen  desshalb  auch  an  den  späteren  Ort  ver 
und  dort  als  Nachtrag  xn  den  früheren  Lehren  beigebrac 
den.  In  §.  10.  sind  aber  die  Eormeln  1.,  und  daher  auch 
HI.,  aus  der  Euler'schen  allgemeinen  Summenformel 
besonderer  Fall  ihrer  Anwendung  hergeleitet  worden  nnc 
somit  die  Kennlniss  der  Differenzial-  und  tbeiliveise  auch 
fegralrcchuung  voraus.  Hierin  liegt  nach  dem  Gesagten 
ein  Fehler  gegen  die  richtige  Methode,  der  nicht  halte  hi 
nerdcTi  sollen,  wenn  es  irgend  mi^glich  war,  ihn  zn  ver 
Letzteres  ist  nun  wirklich  der  Fall,  indem  die  Formeln  ä 
auch  dnrch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffiz 
ohne  alle  Beihilfe  der  Differenzial-  und  Integralrechnung  g 
werden  können.  Man  braucht  xu  diesem  Zwecke  nur  durcl 
vorauszuschickende  Betrachlungen,  bei  welchen  man  sich 
bereits  iu  §.  H.  angeführte  Gleichung  L  stützen  kann,  zu< 
Farm    der    Reihe    festzusetzen,   in   ivelcfaer  die   Entwickli 

Funktion    S  ihrer  Beschaffenheit  nach  vorgenommen  werd< 

und  dann  die  Werthe  der  unbestimmten  oder  eigentlich  nn 
ten  Koeffizienten  mit  Hilfe  der  nämlichen  Gleichung  uui 
Beiziehung  der  bekannten,  zwischen  den  Bernoalli'sctiea,'. 


r 
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;«ttenden,  Relationen  ohne  weitere  Schmeri^keit,  als  die  Weit- 
infiglceit  der  Rechnung  mit  sich  bringt,  aufzufindeo.  Der  Vet- 
bsser  glaubte  iedoch,  der  Ableiinng  der  Formeln  des  §.  10.,  die 
Itönesivegs  neu  sind  und  nur  »egen  einiger  dabei  Statt  findender 
^ebenniustände,  insbesondere  negen  der  durch  dieselben  crrd- 
mndeii   Einrührung    der    barmaniachen,    rait    C   bezeich- 

lotteu  Konstanten  eine  etnas  ausführlichere  Betrachtung  er- 
foderti,  eine  so  bedeutende  Ausdehnung  des  Raumes,  als  zur 
WchfDhmng  des  zuletzt  angedeuteten  Verrahrens  erforderlich 
{KiDWfirde,  nicht  nidmen  zu  dürfen.  Uiess  ist  der  Grund,  wess- 
ifalb  in  §.  lÜ.  der  dort  angewendeten  sehr  kurzen  Ableitung  aus 
WJ  Euler'schen  SummirungelariDel  der  Vorzug  gegeben  ivurdp, 
Mhrend  die  so  eben  beigerügten  Bemerkungen  genügen  werden, 
Id  Demjenigen  als  Hindeufungen  zu  dienen,  der  etwa  die  Lehre 
ni  den  harmonischen  Reihen  in  ein  ausAlhrlicbes  Lehrbucb  der 
Iptatheraatiscben   Analysis   vollständig   aurzunehmen   beabsichtigen 

^  '  Im  weiteren  Verlaufe  dieser  Abhandlung  wird  es  sich  erge- 
%m,  dass  der  Gebranch  der  Differenzial-  und  Integralrechnung 
leiden  harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung  fernerhin  ganz 
jÜtbt  entbehrt  werden  könne  und  daher  auch  in  der  Folge  bei 
'ateam  Reihen  niemals  Statt  zu  finden  tiraucht  Schwieriger  dörfto 
nnin,  diese  Vermeidung  auch  bei  den  harmonischen  Reihen 
derbvberen  Ordnungen  vollständig  durcbzufßhren,  ohne  in  allzu 
,powe  Weltläuligkeit  zu  verfallen.  Dessbalb  wird  bei  den  lefz- 
itlm  Reihen  die  DifFerenzialrechnung  unbedenklich  angewendet 
"it^den,  hingegen  die  Integralrechnung  und  insbesondere  die  so- 
;genani)tefi  bestimmten  Integrale,  deren  man  sich  häufig  zur  Auf- 
lUnng  der  etwas  mehr  verwickelten,  hieher  gehürigen  Summi- 
hlDgen  zu  l>edieiieu  pflogt,  sollen  hier  durchgängig  ausser  Anwen- 
IrÄgg  bleiben ,  weil  hindurch  für  die  Lehre  von  den  harmonischen 
Wäbcn,  wie  man  sehen  wird,  weder  ein  Nachlheil,  noch  eine 
P^ierigkeit  entsteht,  wohl  aber  umgekehrt  durch  dieses  Ver- 
i^htm  die  Behandlung  einiger  Itestimmter  Integrale,  naraentlicb 
Pn  gflgenannlen  Enler'schen  integrale  der  zweiten  Art  oder  der 
':tiouen  r,  nicht  selten  an  Leichtigkeit  und  zuweilen  vielleicht 
an  Sicherheit  gewinnen  kann. 


'm^i 


.  12- 


Verntittelstder  Formeln  II.  und  III.  äes 
*"l  vorgelegten  Aufgabe, nämlich  den  Wei 


L 10.  kann  die  Losung  der 
!i  von  ^  für  jede  beliebige 


Knar.-    ßie  AarmoulscAeit  HelUeii. 
S   =       S         +(— ir-      S      , 

i|-rf)'       (n-(m-lldjd)''  ltad—a\df 

s    +     s      +      »      +      s       +... 

(a\mdi'      (B+rflnirf)'       (a+i:i\n,df      (o+arflmif)' 


l-\d)' 

In  Bezug  auf  die  Anu-endung  dieser  Gleicltiin^eo  di 
ausser  Acht  gelassen  iTerdeii,  dass  der  Buchstabe  tn 
Gleichungen  I.  jede  beliebige  ZabI,  in  II.,  IV.  und  V. 
gaaze,   fibngens   additive    oder   subtralftive   Zafal   eeinj 


idticb  in  VI. 


man  ctiess   i 
ausführlicbe 


IQ  zngleich  ganz 
s  den  vorausgehet 
:  Erüttcrung    leicb 


und   ( 


Abid 

Ibst  < 


^ 


auch  ubi 
ineti  wird. 

Eben  go  leicht  nird  man  erkennet],  dass  die  in  den  §§. 
entbaltenen  Bemerkungen  über   die  verschiedenartige  £ 
jener  Gleichungen  auch  für  den  Fall,  wenn  darin  n:=<x 
men  wird,  d.  h.  für  die  eben  vorbin  aufgestelllen  Gleictiui 
volle  GiKigkeit  beibehalten. 

Wie  bei  allen  unendlichen  liegt  auch  lie!  solchen  h; 
Reihen  eine  vvesenliiche  Bedingung  zur  Sicherheit  ihrer 
düng  darin,  dass  dieselben    konvergent  seien.     Nun 
durch   die  von  Gauss  aufgestelllen  Kennieicben  der  B 
leicht  erweisen  und  darf  hier  als  ohnehin  bekannt  angesi 
den,  dass  ohne  Rücksicht  auf  die  Werthe  von 
moniscbe  Reihe  der  ersten  Ordnung  divergent,  liingej 
solche    einer    höheren    als    der   ersten    Ordnung    an 
Reihe  slets  konvergent  sei,  wenn  nicht  etwa  unter  den 
der   Reihe  ein  solches  vorkommt,    dessen  Nenner    gleit 
Von  der  Behandlungsart  dieses   letzten  Falles   ist  bereit 
gebandelt  norden.     Daher  finden  die  vorbergehendeD  6 
gen  auf  die    harmonischen    Reiben    aller    höheren    0 
allerdings  sichere  Anwendung,  Dicht  aber  auch  auf  jene  der 
Ordnung.     Wirklich  kann    bei  diesen    letzteren  Reihen, 
als  divergent  im  eigentlichen  Sinne  keine  Summe  besitzt 
das  Zeichen   S  nicht   eine   solche  Summe  ausdrScken 


lässt  sich  n 
Dung  der  un 
ihrer  Gliede 


r  als  ein  kurzes  Simbol    zur    leichteren  I 
ndlichen  Reibe  selbst,  ohne  Rücksicht  auf  dicä 
,  befrachten.     Wird  aber  das  Zeichen  S  nur  J 

o|d  f 

eben  erklärten  richtigen  Sinne  versfanden,    dann   uberiseij 
sich  ohne  Mühe,  dass  die  vorher  angeführten  0  Gleicbm 
für  die  harmonischen   der    ersten  Ordnung  als  giltig  i 
sind,  indem  z.  B,  die  Gleichung  I.,  welche  für  r  =  l  in 
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tt  NübeniK!  fallt  schon  hei  einer  nur  massigen  Anzahl  heib 
iMtr  Gtieder  so  be^eatend  aus.  iJass  sie  z.  B.  !ät  u=^  d  =\ 
■  f^fd-  bis  auf  wenigstens    15    Uczimalslclten    gebracht,    für 
Mre  Werlhe  von   n  aber  noch  weiter  getrieben  werden  kann. 


aicherlich  Tür  jeden  Ai 

Egend    ist.     Desshalb 
rwi   zu  dem   nainlicfiei 
shung  sogar  dann  den 
F  konvergent  und  datier 
ati«gesetEt  sein  sollten. 
I^^.Gt   wird   spaterbin    hiniSagiiche   Gele-;« 
im»   eben  kurz    angedentete   Verfahret 
Aateh  Beis[iiele  ganz  deatlich  xu  macher 


:henden  Gebrauch  mehr  als 
rdienen  die  Formeln  des  $.  10.  vor 
i^ivecke  anivendbaren  in  praktisi'her 
irzug,  wenn  die  letzteren  etwa  wirk- 
theoretischer Beziebun«;  keinem  Tu- 


eit  sich   darbieten, 
ur  Berecbncrng  von 


jezeigte  Art  der  Berechnung  v( 
Met»  allerdings  iiicbt  nur  daim  i 


I,  wenn  a  und  d 

sondern  auch,  wenn  sie  irrational  oder 
Allein  in  den  beiden  letzten  aufgezähltGii 
der  dabei  Statt  lindendeii  Vermengung 
inaler,  oder  auch  reeller  und  imagi- 
kiret  Zahlen  weit  vernickelter  und  lästiger,  als  bei  rationalen 
nwtben  von  a  und  d,  welche,  wie  schon  vorhin  gezeigt  wurde, 
ititi  auf  gan?;e  Zahlen  zurückgeführt  tverden  können.  In  jenen 
"  ""  daher  suchen,  durch  Trennung  der 

Zahlen  sich  die  Rechnung  mOg- 
nücbst  den  Fall  anbelangt,  wenn  a 
:  von  diesen  Zahlen  algebraisch 
ir  durch  die  bebannte  Methode  der 
d  Kenner«  mit  zweckmässig  ausge- 

iftltea  Faktoren  in  dem  Brunbe  -  ,— j  den  Nenner  rational 
Buben,  und  diesen  Werth  in  den  Formeln  des  §.  10.  zu  sub- 

lÜBlren.  Hiedarch  werden  dort  vom  dritten  Gliede  angefangen 
fetiner  rational,  und  es  ist  dann  leicht,  in  den  irrationalen 
IT  die  rationalen    und  irrationalen   Glieder  von  einander  zu 

ttfliSrn,  wodurch  zugleich  die  Trennung  dieser  Glieder  in  den 
ICD  selbst  bewerkstelligt  wird. 

Der  einfachste  Fall  dieser  Art  tritt  ein,    wenn  nur  die  An- 
iszahl allein  irrational  und  zwar  von  der  Ponn  a+V|3  ist. 


B  ZsMen  sind, 
iTÄx  sein  sollten. 
Utn  wird  sie  wegen 
fatiQDiJer  und  irrati 


^^kelten  Fällen  i 
sdumraenden  ungleichartiger 
ABt.ZQ  erleiclitern.  —  Was  z 
iA  (f)  oder  wenigstens  die  ei: 
■tttional  \s\,  braucht  man  u 
bMplikation  des  Zahlers  i 


■Sem  Aus 


Die  harmonhche»  Heihen. 


■2Vß\z~Vß} 


l(ti-t-nd+Vß)=l{i+Vß)=iHi''-ß)+Vß. 

Btiem  Ausdrucke    erkennt    man    sogleicb,     dass  das  erste 
d  iHi^-ß)  uur  von  ß.  niciit  aber  von  yß  abhänge.     Dasselbe 
ten  Gliede  von  dem  Faktor,  mit  welchem  Vß 
Ist,  weil  vermüge  der  bekannten    logaril bmiseben  Reiheo 

fcher  Entwickelung  nur  ß,  nicht  aber  zugleich  vß  vor- 
KDillicfa  ist 


1      _'-Vß 
'+Vß~  l'-ß  ~ 


Ffifr  jeden  beliebigeu  Werth  von  r 


«ir~  {.• 


_  i—vß)'  _  (•+vß)'M-—vßr 


■Hi'-ß)' 


Vß. 


ti^■vßr■^'-vßr 


A  man  durch  Eutwiciclung  der  Zähler  mittelst  des  binomischen 
raatzea  sieb  leicht  überzeugen  kann,  dass  sowohl  das  erste 
i  als  auch  im  zweiten  Gliede  der  Faktor  von  Vß  ahermals 
TOD  ß,  nicht  aber  von  Vß  abhünge.  Subslituirt  man  nun 
diese  Wertbe  in  die  Formel  III.  des  §.  10,  indem  man  dabei 
ron  Vß  unabhängigen  und  die  davon  abhängenden  Glieder 
einander  sondert,  und  der  Kürze  wegen  die  ersteren  durch 
n  den  letzteren  aber  den  Faktor  von  —vß  durch  N  be- 
inet,  80  wird  man  nach  Vollziehung  der  eben  angedeuteten 
mangen  finden,  dass 

:  M—N.Vß. 


ß     M\  <i"  >  +  2 


B^(t'+2Sßi'+nßV+'i»ß'iHß') 


Die  haiinonisclien  HeiAen. 


^ 


Aus  der  Betrachtung  der  angegelieneii  VVerthe  i 
iV  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass  dieselben  von  Vß  n 
hängen,  da  Vß  in  VII  gar  [licht  Torkommt  und  auch  nus  dei 
ten  Gl'tede  von  N  durch  die  vorhin  angeführte  Entivicklung  gu] 
verschwindet.  Demnach  sind  in  der  Formel  II,  die  von  Vß  m 
abhängigen  und  die  davon  abhüugendeo  Glieder  des  Wertl 
von       C      vollständig  von  einander  gesondert. 

Vermöge  äei  Formeln  III.  und  IV.  vermag  man  jeden  dn 
Werthe  von  jM  oder  iV  für  sich  allein  au  bestimmen,  ohne  gi 
nüthiget  zu  sein,  gleichzcilig  auch  den  anderen  mitberechneo  U 
müssen.  Diess  geivährt  schon  im  allgemeinen  einige  Bequen 
lichbeit,  Führt  aber  vorzüglich  dann  eine  beträchtüchß  VerkÜnoiQ 
der  Arbeit  herbei,  wenn  man  in  einem  besonderen  Falle  etwaMj 
einer  einzigen  von  den  beiden  Zahlen  üf  oder  iV bedürfen  BoD 
was,  wie  man  in  der  Folge  sehen  ivird,  zuweilen  wirklich  elntd 

Ans  dem  nachgewiesenen  t^mstande,  dass  ]U  und  N  nurFu 
ktionen  von  ß,  nicht  aber  unmittelbar  von  \'ß  sind,  ergibt  i 
ferner,  das  in  den  Wertbcn  derselben  keine  Veränderung  vorgi 
kann,  wenn  darin  — yß  anstatt  Vß  gesetzt  wird,  weil  dadllfi 
j3  =  (Vß)' =  (— V  |3)^  unverändert  bleibt.  Wird  daher  in  I 
Gleichung  II.  diese  Substitution  wirklich  vorgenommen,  so  e 
dieselbe  in 


'ii\<i 


--  ja-\.N.  Vß 


sieb  zeigt,  dass  durch  die  abgesonderte  BerechnOB 
id  N  nicht  nur  der  Werlh  von     C    ,  sondern  gl eicb 
C     gefunden  wird. 


Sobald  anf  die  eben  erklärte  Weise    die   Werthe  vm 
und  zugleich  von       C      gefunden  sind,   braucht  man  offenj^ 


|Rra«fit  eigenflich 


fite  /inrmom'scAen  He/Aen. 


Ifg«fit,   eigenflich  nichts  anderes  ausdrückt,  als  itass  die  durch 
S  dargeslelite  unendliche   Reibe    durch   die  Uivtsion    aller  ihrer 

^leder    mit  m  in   die  Reibe    S  ühergehe,  was,  wie  man  sogleich 

f^  Tollkommen  richtig  ist.  Ehenso  verhält  es  sich  offenbar 
^  das  übrii;en  nblgen  Gleichungen,  wcsshalb  es  nicht  iiüthig 
jtld    wird,  liinger  liei  dieseni  (iegenslande   /.»  verweilen. 


,   10. 


,  Durch  die  eben  nngestellten  Betrachtungen  ist  eine  wesent- 
»  Verschiedenheit  zwischen  den  harmonischen  Keihen  der 
md  jenen  der  hiiberen  Ordnungen  cum  Vorscheine 
jlEoinmen,  ivelcbe  ihren  Grund  in  dem  Nichtvorhandensein  der 
fliTergenz  bei  den  erstem  hat.  Diese  Verschiedenheit  wird 
I  als  «ine  durchgreifende  zeigen,  inilem  aus  der  nämlichen 
ichc  auch  in  den  fernerhin  abzuleitenden  Eigenschaflen  keine 
e  Uebereinstinimung  zwischen  den  hunnoniscben  lleihen  der 
er  htiheren  Ordnungen,  sondern  vielmehr  nur  eine 
^in  deutlich  sich  darstellende  Analogie  sich  zeigen  wird, 
■Ib  müssen  mm  zunächst  die  harmonischen  Reihen  der 
I  Ordnung  einer  genauen  und,  soweit  dieas  miigiJch  ist, 
fiiodigen  Untersuchung  unterworfen  und  dann  erst  später  zur 
;  der  höheren  Ordnungen  übergegangen  werden. 


Ihn  die    durch    S   bezeichnete    Siii 


t  Glieder 


icheii  Reihe  der  ersten  Ordi 
(  ist,  für  beliebige  hesti 
I  berechnen,  genügt  es,  f- 
lug  ist,  vollknranien,  die  e 
mmen  zn  addiren.  In  diei 
r  künstlichen  Verfahren 
ird  offenbar  di 
lirenden  Güedi 


t  unrl 


ng,  deren  Aiifangszahl 

mt  gegebene  Werthe  von  n, 

lange  die  AnzM  der  Glieder 

zelnen  Glieder  zu  entwickeln 

m  Falle  bedarf  es  keines  an- 

Allein  die  Ausführung  der 

ilraubender,  je  griisser  die  Anzahl 

und  kann  endlich   bei  einer    sehr 


I  solchen  Anzahl  ganz  unmöglich  werden.    Um  nun  auch 

i  FSIlen,    in  welchen    man  erne  wirkliche  Addition  aller 

sieht  ausführen  will  oder  kann,  dennoch  die  geivilnschte 

S  wenigstens  näherungsweise  ohne  allzu  grosse  Eiescfawer- 

I  zu  finden,  ist  es  nnthwendig,  mit  der  gegebeneu  b»rmoDi- 

I  {Leihe  eine  Umformung  vorzunehmen,  durch  welche  man  in 


ä 
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über.  Werden  nan  die  neaen  Werthe  anstatt  der  früheren  in  den 
Formeln  des  §.  IJ.  sabstitoirt  nnd  die  biedurch  sich  ergebenden 
Werthe  von  M  and  N  beiiehangsweise  durch  P  und  Q  bezeichnet, 
so  erhall  man: 


I. 


p^  •_5+(it-l)rf 


la+l«  — l)«0*  +  |:f» 


1 ,/ vt?!+^)\  .       ^ 


n. 

•  1  1/3  1 

*'=  *^M:r«-lW+^  +  53arctang-+2(,-,^^) 

«voIhh  da«  ail^meine  rte  Glied  von  P>  wenn  man  vom  vierten 
Glied«  SU  sShieo  außin^t. 

^    *^       '"""         4rU«+/J2)*^ 


UUd    VMI    ^ 


_  ^.  IV -^A  ,  -  - 


2r(z«+|J»)^ 


»tiiu  \\\\d\  die  dortigen  Gleichungen  II.  und  V.  gehen  unter  die- 
st}i-  VurdUäAetiung  beziehungsweise  in 

III.  C     =P^Qßi 

IV.       r    =  p+  Qßi 

><sf,  'velch«  oXeubar  in  gleicherweise  gebraacht  werden  kunoeo 
e  «iie««  biai  den  entsprechenden  Gleichungen  des  $.  13.  aoge- 

irt  ifr«£ailii  i«t. 
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Die  eben  gefundenen  Formeln  lassen  noch  eine  andere  etwas 
1  elDfachere  Darstellang  zu,  welche  zaweilen  von  Nutzen  sein  kann, 
md   desshalb  karz  angegeben   za    werden   verdient.     Setzt  man 
oSmlicb 

« + nrf  +  /3i  =  f((cos  (p + 1  sin  q>) , 


so  ergibt  sich  daraas,  wie  ohnehin  bekannt  ist, 

^  =  V((«+nd)a+/5«)  =  V(i«+^), 


ood 


folglich : 


^^      a  +  nd'^  z 


ß 
q>  =:  arctang  -  j 


feroer 


z  ß 


und  allgemein  für  jeden  Werth  von  r: 

=  iA^(coa'2rq>'i-i.sin2rq>-\-cos2rq)  —  i.8iu2rq>)  =  2(i^co82rq), 

=  §»^(co82rq>  +  i.8in2rq>  — |cos2rg>  +  £•  sin2r9)  =  22fA^^sin2r9). 

Darch  Einfiuhning  dieser  Werthe  in  die  früheren  Ausdrücke  für 
P  ond  Q  erhält  man: 


V. 


o  —  £       g-Kn— l)cg  1   /ftX      cosy       ^|rfc€ 


cos2g> 


^ac{^  cos4g>       ^scl'  cos  69 

VI. 

» 1 q)       sing)   ,  ^|£2sin29>      ^2^'^^^^^ 


^a<^*  sin6y 


•  • .  9 


wobei  das  Fortschreitungsgesetz  der  Glieder  ohnehin  klar  in  die 
Aagen  ftllt.  Die  Formeln  HI.  and  IV.  bleiben  ihrer  äusseren 
Form  nach  anverändert 


^ 
^ 


lUiT  liarinaniichtit  lici/ieii. 


§.  15. 
Das  bisher  erklärte  Verrahren  zur  Berechnung  der  hanun!- 
schen  Konslanten  C  ist  zwar  In  allen  Fällen  ausreichend,  in- 
dem durch  dasselbe  der  Wetlb  von  C  jederzeit  mit  dei 
erforderlichen  Genauigkeit  gel'unden  werden  kann,  nas  agch  a 
und  d  für  reelle  oder  komplexe  Zuhlen  sein  miigcn.  Allein  jtnes 
Verfahren  zeichnet  sich,  wie  man  durch  einen  einzigen  Versuch 
leicht  erkennen  wird,  »icht  eheii  durch  besondere  Kürze  in  der 
AnH-endung  aus,  wesshalb  es  wünscfaensiverth  bleibt,  noch  anden 
Methoden  kennen  zu  lernen,  welche  wenigstens  in  einigen  PUlta 
auf  weit  kürzere  Weise  zu  dem  gewünschten  Ziele  führen;  Üb«- 
diess  erhSlt  man  dabei  keine  klare  Einsicht  in  die  eigentncbf. 
Beschaffenheit    der   Funktion    C  und  es  bleiben  insbesondere  dl« 

a\d 
gegenseitigen  Beziehungen  verborgen,  welche  zwiscbea 
einigen  solchen  Konstanten  Ktalt  finden.  Die  Kenntniss  dltw- 
wechselseitigen  Beziehungen  besilzt  aber  eine  nicht  geringe  WI<^ 
tigkeit,  weil  man  durch  dieselbe  in  den  iStand  gesetzt  wird,  eMgt 
jener  Konstanten  aus  anderen  herzuleiten  und  auf  diese  Art  ^ 
besondere  Berechnnng  dar  erstäreti  aus  der  Formel  III.  deo  {.KL 
überilüssig  zu  machen,  und  liauptsiicblicb  weil  jene  Beziehungdi 
wie  sich  zeigen  wird,  einen  bedeutenden  Einfluss  auf  die  SumBt 
rung  derjenigen  unendlichen  Reihen  ausüben,  die  aus  den  hanM* 
nischen  der  ersten  Ordnung  entstanden  gedacht  werden  küimi- 
Hieraus  ergibt  sich  die  INothivendigkeit,  vor  Allem  eine  niöglilM 
genaue  Untersuchung  über  die  Eigenschaften  der  Funktion  C  aif 

zustellen,  wobei,  wie  es  sich  von  selbst  versteht,  die  Gleiclmii{ 
III.  des  g.  10.  als  Ausgangspunkt  dienen  inuss,  weil  dieselbe  lü 
eigentliche  Definition  des  Wcrthes  jener  Funktion  zu  b^ 
trachten  ist.  —  In  der  eben  bezeichneten  Gleichung  darf  n  jrf« 
beliebige  ganze  Zahl  bedeuten.  Stellt  man  sich  nun  n  als  ln^ 
während  und  unendlich  wachsend  vor,  so  wird  man  sogleich  sebes, 
dass   die   beiden    ersten   Glieder    des  Wertbes   von    C  gleichbUl 

unendlich  zunehmen,  was  aber  bekanntlich  nicht  bindert,  dsssilif 
Unter  schied  dennoch  einer  bestimmbaren  endlichen  Zahl  |l& 
Gränze  sich  nähern  kann;  alle  folgenden  Glieder  hingegen  werden 
nicht  nur  einzeln  betrachtet  unendlich  klein,  sondern  auch  ihrt 
Summe  muss  eben  so  beneliaffcn  sein,  weil  vermöge  der  in  g. 
angedeuteten  von  Crchinge  r  erwiesenen  Eigenschaften  der  R«Sw 
die  zti  irgend  einer  Anzahl  der  fallenden  Anfaogsglieder  dor«i 
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ihßrige  Ergänzung  stets  kleiDcr  sein  muss,  als  das  letzte  der 
ebaltt'iien  (ilieder  uiul  dieses,  ivie  gesagt,  Lei  dem  anendli- 
I  Wachsen  von  n  eberisii  unendlich  klein  nird,  wie  alle  vor- 
[ebendeu  Glieder.  Geht  loan  daher  unter  der  Voraussetzung 
DDendlicben  Zunolime  von  n  auf  die  Gränzen  über,  so  ergibt 
i^  Gleichung: 


^ch. 


.f^="4i-ä'(^] 


K  einfacher 
I.      C^  limf  S  —  \in\ 
iTt  80  kurze   als   wichtige    Relaüou  zeigt  zwar,  dass  C 


>  die  GrSnze  sei,  weichet 


I  Ä  - 


-,ln,  als  Tiniktion  ' 


lehfet,  hei  dein  unendlichen  Wach^thimie  von  n  unendlich 
itt;  es  bleibt  aber  dabei  nuch  unentschieden,  ob  es  eine 
b  bestimmbare  Grenze  wirklich  gebe,  oder  ob  dieselbe 
eicht  selbst  unendlich  gross  sein  werde.  Bevor  daher 
der  gefundenen  Relation  irgend  ein  Gebrauch  gemacht  werden 
dig,  diesen  Zweifel  zu  lösen. 


I 

Sb  dem 


§■  16- 


1  dem  vorgesteckten  Zwecke  soll  zunächst  mit  der  Unter- 
ichung  des  Falles  begonnen  werden,  wenn  beide  Zahlen 
id  d  additiv  sind,  und   zugleich  <i  nicht  kleiner  ist 

2" 

Bezeichnet  man  der  Kürze  des  Ausdruckes  wegen  die  Function 

-jin  durch  ifw,  nämlich: 

trch  die  Gleichung  I  des  g.  IQ.  die  Form: 
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C  =  lim^ 

monimmt,  and  sucht  mao  unter  der  VoraussetzoDg,  dass  ^n  =  1 
«DgeooniBieo  werde,  die  DiffereDx  von  ^^  so  erhält  man: 

«       1 

«4      « 


oder,  weil 


J  S 


S  =5  -  5  = 


m\A     m\A      «14       a-^-nd^ 
und 

^Ai  =  «1. + 1) -fa = /  (?i^) 

ist,   auch 

Nun  ergibt  sich  aus  den  bekannten  iogarithmischen  Reiben,  dass 

\^ir)  "^  ^Lsrn  "*"  3.(2ji+i)»  ■*■  5.(2ji+i)»+"--j 

sei.  Diese  Reihe  ist,  wie  man  weiss,  für  jeden  additiven 
Werth  von  »>  und  ein  anderer  soll  hier  nicht  voraosgesetxt  we^ 
den,  gewiss  konvergent,  augleich  besteht  sie  durchgängig  aw 
additiven  Gliedern,  daher  erhalt  man  daraus: 

Vermöge  der  gleich  anfangs  gemachten  Annahme  soll  aber 


=  d 


sein,  daher  muss  auch 


=  d 

a  +  iid^  nd-f  s» 


ferner: 

1     =      1 


a-fn<{^     -  .  d* 


oder: 

1      =1 


o^ii42<il*2»-|-l' 
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\\a  nach  dem  vorher  Enviesenen: 


-l'C^) 


Hieraus  sieht  man,  dass  unter  ilen  aufgestellten  Voianssez- 
zungen  in  dem  vorhin  gefundenen  Werthe  von  Ji^n  das  erste 
Glied  stets  kleiner  als  das  zweite,  daher  ^i^n  nothvvendig  sub- 
Iraktiv  und  folglich: 


—  ^IpH 

dditir  s 

sin 

mflsse. 

Ferner 

ist 

4'Cf)- 


1 


ngefangM 


oder,    fvenn    man    hierin    die    Glieder   vom  zweiten 
paMJTveise  zusammenzieht, 

■2)  _  (5n-4)  _  {7n— 6)  _ 
4.5.71*        6.7. n' 

Aacb  bei  dieser  Reihe  findet  maii  leicht  durch  die  bekannten 
Regeln  über  die  Konvergenz,  dass  sie  fiir  jeden  additiven  Werth 
von  1*,  der  nicht  kleiner  ist  als  1,  gewiss  konvergent  sei.  Ueber- 
diess  sind  unter  der  gleichen  Voraussetzung  alle  Glieder  der  Reihe 
vom   zweiten  angefangen  subtrabtiv.     Daher  »ird 


'C-^)' 


folglich  auch: 


i-,Ci±i')_-!-<---^ 

d'\    n   )      „^-nd^dn      a  +  ti, 


-''*"<S(^+idr  .' 

«od  fvenn  man  hierin  anstatt  n  nach  und  nach  die  Zahlen  1,  3, 
Z,...(n — 1)  setzt  und  die  bledurch  zum  Vorschein  kommenden 
angleichen  Werthe  zusammen  addirt,  ergibt  sieb  daraus,  dass  die 
Reibe  — J^1—JjIi2  —  ^^3~... — ^ij/fn  —  l)  geiviss  kleiner  ist  als 

dia+d)  ■*"  2d(a  +  2d)  +  3d(a  +  Zd)'^  -'^  (n-l)d(a+(n~idy 
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Decn  vermiige  der  (ileichuog  1.  des  §.  5.  ist 


Uierans  folgt  tlaon: 


-d" 


limifn^:  -  +liml       S     —  jln\, 
n  l_a-i.d|rf       «     J 

T^«=:J+limr      S'    -J,/(«~l)  |. 


oder    vermuge  der   Gleichung  I.  Abs  §.  15., 
Btptt  »  und  a\d  anstatt  a  gesetzt  nird, 


darin  w  — I  aii- 


Da  al)«r 

noÜiwend: 

ber  ertrieseiien  Fallt 

demnacli  auch    C  eii 


und    r{    als    additiv     aiigenomnieu    wurden,    muas 

-f({>T^  sein,    folglich  wird  in  Gemäs^heil  des  vor- 

;ewisB  einen  endlicbeii  Werth  nnd 

n  solch  en  hahen,  wenn  nicht  etwa 

a  =  0  ist,    in  welcher   Voraussetzung  allerdings  aus    der  zuletzt 
geluitdeneu  Gleichung    6'=qo  sich   ergehen  ivürde. 
o  \d 

In  Bezug  auf  die  weiteren  Fälle,  wenn  a  oder  d  subtraktiv 
sein  sollten,  ist  bereits  in  §.6.  nachgewiesen  norden,  dass  alle 
barmonischen  Reihen  mit  subtraktiven  Anfanaszahlen  oder  DifFe- 
miEeo  leicht  auf  andere  mit  additiven  solchen  Zahlen  sieb  bringeu 
lassen,  wodurch  man  die  ersteren  ganz,  zu  vermeiden  im  Stande 
ist  Cebcrdiess  wird  sehr  bald  gezeigt  »erden,  dass  für  die  har- 
monischen Konstanten  genau  eben  solche  Gleichungen  bestehen, 
wie  sie  in  den  J§.  4—7.  für  die  Reihen  sellist  aufgestellt  wurden. 
Mt  Hilfe  dieser  Gleichungen  wird  man  dann  jede  harmonische 
Konstante,  worin  Anfangszahl  oder  Differenz  eubtraktiv  sind, 
avB  anderen  dergleichen  Konstanten  herzuleiten  vermögen,  bei 
welchen  sowohl  Aufangszabl  als  Differenz  additiv  sind,  und 
.da  die  letzteren  mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles,  wenn 
8=0  ist,  stets  endliche  Wertbe  haben,  wird  das  nämliche  auch 


L. 
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von  den  ersteren  gelten,  wieder  nar  mit  Aasnabme 
nenn  unter  d«n   Gliedern  der    zagehürigen   Reibe 
findet,  dessen  Nenoer  gleicb  0  ist 


AU    Eiidergebniss    der 
stellt  sieb  demnach  heraus,  i 


rotgenommenen    UnlersucliDOg 
i  harmonischen  Konstanten  C 


^ 


stets  endliche  Zahlen  stnil,  mit  alleiniger  Ausnahme  dei  Fall«, 
vrenn  unter  den  Gliedern  der  zugehririgen  Reihe  eines  den  Nen> 
ner  0  hat,  nas  nur  dann  geschehen  kann,  irena  enhveder  a  =  0 
ist.  oder  wenn  a  und  d  uogleiebe  Zeichen  vor  sich  tragen  and 
ugleich  a  ein  Vietfacbes  von  d  Ul- 


§.  17. 

Bei  der  Be»eisfubrang  des  §.  16.  liegt,  ohne  dass  es  am- 
dritclirich  bemerkt  norde,  die  Vorau«eetznng  zum  Grunde,  dlM 
■Im  Zjthleo  (t  und  d  beide  reell  seien,  weil  nnr  bei  dieser  At- 
uihme   die  dort  angetrendele  Ablfaeilung  in  die  beiden  Fälle,  je- 

oachdetn  a  kleiner  oder  nicfat  kleiner  ist  als  :^>  einen  Teist&Ddft^ 
eben  Silin  bat,  da  man  ja,  nenn  eine  der  beiden  Zahlen  kompla 
sein  sollte,  nicht  zn  bestimmen  vermag,  ob  die  eine  tri 
grSsser  oder  kleiner  sei,  als  die  Hälfte  der  anderen,  Znt  Tif* 
follständiguiig  der  Cntersacbung  erübriget  daher  noch,  die  Vnp 
■u  beautworteit.  nelehe  Beschaffenheit  die  Constante  C  für  ItvRt*. 

plexe  >Verthe  «•■  *  oder  d  haben  vrerde?  Oass  man  IM(^ 
nur  den  einzigen  Fall,  wenn  «  koaiplex,  hingegen  d  reell  ist.  )», 
Betracht  zu  liehen  nvthig  habe,  ist  ans  dem,  was  bereits  in  f.U 
aagvftllirt  irurde,  ohnebio  einlenchtend. 

Um  zur  Erledigung  dieser  Frage  sa  gelangeD,  nehme  msB  'n 
$.  14-  bei  den  dorl  unter  I.  and  U.  oder  aach,  nas  ganz  anf  Att 
selb«  hinauskommt,  unter  V.  und  VI.  angegebenen  Wertfaen  vfi 
P  «od  i)  die  ohnehin  nillküriiche  ZabI  n  als  BDendltcb  tvacbenj 
an.  Uuter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  bei  dem  Cebe^i^ 
anf  die  Grämen  oSenbar: 


^  liul  5- 


1  VV(C«+*< 
'd\  d 


|dP+^' 


<«  +  (»-l>rf)*+^' 
w«U  dabei  alle  spStereo  GFieder  jeser  Wertbe  als  u« 
itvbn«fid  we^allen,  wie  man  sieb  l«icht  übenengeB  wi 


w~ 

Nun  ist,  da 
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reell  und  daher  ^  als  additiv  angenoi 

B-f(n-l)d 


(«  +  (n-l)(/)''  +  /3''<«  +  Cn-l)d' 


i  dem  nämlichen  Grunde  ergibt  sich  auch: 


i-'O 


V((»  +  trf)'  +  f)' 


^^("-¥-0- 


ircfa  die  Subtraktion  der  eben  gefundenen  von  der  unmittelbar 

rbergehetiden  Ungleichheit,   und  indem  man  in  ßezug  auf  das 

idlichc  Wachsen  von  n  auf  die  GrSnzcn  Sbergeht,  folgt  hieraus: 


-w 


^)]<'4|-H 


nan  aus    dem    vorhin    angeführten  Werlbe  i 
ieht,  nichts  anderes  ist,   als: 

P<.  C. 


i  ist  bereits  erwiesen  worden,  neu  liier  nach  der  Voraua- 
\ti%  a  und  d  stets  reelle  Zahlen  bedeuten,  dass  C  in  der  Regel 

■  endlichen  Werth  besitze,  wovon  nnr  einige  vrenige  dort 
itiotnit  angegebene  Fälle  eine  Ausnahme  machen  können, 
ishalh  niuRs  auch  P.    welches  immer  kleiner  ist  als  C,  in  der 

stets  eine  endliche  Zahl  sein,  und  nur  in  den  angedeu- 
||ni  AtlsimhmelHllen  bleibt  es  für  .{etzl  noch  unentschieden  und 
ntl  späteren,  übrigens  sehr  bald  nachfolgenden  Erledigang  vor- 

41,  ivelche  Beschaffenheit  P  in  denselben  haben  werde. 
fag  Dan  ferner  Q  anbelangt,  ist  aus  dem  vorbin  angesetzten 
hrlbe  zu  entnehmen,  dass  er  die  Summe  der  unendlichen,  darch 
t  bekannten  Regeln  zur  Beurtheilung  der  Konvergenz  leicht  als 
Theil  XI.I.  23 


i 
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Rlr  alle  reellen  Wertbe  voo   tt,  ß  nnd  d  stets  konverg 
kennbaren  Reihe  sei,  deren  allgemeines  Glied 


ist  and  dabei  gewiss  in 
1  liebe  Zahl  sein  müsse. 


n  allen  Fällen  ohne  Ausnahm 


§■  IS. 

Mittelst  der  in  §.  15.  gefandenen  Relation  lassen  sieb  I 
!  harmonischen  Eonstanten   C  genau  eben   solche   GIdi 

gen  ableiten,   nie  tn  den  {§.  -1. — 7.  für  die  zugehürigen  1 
selbst  aafgestellt  wurden. 

Aas  der  Gleichung  I.  des  §.4.,   wenn   darin    r  = 
I  men  and  dann  von  Ihr 


..;«= 


üfi» 


abgezogen  wird,    erhnit  man; 

S     -^la  =  -.r  S—]jln\, 

Rulnd       ""*  ^    Luid       "       J 

und  wenn  man   hiebe!  bei  dem   unendlichen  Wachsen   voiiq 
die  Gränzen  (ibeTgeht: 

limP   S jln\  =  -MmV S  —  jtn~\, 

l-ma\md        md      J        m  Lo|d      d      J 


oder  »ermöge  1. 


ffotaas  ferner 


folgt. 

Von  diesen  Gleichungen,  welche  zeigen,  dass  man  Aatsagt- 
zahl  und  Differenz  einer  harmoDiscben  Konstante  jederzeit  durch 
eine  beliebige  Zahl  m  mnltipliziren  oder  dividlren  dürfe,  wens 
man  nur  sogleich  die  Konstante  selbst  durch  die  nämlicbe  %M 
m  maltipliiirt  oder  dividirt,  läset  sich  offenbar  für  die  harmmf' 
sehen  Konstanten  der  gleiche  Gebrauch  machen,  welcher  in  §.  4. 
von  den  dortigen  Gleichangen  in  Besag  auf  die  zugehörigen  ReUtca 


r 


Kna 
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Jtgezeigt  wurde.  Diess  ist  zn'ar  ganz  einleucbtend ,  doch  wegeD 
ler  häufigen  Anwendungen,  »eiche  davon  gemaclit  werden  sollen, 
ind  um  in  Zukonft  stets  mit  vulliger  Bcslimnilheit  sich  daranf 
Beziehen  zu  künnen,  wird  man  es  hoffentlich  nicht  ganz  iiber- 
ISssig  erachten,  wenn  die  wichtigsten  Fälle  des  Gebrauches  hier 
muhmals  in  müglicbster  Kürze  in  Erinnerung  gebracht  werden. 

Darch  die  Gleichung  H.  kann  offenbar  die  Anfangszabl  und 
Pifferenz  einer  jeden  harmonischen  Eonstante  von  den  darin  etwa 
Vorkommenden  Brtlchen  leicht  beTreit  und  demnach  alle  solche 
Konstanten  mit  rationalen  Anfangszahlen  und  Differenzen  Auf 
ndere  gebracht  werden,  worin  die  genannten  Zahlen  ganze 
Verthe  haben,  so  dass  die  Berechnung  der  letzteren  genOgt, 
ni  auch  die  erst  er  en  zu  kennen. 

I  Mittelst  der  Gleichung  I.  lä^-st  sich  jeder  Faktor,  welcher  4er 
^angszahl  und  Differenz  einer  Konstante  gemeinschaftlich 
HiD  sollte,  aus  denselben  herausziehen  und  hiedurch  die  K.on- 
^Dte  auf  kleinere  dergleichen  Zahlen  bringen,  wodurch  die  Rech- 
Bong  oft  wesentlich  erleichtert  wird. 

Umgekehrt  ist  es  müglich,  durch  die  Einftihriing  n«gec 
l'aktoren  nach  H.  mehrere  gegebene  harmonische  Konstanten 
«ifgleiche  Änfangszahlen  oder  anch  auf  gleiche  D'iffe- 
(t«il»ii  zu  bringen.  Vorzüglich  die  letztere  Anwendung  erleich- 
tert Btt  die  Aufstellung  oder  den  Gebrauch  mancher  Gesetze  be- 
Kleittesit. 

Noch  musn  angeführt  werden,  dass  man  durch  die  Gleichung  II. 
jo  den  Stand  gesetzt  sei ,  jede  harmonische  Konstante,  in  welcher 
Aofangszabl  oder  Differenz  entweder  algebraisch  irrationale 
ider  auch  konipleie  Werlhe  haben,  in  eine  andere  unizuwa»* 
Mn.  in  welcher  nach  Belieben  die  Aufangszahl  oder  auch  die 
SKferenE  rational  oder  reell  ist,  was  vorzüg&:b  rilcksichtB^ 
Ict  Differenz  von  Nutzen  sein  kann.  Auf  diese  Verwandlungen 
it  bereits  in  den  §§.  13.  und  14.  hingewiesen  worden. 


den  beiden  Theilen  der  Gleichung  I.  des  §.  S. 

=  1  gesetzt  und  dann  unter  Voraussetzung  der  uu- 
eben   Zunahme  von   n,    während   m  endlich  bleibt,    auf 
l_  GräDien  übergegangen ,   so  ündet  man : 


e  (iraDien  uberf 


Die  harmonischen  Reihen. 


11111^"^"— ^/(m+H)~|  =  S  +  llmr     S     —-,/(«• +4 
:er 

lim  r"«   -  -■  /(w  +  n)\  =  S  +  lim  (      S      —  -i  /«l 


oder  vennüge  §.  15.: 


tforaiiH  ferner 


folgt. 


welchen  Gleichungen  offenbai 


t  gaiise  i 


I 


Mittelst  dieser  Gleichungen  l£s8l  eich,  nie  man  leicht  a 
wird,  die  Anfangszahl  einer  jeden  gegebenen  harmonisch! 
Konstante  um  ein  beliebiges  Vielfaches  der  Differens  b 
wohl  vergrüssern,  als  auch  verkleinern,  was  zuweilen  n 
rtatzen  angewendet  werden  bann,  wie  sich  bald  zeigen  wird. 

§.  20.  I 

mmmt  man  in  der  Gleichung  I.  des  §.  18.  11  =  - 
gibt  sieb  daraus  sogleich : 

I.        C    =~  C. 

~a\-d  a\i 

woraus  man  flieht,    dass  jede  harmonische  Konstante  1 
Veränderung  der  Vorzeichen,    sowohl  der  Anfangseahl, 
zugleich  der  Differenz   in   ihrem    Werthe    keine    Aeni|j 
erleidet,  sondern  nur  ihr  Vorzeichen  wechselt. 

Durch  die  Subtraktion  von  -,tn  und  den  sohinigen  U^ 
auf  die  Granzeo  bei  unendlichem  Wachslhum  von  n  folgt  j 
Gleichung  II.  des  §.6-,  wenn  darin  r^l  angenommen  1 

limf  S    —\lii\=ynn\     's"  — ^/nl—         S 

oder 

limr    S  -56.1  =  limf   's"   -'-/(„-_„,)1-        si 
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idiich  vermSge  g.  15.: 
IC.       C  = 


III. 


c  = 


t  Gleichungen  II.  und  III.  dienen  offenbar  zu  dem  Znecke, 
|ie  KoDsfante,  worin  enttveder  die  .^nfangszahl  oder  die  Dif- 
l&IIeio  subtraktiv  ist,  aus  einer  andern  herzuleiten,  worin 

diese  Zahlen  additiv  sind,   sobald  man  nur  dabei   fQr  m 

nze  Zahl    annimmt,    welche   zwischen  --,  nnd    -,  +  1 
da' 

Von  dem  Falle,  dass   -,  selbst  eine  ganze  Zahl  sei,  wird 

\  besonders  gehandelt  werden. 


5-  21. 

:uletzt  gefundenen  Sät?e  gestatten  nunmehr,  diejenigen 
BtUnptungen,  welche  in  den  §§.16.  und  17.  nur  angeführt,  aber 
nicU erwiesen  wurden,  vollständig  darzuthun.  lu  den  Gleichun- 
fien  IL  und  III.  des  §.  SO,  kann  nt  stets  so  ausgewählt  werden, 

1ii»md.—  a  gewiss  eine  additive  Zahl  sei,  woraus  dann  ver- 
OtttgB  des  in  §.  16.  bereits  Erwiesenen  folgt,  dass  C  gewiss 
mto  endliehen  Werth  besitzt.     Das  andere  Glied  '.S  ist 

t'die  Summe  einer  endlichen  Anzahl  m  von  Gliedern  und  daher 
p  ebenfalls  stets  endlich,  wenn  nicht  unter  den  letzteren  eines 
L  nrkommt,  dessen  Nenner  gleich  0  ist.  Hieraus  ergibt  sich,  wie 
[h  §.  16,  angeführt  wurde,  dass     C    und     C     in    allen    Fällen 


!nn  nicht  unter  den  Gliedern  von  S 

a-(iii-l)d|d 

rines  mit  dem  Nenner  0  enthalten  ist,  unter  welcher  letzteren 
Vsr&ueeetzung  die  beiden  bezeichneten  Konstanten  offenbar  un- 
'idlich  gross   werden.     Bemerkt   man    hiezu    noch,    daas   die 


Glieder  von  S  ihren  Werthen    nach 

B-{.m-\)i\A 

»of  ihre  Vorzeichen  ganz  dii 
Cliedet  von     5    oder  auch 


ind   ohne    Rücksicht 


lämlichen  sind,  wie  die  m  ersten 
n    iS    ,    nur  in  umgekehrter  Ord- 


tmarz    JWr  hatmomitehen  /telAen. 

.  ^  tet  MedvTch  die  BehaoptuDg  des  §.  H.  nl 
birinC.  diss   nämiich     C    und     C    stet«  enc 

■k^.  Bit  atletniger  Ansnalime  des  Falles,  wei 
hr  MS«fcSrigeD  Reihen      S     oder     •$     eines  ni 


n    nelchem  Falle  jea< 


Konstanten  a| 


Ute*  iBobw  ABsaabmefall  dann  eintrete  nnd  nur  dann  eJDln 
iMti  käBB*>  ytam  a  imJ  tt  uDgleicfae  Vorseichen  haben  md  HD 

llBidk    ,  m»9  gBAse  Z^t  ist,  mrd  man  leicht  sehen  nnd  mxii 

iHtÜk  4  ^  IL  b«n;its  angeführt. 

Wa«  iwner  die  la  Ende  des  §.  17.  noch  ausgesetzt  gebliebeii( 
IbKMkeidnug  über  div  Beschaffenheit  der  dort  durch  P  benict 
•Hüwi  Z&U  iii   dem  Fall«,    wenn     C    selbst    nnendlich    groM 


t  sullle,    aiitwlangl,   er^bt  sich  i 
tu    a^ia  -^  ßi  setil,    das^ 


C 


s    + 


wraaM 
mm  HWM 


!><L  bft  biot  fär  m  jede  beltehige  ganze  Zahl  genornm«!  * 
datit  lÜMt  »ich  m  stets  so  »uswähleo,  dass  md^a  ist.  Dilta 
tllwMi  Vorkiwfttttxuug  ist  offenbar,  nenn  d  additiv  ist,  aacfa  mih 
«ddltiv.  >v>w  auch  c  i$ein  mag,  und  folglich  trird  TennOge  da  il 
5.  17.  ItQtvtt«  Brt>ie8«aen  auch  in         C        das  Ton  t  unabhäHär 

t^lmd  ^«»isj»  einen  endlichen  \Vt<rth  haben.  Sollte  hisgegSl 
<J  »ubUiklKi«  B«in,  dann  würde  eben  dieE«s  aiKb  von  inrf  gdW 
nui  {-  <i  gewiss  aoch  sahtrakliv  nnd  daher  - 
<ti«  -~il  additiv  sein. 


Nm  h»t  nun  «ber  vcnnSge  L  in  9-  30.: 
r       =-         C        . 

tat  Wl  i\at  vwu  t  uiiäbhäu^i^e  Tb«U  ia  C 

>    nxi    turkvhlUtot  ZeWh«o.    ni«   in  C 


4 

der  nSaSchi 
,  wommI 


KHi   l'ktiU  auch  in 


additiv  sind,    nnd   da  dieser  IrtzM 

NachgeHienenen    cndlicb  tnti -V 

C        gewiss  endlich  nein.   Bfl 


L_a^^Mcl).    iIms   iu    den   otMg«u    Werthe   mt 
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lite  (ilied  ia    allen  Fällen  so  beschaffen  ist,  dass  darin  d«r 
TOI  I  unabbäagige  Theil  gewiss  endlich  ist.    Dasselbe  gilt  abeT 

uch  lou  dem  ersten  Glied«     S    ,    n-eil  diess  dip  Snmme  einer 

codlichen  Anzahl  von  Brüchen  ist,  deren  keiner  den  Nenner  U 
hben  kann,  was  auch  «,  ß  und  d  für  reelle  Zahlen  bedeuten 
nigen,  tvenn  nur  nicht  a  und  ß  zugleich  0  sind,  in  H'elcbem  Falle 
die  Änfangszahl  (ct-f^O  nicht  meür  komplex,  sondern  selbst  0 
IHD  würde.  Demoach  niuss  auch  die  Summe  der  beiden  Glieder, 
Bimlich      C    ,  die  deiche  Beschaffenheit  besitzen,  dass  der  von 

i  unabhängige,  mithin  reelle  Theil,  der  eben  in  g.  17.  durch  P 
ieieicbnel  wurde,  in  allen  Fslleu  ohne  Ausnahme  einen  end- 
liehen Werth  hat,  nie  diess  in  g.  17.  bereits  von  dem  Faktor  Q  , 
des  *on  I  abhängigen  Theiles  erwiesen  worden  ist. 


I 


B  auch  aus  der  in  §.  7.  gefundenen  die  entsprechende  Giei- 

'  die  harmonischen  Konstanten   abzuleiten,   ziehe   man 

t  ersteren 


fttd 


fe+w'«+:;:s^''+-+;;5'«=7/^('"'')-5''" 


■"mrf 


^md 


md 


»  Datürlich  zum  Bebufe  der  Richtigkeit  auf  der  linken  Seile 
»der   als   vorbanden   angenommen   werden    müssen.      Durch 
F  Subtraktion  nnd  indem  man    bei   unendlicher  Zunahme  \ 
I  Gränzen  übergebt,  erhält  man  sogleich: 

mlige  ^.  15.: 


Von  dieser  Gleichung  verdient  ein  einzelner  darin  enthaltener 

t  Wegen  seines  häuügen  Vorkommens  noch   besonders  hervor- 

*    D  zu  werden.     Setzt  man  nämlich  a^=d=.\,    so  gebt  die 


c^  c^^  C+....+  c  =  c+/m 


J 


-^  mr      jii  mrmaiu€\en  Reihen. 

iftr        -iraas  -len.    lurrn   iie  :^ntr3ktion  von 

r  =ic 

•aiB         .'S  1 1 

.cff      -esn   aan  !üerm  inMOtt  ii  den  zor  Bezeichnnog  der  Dilfe- 
■1^   .e^öiiiuicii   Jizeweodecen  Bacfastaben  d  setzt, 

/-et    .em  «icoraucxie  iieser  Kleichanseo  darf  man  nicht  aas- 


■•-  1 


1  ^ 


'.tii    :id*«a.    las«   ier  Bachstabe  m  in  I.,   so  wie  der  an  die 
^  -^ne  ^iai>  =^:^4e^ea  ^ncreiene  Buchstabe  cf  in  11.  keine  andere,  als 
-:jcr    ^i.:iT     iddicive   Zdhl    bezeichnen   dürfe. 

le  ukOicd.  1  jriichkC  eiuewiehtisre  Beziehungaas,  welche  zwischen 
rii  ^uf  t)illier«u^  !iiü  geiiürieen  Konstanten     C  y      C     ,       C    »••• 

a\md     a-\-d\md     a^24\mi 

Stacc  fiac  und  vermöge  welcher   eine  von  diesen 

\^:n».au4efi  Mi6  .iilen  übrii^eu  mit  Zuziehung  des  Werthes  von 
^i.tii«  oettKÄiutii  *>>erueu  kaim,  wo  die  Differenz  der  letzteren  d 

i.  Cid  uii(|uü4ef    rhed  lier  trüberen  md  ist. 

*. 

.-  int)  c'üou  ^oiche  i>eziehuug  zwischen  den  Konstanten  C,  C, 

l\ii\d 

tf4^i  liio  ivleicliuu^  U.,  von  welchen  daher  ebenfalls 
.0  .  .  IV     u»    '.lüu    ibii^eu  bei  vorausgesetzter  Kenntniss  von 


V  .  ■     .-.    lOtdMiuiijk;  1-   ilo«  vj.  '22.   sollen  zunächst  einige  Fol- 

,» .»  »»vitiiMi,   %«cicho  zwar  für  die  Berechnung  der 

.  .« .u  .     v>>i<  •'•»«•u'ti  iibiio  ltt)«iomiere  Wichtigkeit  sind,  aber 

1.  ..  L.^.'i  .1     i«'«4u-ii\«-'u»^«wi'ih    erscheinen    durften,    um  eine 

...  u-  •«  ,.  ««.*iiv4u-*i   Mud  iibcrdie«s   etwas  später  zu  eioem 

ii...«t<   ..1^«  iiouiloi  «»«»rdeu  sollen. 

<•    14  ««uuvbuii^  1.  de«  §.  22.  m=:2,  wodurch  die- 


V«  ••  "•■ 


r 
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bergebt,  und  nimmt  hierin  anstatt  a  nach  und  nach 

o+d.    a+3rf,    «+7if.  ....a+(2"-»  — l)rf,    o  +  (2"-'~l)d 
ind  gleichzeitig  anstatt  d  beziehuugsM-eiee  die  Wertbe 

M,    id.    8(i, ....  2"-*.d,    1«-'^.d 
an,  Bo  ergeben  ^ich  auf  diese  Weise  folgende  Gleichungen: 

C     =      C    +?,ß, 

-    .?...=    c.+  räß. 


Bin  der  Addition  aller  dieser  Gleichungen  können  auf  beiden 
Seitm  des  Gleichheitszeichens  diejenigen  Glieder,  welche  sich 
obnehln  gegenseitig  aufheben,  sogleich  weggelassen  werden,  wo- 
'  ivnb  nach  Summirang  der  geome  Iris  eben  Progression 

1  1  ß  1 

ödes  Ergebniss  zum  Vorschein  kommt: 

:;  +   c  +    c  -V   c   +...  +       c       +      c 

-pM       o+d|4i(       a-f-3dp(i     o+Tdlifiri  a+(l"— '-l)i(|a''d     oH  (a"— l}dja''d 

;  Diesem  Ausdrucke  kann  noch  eine  andere,  zu  dem  später  davon 
>u  machenden  Gebrauche  etivas  besser  geeignete  Form  gegeben 
*Hden,  indem  man  darin  a=.{V-\- x)d  setzt,  dann  den  lu  den 
AlEingszahlen  und  Differenzen  aller  vorkommenden  harmonischen 
iSnuBtanten  gemelnschartlichen  Faktor  d  durch  Anwendung  der 
vieichuDg  I.  des  §.  18.  aus  denselben  herauszieht  und  endlich  den 
nenoer  d  durch  die  MuUiplihation  der  Gleichung  mit  demselben 
|Uz  ans  ihr  wegschafft.    Auf  diesem  Wege  erhalt  man: 


A46  Xnar:    Die  karmoniscAen  Beiken, 

II      C   ^   V  +    C  +    C  +.^+      C      i^     c 

i-f4j«     »f4H4     *f»l»     ^»116  i"-V*l*"     «*+*n^ 

In  di^NMNii  AiMMlrack»  dirf  it  jede  beliebige  ganze  additive  ZaU 
beUenteik«  Lteet  wen  onui  »  «nendlidi  wachsen  und  geht  i^f  jie 
tttäiijieu  über,  «a  erkennt  naD  eogleich,  dass  unter  dieser  Vor- 
aii««»e4aiittg  dad»  letal»  auf  der  iiaken  Seite  des  Gleichheitszeichens 

jUebettde  Glied  ve«  selbst  verscbmndet,  weil  dasselbe  hiebe!  in 

• 

ükb  ^eKwaudeU.  Jdle  9mi»ma,  anf  der  nämlichen  Seite  k» 
GleicbbeibMeAcheiii»  beliiidMcheft  «fieder  bUden  bei  der  angege- 
b^u^u  VoraiAöcMitaiui^  (rfhubar  ein»  unendliche  Reilie,  dem 
^Ugeiüe>n^>  Glied 


itt(  und  Jeceifc  MLoifc^eiiiBem  leielit  nad^ettioagii  wq-de«  Hm    Oem 
hjUM^rbirt.  UMN^  di*  <)bi||ii  ^iissilidtolft  geling  CXM  dnch«» 


U»ec4u«k  iei^c  d^nii; 


C 


■  j-      ..,«. —  » 


tft 


und  bei  dem  luh^ndttote»  WadtaAnnw  «oa  »  ühm: 

r 


der  unQndli«)i^  S»^  älr  jfifXm^  ^Kfftft  ^mh.  4r 


r 

Aar  der  rechten  Seite  des  Gleichbeilszeichens   ia   der  Glei- 

ehoDg  II.  ist  DDT  der  Paktor  2  —  ^^^^^    *  o"    «    abhängig    und    die 

GtiotA  deseelljeii  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  ist  offen- 
bu2.  Durch  diese  Betrachtungen  ergibt  sieb  demnach  die  metk- 
Itflniige  SuDimirung  nachstehender  unendlichen  Reihe: 

III. 


Aos  der  in  §.  15.  gcrundenen  RelsrtioD  I.  läest  sich  noch  eine 
andere  sehr  wicblige  Eigenschaft  der  harmonischeD  Konstanten 
deildten.    Multipltzirl  man  nämlich  erster«  durch  d,  so  erhält  man: 

d.C  =  lim{d.S—ln], 

nnd  auch,   wenn  hierin  a  und  d  bezieh  an  geiveise  mit  Oi  und  d, 
Tertaoscht  werden, 

d^.  C  =Um[rf,.  S  —In], 

nXäeh  darcb  die  SubtraktioD  dieser  von  der  Trüheren  Gleichung 

d.C~di.    C   =Vim[d.S—di.    S   1. 

a[d  a^ld,  a]d  njd, 

Nin  ist  aber : 

j  «.-^  ,      '^      ,       '^       I      *^       I        1  ^ 


lolglicti,    wenn    man    diese   beiden  Wertbe  von  einander  abzieht 
lud  die  gleichvielten  Glieder  von  beiden  mit  einander  rereioiget, 


_  doi  —  adi 


doi  — adi 


"*"-  +  (fl  +  («-I)d)(ai  +  () 


(a+(i)(ai+di)'^(«+2d)(ai+.H) 


''■.fr''"-,*,  =*'^'''""^'t.+(«+d)(«,+rf.)'(a+2d)W+H) 


+  ..,.+ 


(«+(«-I)d){a,  +  («-l)d,). 

Oio  liier  Ktvischen  den  Klammern  entbaltene  Reibe,  wenn  ät 
als  uiiie  oliiie  Ende   fortgesetzte  betrachtet   wird,    ist,    wie 
leicht  siobt,  für  alle  Wertlie  von  u,  d;  »i,  (/|  koDvergent, 
mit  Ausnahme  derjenigen,  in  welchen  entweder  a  =  0  oder  (^=ft 

uhtraktive  und    zugleich    gunii 

mg  der  eben  erwähnten  Fälle,  in 

wvluban   diese  Koihe  unendliclt  gross  nird,   zugleich  aber  ueb 

ilvm  scboH  früher  Erwiesenen  eine  der  beiden  Konstanten  Cti» 

C     ebenl'ulb   unendlich  gross  ist,   hat  man    daher  bei  dem  i 
«ndlicheD  W4chsen  von  h  : 


lim{rf.«  — rf,.  S  ]=(dat~ad,).S 
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und  wenn  dieser  Werth  in  der  vorher  gefundenen  GleiehUDg  ■■t' 
stiluirl  uird,   auch: 

1 


Diese  Cilelchung  ISsst  eine  andere,  der  Form  nach  etirv 
reraehtedena  Dorsletlung  in.  Nach  demjenigen,  was  in  §.  9.  iHw 
dt»   rlohtij^   Bedeutung  der  Zeichen  5  and    5     gesagt  yntit> 

bvMtehu»!  d.ii—d,.  S    die  ohne   Kode  fortgeselEle  Reihe  ilf 

ai  a,!il,  ° 

HHederweis^Dl'nterschiede der  onendlicheo  Reihen  d.S  und  (^.5- 

Uft  null  uach  dem  Vorhvrgebeaden  diese  ratetschi«de  eine  k>B- 
vergwnl«  Kelh«  mit  dorn  aUgvineiiien  Gliede 

rfitt -tdi  _,.  . ,  /  1 


(«4(.-l>^K«^  +  («^|> 
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Die  Gleichungen  I.  und  II.  nehmen  eine  noth  elwas  einfachere 
Bestall  in  dem  besonderen  Falle  an,  irenn  di=d  ist,  neil  unter 
lieser  Voraussetzung  in  beiden  Gleichungen  der  gemeitischafl- 
Iclte  Faklor  d:=di  durch  Division  sich  tvegschaffcn  lässt.  Mau 
srhSit  auf  diese  Weise : 

in.    c  -  c 


=  (a,~a)S 


nd 


IV.     C 


(«+(«-l)d)(ö,+(B-l)rf) 

s  —  s  . 


In  §.  18.  ist  bereits  gezeigl  worden,   wie  alle  harmonischen 
iBstanlen,   welche  Ferschiedenen  Oifferenzen  zngehi: 

igkeit  auf  gleiche  Differenzen  sich  bringen  lassen.  Dess- 
lADen  die  einfacheren  Formeln  III.  und  IV.,  obgleich  nur 
I  besonderen  Falle  geltend,  doch  für  alle  Fälle  der 
Bnng  als  ausreichend  betrachtet  werden,  wenn  man  nur  jede 
B  allerdings  nur  geringe  IVlühe  nicht  scheut,  alle  harmoni- 
Konstanten  auf  gleiche  Differenzen  zu  bringen,  wenn  sie 
^cfal  etwa  ohnehin  bereits  bähen  eollten.  Von  dieser  Be' 
Knog  auf  6en  gedachten  einzelnen  Fall  wird  in  der  Folge 
sr  Weise  nur  dann  wirklicher  Gebrauch  gemacht  wcr- 
faiedurcb  irgend  ein  erheblicher  Voriheil  erzielt  wer- 
sei  es,  dass  eine  aufzustellende  Regel  einfacher  sieb 
|cten  oder  die  Anwendung  einer  solchen  sieb  beträchtlich 
I  Ansfiibrung  bringen  lässt. 

S.  25. 

)  Gleichungen  des  §.  '24.  werden  in  der  Folge  dazu  heniilzl 
;  der  barmoniscben  Konstanten  bei  der 
nug  solcher  unendlichen  Reihen,  welche  aus  harmonischen. 
jSasammenziehung  ihrer  glcicbvielten  Glieder  entstehend 
t  werden  können,  darauf  zu  gründen.  Gegenwärtig  aber, 
Esicb  erst  um  die  Berechnung  jener  Konstanten  und  Auf- 
\g  ihrer  gegenseitigen  Beziehungen  handelt,  nicht 
1  die  Art  ihrer  Benützung,  niuss  vor  Allem  näher  outer- 
r  Gebrauch  von  deu  gefundeneu  Gleichungen 
■  gedachten  Zwecken  sich  machen  lässt. 
1  der  dortigen  Gleichung  I.  folgt  unmittelbar 
-ad, 


1.    c=S.  c  +'^ 


s.s 


(o  +  (n-l)<B(a,  +  (n-l)il,)' 


1 
1 
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uod,    <Te»n  hierin  a|^^  =  l  angenoaimen  wird, 

i»d«r  eadllck,  «renn  anslaJt  des  Summen  zeichen 
a«lbe  daivesteltte  Reihe  aelb«!  eingeluhrt  nird, 

Durch  dies«  Gkichim.i^n  Ist  es  offenbar  müglich, 
■■r  etse  eiacise  karmaobche  KoostaDte    C    bekannt  ist, 

O,  I  dl 

da$«  SM  nkht  etn«  lu  den  rn  §.  24.   angedent 
^rhilrt.  jede  aodete  solche  Konstante    C  A 

r  kaBTergeDten  unendlichen  R 
I  II.  und  III.  zeigen,  ist  dian 
tanadhvr  autk  4mnik  4ie  der  Form  nnch  einfachste  Kon«! 
C  mttH^tkmt.  «•   Ans   bib   eieentUeh   our   nülbig   hätte,   e 


«tm>%««eltfceK   I  li  H      C     «der  auch     C    durch  die  inj 


^■m^t.  <Miit  4ik«l  MW  kvaTCTjeele  Bäben  nr  Aiwnj 
^MWiH  AM»*  M  *MKc4«r  A«IGhnw  Hleriiegt  diese 
ttüÄ»  «te«W  he *!»»••*<»  C>4w«We,  KctI  die  in  den  oV 
•ttilLlijr-  <<»<tiMiiiiin  imMAi»  Reihen  um  sehr  l> 
«%«  ^M«««4^iN«.  w«M^dh  «laW  tte«  c«W  hdncbtliche  Au 
UteW  ti:tk»<>M-  it>»t  hiMMe  «*it  acbr«te.  als  bei  Benützang 
ttvjfc«  W4-  4««  $.  Mh  MB  yfcfcfci»  I««ite  «cfcnlerlich  sind, 
M«k4MiM  «<*ti>««  «HHa.  «n  «iae  veriM^,  etiras  bedenli 
\Uw«MA  ***  mmvIm..  Sw  a.  B.  «iHea  ■  4er  Folge  die  W« 
nMtfci»i»t  lmwM*>«B.-*<*  KoostaniHi  Im  H  Detlnulstellen  fn 
lumiaihnn  w(e«4M^  *«feh«  miX  RMi  4er  Ferad  IIL  des  $.  M 
<e«toH*b*M»w%  mAx  Icawer  Zejt  tei«*i>e<  wurden,  währ 
-aB-a*!  4m  t  oivuati«*  MvHMMkMs  nel  aa  fcara  ^ein  wSrde, 
^  iywiM«tht>»>.-h»»w  AtW4I  «wes  Harnw  imA  die  hier  nl 
4Mfl|»i.»i»t»i»  tvM«M-ta  anch  aer  esae  etuiii^  tm  ihoeo  In  glel< 
:j^Mt^  <mJ»k  *«  l.'SkaM«.  I4«>j«  BiAet  cia  asfUIleivdes  Bei* 
•hm-  >tt'^«*k*K  0^  Vwhi—rft  «docr  h*l>hiaengMtiii ,  daher  e^ 
,  «MWdtMtc«  R«iU  ««e  ti»er  «irklich  konvei 


J 
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S.  26 
man  im  Stande,  die  durch  Sr- 


(«+(«-l)^C«.+{'— IK) 

rente  Summe  iro  allgemeinen  milteUt  einer  geschlosse- 
alytischen  Formel  auszudrüclcen ,  ohne  dabei  die  Eennt- 
Dissder  harmoDischen  Konstanten  scfaon  vorauszusetzen,  so  nJIrde 
&t  Gleichung  1.  des  §.  35.  eine  bestimmte  Beziehung  ziriscben 
|tn  beiden  Konstanten     C    und      C      aogebeii,  vermöge  welcher 

Ul  eioe  durch  die  andere  berechnet  werden  liönnte.  Zwar  ist  die 
DtldiSgtichkeit  einer  solchen  Darstellung  keineswegs  ern'ieseii 
nrden,  doch  ist  dieselbe  bisher  wenigstens  noch  Miemaitdem 
Jllangeti.  Wobl  aber  kann  die  gedachte  Siimmirung  in  einigen 
htflonderen  Fällen  wirklich  ausgeführt  irerden,  unter  welchen 
rUmgSWeise  Einer  hier  yon  Wichtigkeit  ist,  weit  er  nicht  mir 
)iM  bedeutend  ausgedehnte  Anwendung  gestattet,  sondern  zugleich 
btauB  Folgerungen  sich  ergeben,  welche  aus  den  übrigen  im 
Vtrbei^ebenden  schon  erwiesenen  SSIzen  nicht  würden  abgelei- 
llt  irerden  können. 

Aus  der  Theorie  der  goniometrisch«n  Funktionen  ist  bekannt, 


jt.tos-3-=^- 


"Ifd  —  a"*"  2(^  +  0      3rf- 


od«,  wenn  man  die  Glieder  paarweise  zusaniineazieht: 
d— 2a 


^+  ■ 


M,  was  mit  Uiife  des  SumroenzeicheDS  dnrcb 

UlgedrSckt  wird.    Setzt  man  aber  In  der  Gleichung  III.  des  Q.24. 
^!=d  —  a,   so  geht  dieselbe  in 

Hfl  woraus  sogleich 

\.     C  —    C    =jCotans— T 
B I d      d~a ^d      a  °  a 

*{,     Mittelst  dieser  Gleichung  kann  nno  jederzeit  «ine  der  bei- 
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und   ^^^1 


I 


den  Konstaulen    C  od«r 

ai<i  4 

bekanoten  \V«rlbe  von  n  ood  cotang^*  gefunden 


Wie  man  neiss,  lassen  die  übrigen,  aus  dem  Sinus  und  li.os\- 
niis  durcb  Division  entsginn^enden  gonio metrischen  FanküoDen, 
nSnilich  die  Tangente,  Sekante  und  Kosekante,  ebenfalls  Zerle- 
gungen in  abiilicbe  Reiben  von  konvergirenden  Brücben  zu,  wlj 
die  eben  angewendete  der  Kolangente.  Hiedurch  künnte  nianiicb 
ivohl  zu  der  Vermulhung  verleiten  lassen,  dass  vielleicbl  ans  den 
gedachten  irelteren  Zerlegungen  noch  andere,  von  der  vorhergetetid 
gefundenen  I.  weeenllicb  verschiedene  Kelationen  zniscben  eini- 
gen bestimmten  harmonischen  Konstanten  sich  ergeben  dfirflen. 
Diess  ist  jedoch  keinestvegs  der  Fall,  vrie  man  ^ich  durch  eiM 
spezielle  Untersuchung  leicht  überzeugen  kann,  vielmehr  «blll 
man  aus  jeder  anderen  der  angedeuteten  Zerlegungen  immer  me- 
der  die  nämliche  obige  Gleichung  oder  eine  von  ihr  nicht  tveMDl* 
lieh  verschiedene.  Der  Grund  dieser  Identität  tvird  auf  der  Stell« 
einleuchtend,  wenn  man  bedenkt,  dass  aus  der  Zerlegung  deij 
Eotangente  jene  der  drei  (ihrigen  genannten  goniometrischet 
Funktionen  sich  herleiten  lassen  und  auch  gewöhnlich  auf  di«^ 
Weise  gefunden  zu  werden  pflegen.  Hieraus  folgt  aber  DflA', 
wendig,  dass  die  letzteren  Zerlegungen  keine  anderen  ErgebnlHi 
zu  liefern  vermügen,  als  nur  solche,  welche  in  der  Zerlegongder 
Kutangente  ihren  Grund  haben,  und  eben  desshalb  auch  aus  >l!^ 
ser  letzteren  sich  entwickeln  lassen  mfiseen.  Diese  BetrachtDlg, 
zeigt,  dass  man  nicht  nuthig  hat,  in  eine  umständlichere  Va'Blt- 
suchung  hierüber  sich  einzulassen. 

§.  27- 

Die  harmonischen  Konstanten  stehen  mit  zwei  in  die  Aoil^ 
sis  bereits  seit  längerer  Zeit  aufgenommenen  FunktionsformeD  i" 
einer  sehr  einfachen  und  lercht  nachweisbaren  Verbindung,  näo* 
lieh  mit  der  von  Gauss  eingeführten  und  durch  J7i  bezeichne 
ten  Funktion 


nz  = 


"(r  +  lJ{r  +  2)(2  +  3)....(i  +  w)' 


sich  das  Zeichen  lim  auf  das  unendliche  Wachsen  von  n  be* 
lieht,  und  dann  auch,  wie  hieraus  von  selbst  folgt,  mit  dem  tA 
Enicr  zuerst  betrachteten,  desshalb  von  Legendre  mit  dV 
Namen  des  Euler'schen  Integrales  der  zweiten  Art  belegteo  na'' 
durch  Vi  bezeichneten  bestimmten  Integrale: 
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^^  =/'  (4)-' «- 

o 


Um  diese  Verbindung  zu  zeigen,  setze  man  in  dem  angegebenen 
[rertbe  von  JIr :    2  =  — ^ .     Dadurch  erhält  man : 

a-d 

_a — d     ,.  «!.n  <*  .d^ 

n  — =—  =  lim 


a(a  +  d)(«  +  2rf)...-(a+(«— 1)Ä)* 


od  hieraus,  wenn  man  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen 
■mit, 

ff^^=iim[/(n!)+^5^./n+«W— /a— /(a+cO— /(a+2d)—.... 

....  — /(a  +  (n— l)«^]. 

nrch  das  Differenziren  dieser  Gleichung,  nicht  in  Bezug  auf  n^ 
mdem  filr  die  als  veränderlich  betrachtete  Zahl  a  ergibt  sich 
iiaus  ferner: 

"^^limT^n        1       -1 l J  1 

"ü       — "™Ld'^      a'^a  +  d     a+2d     ""     a  +  (n— l)rfj 

der 


'emnach  ist: 


1.      C  =  —  ör;         : 


>der,  weil  vermöge  der  bekannten  Eigenschaften  der  Funktion  Uz: 


lann: 


nd  endlich : 


in^^=id--ia+in2» 


aa        ""      a^     da 
Theil  XLI.  24 
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Darch  diese  Formeln  Ut, 
(larmoDiachen  Koostante 


Logarithratts   i 


da    ' 

lan  siebt,   die  Abhfi| 
dem  Differentialqu* 

-y—   oder  auch  von  \ 


natfirlichen 
drückt. 

>Vafi  noch  die  Verbindung  der  Konstante    C  initJ 

a1<t  J 

aurgesteltten  Euler'schen  Integrale  oder  der  FunktiQ 

langt,  folgt  dieselbe  aus  dem  bereits  Nachgewiesc 

Denn  es  ist  bekanntlich: 

mithin : 

„a~d_  „a 


III,     C  = ä-^. 

Durch  <Jie  Umkehrung  der  Auflösung  können  offenbag 
Gleichungen    auch    die  Werlbe  der  Funktionen  Ilt 
zunfichst   ihrer  natürlichen   Logarithmen   durch  die 
Konstanten    ausgedrückt    werden.      Man  findet  auf  < 
wenn    a  =  dt  gesetzt  wird: 


IV.    mi  = 


— /  C  .dt  =  h-fC.dz 


Die  eben  gefundenen  Gleichungen  sind,  nie  niaf 
sieht,  nicht  geeignet,  nm  aus  einem  gegebenen  b4 
Werthe  von  IIz  oder  A  den  zugehSrigen  Werth  von  C^ 

«|t 

gekehrt  unmittelbar  zu  berechnen.  Mittelbar  aber  kSMÜ*  i 
Zweck  erreicht  werden,  wenn  man  im  Stande  wäre,  txM 
Funktionen  Ilt  oder  Ft,  oder  eigentlich  ihren  natürlichen  I 
rithraen,  im  Allgemeinen  mit  Hilfe  der  übrigen  in   der   Auj 
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;ebrSochticb«n  riinktionen  entiretier  durch  einen  gesclitosse- 
nen  Ausdruck  oder  durch  eine  unendliche  Reihe  darzuslellen. 
Das  erstere  ist  trenigstens  bU  jetzt  noch  Niemandem  gelungen, 
und  mnn  darf  wohl  der  Vermuthun^  Raum  geben,  obwohl  ee 
ucht  erwiesen  ist,  dass  es  äherhaupt  nicht  müglich  sein  dOrfle, 
diMänner,  wie  Euler,  Legendre,  Gauss  und  andere  ausge- 
idchnele  MatheraatiLer,  welche  sich  mit  jenen  Funktionen  be- 
ecbäl'tiget  haben,  es  nicht  auszuführen  vermochten.  Mnn  masste 
lieh  ilalier  begnflgcu,  zur  Berechnung  von  lllt  oder  iri\-\-i)  nn- 
tndliche  Reihen  aufzustellen,  aus  welchen  nun  nach  §.  27.  durch 
Differenziren  derselben  eben  solche  Reihen  zur  Hercchnung  der 
Verlbe  von     C    ahne  alle  Schwierigkeit  hergeleitet  werden  kSo- 

Hn.  Allein  als  Ergebniss  dieser  flerleilung,  wenn  sie  wirklich 
lorgenommen  wird,  gelangt  man  nieder  zur  nämlichen  Reihe, 
welche  bereits  in  §.  10.  anf  einem  anderen  Wege  gefunden  wurde, 
oder  dncb  zu  einer  solchen,  die  aus  der  letzteren  leicht  sich  ab- 
leiten ISsst.     Auf  diese  Weise  liefern     daher    die    für  ITIz  oder 

[lr(l-fi)  bekannten  unendlichen  Reihen  kein    neues  Hilfsmittel 

jnr  Berechnung  der  harnioniechen  Konstanten. 

Ueberdiesa  ist  es  den  Bemühungen  der  voran  gedeuteten  höchst 
■^fBlDiiigen  Männer  gelungen,  zw;B<;ben  den  Werthent  Vielehe 
ü«  Von  ihnen  betrachteten  Funktionen  J7:  oder  Fi  für  verschie- 
dtnti  doch  in  bestimmten  Beziehungen  zu  einander  siehende 
Htrlhe  von  z  annehmen,  eine  bedeutende  Anzahl  merkivijrdiger 
<UkI  lum  Theile  verwickelter  Gleichungen  aufzulinden,  aus  wel- 
chen »an  nach  §.  27.  eben  solche  Gleichungen  zwischen  verschie- 
deaen  Werthen  der  harmonischen  Konstanten    C    sich  aufstellen 

IsMen.  Wirklich  könnten  auf  diesem  Wege  alle  im  Vorhergehen- 
den bereits  erwiesenen  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  den 
lUTDionischen  Konstanten  ebenfalls  gefunden  werden.  So  z.  B. 
^  die  Gleichung  des  §.  2'2.  nichts  anderes  als  eine  Folgerung 
*■$  dem  von  Legendre  aufgestellten  Satze: 

r^.  r(i  +  ^) .  r  (?  +  ;r) , . . .  r  (!^' +  x) = r«^,t2:i)V .  „i-n-, 

'■  welchem  man  nur  beiderseits  die  Logarithmen  zu  nehmen, 
dUD  zu  differenziren,    aus   §.27.  di«  Werthe  zu  substituiren  und 

enJljcIi  x=—j  zu  setzen  braucht,  um  sogleich  die  vorbezeich- 
We  Gleichung  zu  erhalten.  Nun  vergleiche  man  aber  die  Art, 
^  Legendre  in  den  Exercices  de  calcul  integral  T.  II. 
r  Formel  ableitet,    oder  auch  den   Beweis,  welchen  Caucfay 


1 

4 


IJKFom 


-wr. 
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in  den  Exercicea  de  Matheraatitjues,  IS*"«  Livraison, 
von  gibt,  mit  dem  im  Vorgehenden  eingeschlagenen  Verhd 
lur  Aurtindang  der  Gleichung  I.  des  $.  22.,  man  tvird  dann  scili 
lieb  im  Zweifel  sein,  welche  Methode  in  Bezug  auf  KIsci 
Kürze  und  vielleicht  sogar  Sicherheit  den  Vor/.ug  verdiene. 

Hiezu  bemerke  man  ferner,  dass  man  bei  der  Betracbl 
der  durch  Fi  bezeichneten  bestimmten  Integrale  gewßbt 
von  der  Voraussetzung  auszugehen  püegt,  i  bedeute  i 
additive  rationale  Zahl,  ivekhe  VoraussetKung  dann  % 
auf  alle  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen  übergeht.  Ä 
bei  den  harmonischen  Konstanten  ist  die  Beschränbnng 
additive  und  rationale  Werthe  von  a  nnd  d  durchsns, 
zulässig,  weil  bei  dem  Gebrauche  dieser  Konstanten  ^ 
selten  Fülle  vorkommen,  in  welchen  (f  oder  d  nicht  nur  Ij 
rationale,  sondern  sogar  komplexe  Zahlen  sind.  lUaii  a 
hieraus,  dass  die  so  geartete  L'eberfragung  der  EigenschatllaO 
bezeichneten  Integrale  auf  die  harmonischen  Konstanten  Uiif^ 
unzureichend  zu  dem  von  den  letzteren  zu  machenden  { 
ausfallen  kann. 

Das  eben  Gesagte  in  Verbindung  mtl  demjenigen, 
in  §.  II.  über  die  sistematische  Einreihung  der  Lehlj 
harmonischen  Reihen  zwischen  die  Übrigen  Abtheiluog^n 
lysis  angefCibrt  wurde,  wird  es  genügend  erklären,  wesAt 
her  zur  Aufsuchung  der  Eigenschaften  der  harmonischen  ) 
stanten  von  den  schon  seit  längerer  Zeil  beltarrnten  RelliU 
zwischen  den  Punktionen  Tlt  oder  Ti  kein  Gebrauch  geM 
sondern  alles  aus  davon  unabhüngigen,  mehr  elementaren  6 
den  hergeleitet  wurde.  Diess  soll  auch  in  der  Folge  auf  die  I 
liehe  Weise  beobachtet  und  überhaupt  die  Integral rechnmig 
mals  angewendet,  sondern  den  davon  unabbSngigen  Uetbl 
stets  der  Vorzug  eingeräumt  werden. 


nien  uiiri 

1 

wesebtD 


dJ^ 


§.29. 
Die  Gleichungen  des  §.  27.  können  offenbar  auch  dRm3_ 
um  aus  der  als  bekannt  angenommenen  Funktion  C  die  Fad 
nen  I&  oder  Ti  abzuleiten.  Desshalb  ist  es  möglich,  im  6q 
satze  EU  dem  in  g.  28.  betrachteten  und  als  unzweckmSsa^ 
fundenen  den  gerade  umgekehrten  Weg  einzuschlagen,  1» 
zuerst  die  Eigenschaften  der  harmonischen  Konstanten  antb 
glg  von  den  beiden  anderen  eben  bezeichneten  Funklionen  ai 
sucht  und  aus  diesen  erst  jene  von  Uz  oder  Ft  entwb 
»'erden  können.     Diese  Ordnung  der  Behandlung  gewSbrtid 


tng  gewSbrtidL 
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thenrettecber  Hinsicht  wiL-htigen  Vnrlheil,  Hass  die  Lehre  von 
dm  härm  Oll  Ischen  Reihen  vor  der  Integralrechnung  und  auch, 
wenigstens  der  Hau[itsache  nach,  vor  der  Uifferenzialrechnuiig 
rorgeDomtnen  und  dnrt  eingereicht  nerden  kann,  wohin  sie  bei 
'  .idleniatischer  Einlheilung  aller  Zweige  der  Analyeis  eigentliuli 
phürt,  wenn  auch  späterhin  vielleicht  noch  eine  Ergänzung  nach- 
ptragen  werden  muss.  Ferner  erlangt  man  hiedarch  den  prakti- 
(cheli  Nutzen,  daes  dieser  Weg  nieistentheils  leichter  und  zu- 
weilen sogar  mit  grüsMerer  Sicherheit  sich  betreten  und 
Airchführen  lässt,  als  jener  des  g.  28.  Die  Richtigkeit  dieser 
Sthauptuiig  wird  man  schon  aus  den)  ebendort  angedeuteten  Bei- 
ifiiele  entnehmet),  sie  wird  aber  noch  einleuchtender  werden,  wenn 
nu  die  Mühe  nicht  scheut,  die  Vergleichung  beider  Methoden 
teiler  »orzunehmen.  Man  betrachte  z.  B.  nur  die  gewiss  nicht 
unbedenkliche  Art,  wie  Legendre  die  wichtigen  Enlwickelungen 
TOT  IVz  oder  ^Al+i)  in  Reiben  nach  den  lort  seh  reiten  den  Po- 
tenMn  >'on  :  vornimmt,  und  vergleiche  dieselbe  mit  der  in  der 
Folge  gebrauchten  Ahhieitung  der  entsprechenden  Reihen  für    C    ; 

iHttu  wird  dann  schwerlich  weiter  einem  Zweifel  Raum  geben. 
Biebei  wird  man  es  besonders  auffallend  finden,  das»  Legen- 
dre,   am  zu  seinen  Reihen  zu  gelangen,    zuerst  eine  Reihe  fßr 

-^  aufsucht  und  daraus  dann  dur«h  Integration  die  Reibe  für 
Ißlerleitet,  was  offenbar  nichts  anderes  ist,  als  dass  er  zuerst 
dia  Reihe  lur    C,  und  daraus  dann  auch  jene  für  IFz  entwickelt, 

folglich  rücksichtlich  der  Ordnung  keineswegs  den  in  §.  28.  be- 
Irachtelen,  sondern  eben  den  hier  hevorworteten  Weg  einschlägt. 
Wie  ohnehin  bekannt,  lassen  sich  die  Werthe  einer  sehr  beträcht- 
Ochen  Anzahl  von  bestimmten  Integralen  auf  die  Funktion  -g— 
wlet  «ach  §.  27.  auf  C  zurückfuhren.     Wenn  daher  die  Lehre  von 

d»B  harmonischen  Reihen,  wenngleich  vielleicht  nur  der  ersten 
Ordnung,  hei  Abhandlung  der  Integralrechnung  als  schon  dersel- 
ben vorhergehend  angesehen  werden  darf,  kann  überall  anstatt 
def  ersten  die  zweite  eben  angegebene  Funklioneform  ange- 
wendet und  hiedurch  die  angedeuteten  Integralwerthe  nicht  unbe- 
Ratend  vereinfacht  werden,  ja  hflchst  wahrscheinlich  wird  auf 
fllwe  Weise  die  Anzahl  jener  Integrale  n.ich  einer  ansehnlichen 
VergrKsserung  iahig  sein. 

Allein  der  eben  berührte  wichtige  (legenstand  würde  r.n  sei- 
^  Dur  einigermassen  vollständigen  Durchführung,  die  auch  erst 
IpÜter  vorgenommen  werden  könnte,     einen   beträchtlichen    Raum 


\ 
4 
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erfordern;  überdiese  liegt  er  keineswegs  innerhalb  des  gleid^ft 
Tangs  vürgezeichneten  Utnranges  der  gegenwEirligen  AbhaDdiuik 
Desshalb  soll  von  demselben  fernerhin  nicht  mehr  die  Reile  sei 
sondern  die  eben  darüber  gegebenen  Andeutungen  genügen.  Ni 
möge  es  gestattet  sein,  hier  noch  ein  Beispiel  beizubringen,  an 
weichem  man  die  Leichtigkeit  und  Sicherheit  des  Ueb» 
ganges  von  den  Eigenscharten  der  harmonischeu  Konstanten  db 
jene  der  Funktion  Fi  entnehmen  kann,  und  tvelches  zugleich  gv 
eignet  ist,  eine,  so  weit  dem  Verfasser  bekannt  ist,  neue  be 
merkensnerlhe  Eigenschaft  der  letzteren  Funktion   nachzuwelun 

Zn  diesem  Zwecke  ist:  eben  hauptsächlich  die  (ileicbangQ 
in  §.  !23.  aufgestellt  worden,  aus  nelcher  nun  die  entsprecheiil« 
Relation  für  A  gefunden  fverden  soll.  Vermöge  der  Formel  lU 
des  §.  27.   ist : 


Btr 


8ir\ 


C         :=■ 


(3^     ,  _J1&nl. 


m 


dx 


2"+»i' 


dx 


C    ^_^ir(l  +  x)  I 

i+jli  8x       '  I 

nürcb  Substitution  aller  dieser  Werthe  io  der  Gleichung  11.  dt> 
§.  23.,  nachherige  ftlulliplikation  mit  S.-c  und  Veränderung  allfi 
Vorzeichen  geht  dieselbe  in 

a;r('45)+a,r(^)+a,r(i±i)+....+3,r(?rLt£),i 

+  S"'(?^)  =  3mi+j)-(2.(2-jii),ii 

über,  aus  welcher  man  durch  Integration,  irenn  die  zugehlrig 
Konstante  durch  IC  be^eic^net  wird. 


dann  durch  den  Uebergang 
selbst ; 


k'on  den  Logariihmen  zu  den  ZahU 
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'(■¥)rQ¥)<^)-^^=^)r<^) 


i=r{l  +  ar).2  ^—i^-C, 


«der  auch 


r(i+|).  r(i  +  f).rtt+|)....rtt+J).ra  +  |) 

erhält 

Hier  erübriget  nur  noch«  auch  den  Werth  von  C  zu  bestim- 
neo,  was  keiner  Schwierigkeit  unterliegt.  Denn  wird  in  der  zu- 
letzt gefandenenGIeichong:r=0  angenommen,  so erhftit  man  daraus: 

(ri)».ri  =  ri.c, 

folgßch  ist: 

C=  (Fi)«, 


oder,  weil  bekanntlich 


ist,  aach: 


r\  =  TT* 


n 


C=  n\ 

Durch  die  Substitution   dieses  Wertbes  ergibt  sich  endlich  die 
Gleicbang : 

L 

^(4+f).ra+f).ra+|).-..r(i+|).r(i  +  J) 


=  r(l+ar).2""^*~  i»-i^' .  ifi. 


oder,  weil 


r(l+g)  =  g.rg  und   r(l+a:)  =  a:r^ 


«t,  auch: 

II. 


''(*+ f ) .  r(k + f ) .  r(i + f ) ....  r(i + 1) .  r| =r;r.2"-%- 

Wollte  man  in  I.  ebenso ,  wie  es  in  §.23.  IL  geschehen  ist« 
^mittelbar  92  =  oc  setzen,  so  wfirde  man  finden«  dass  der  zweite 
heil  der  Gleichung  unendlich  gross  werden  mässte,    was 


i 


KhüT!    du  lUttmoTtiseh^n  Reihen. 

auch  ganx  richtig  Ut,  tretl  uDter  die^ef  Voranssetsutig  darin 
Tli«jl  eilt«  nDeadliche  Faktorenfolge  wird,  welche  nicht  kc 
v«rgirL     lliTidirt  man  hingegen  1.  vorher  durch 


lg  darin 
nicht  kc 


und  tiinimt  (luiin  erst  n  :=:  co  an,  so  erhält  man  folgei: 
keiiHn-erlberi  Ausdrack  einer  aneodiichen  Folge   von  tconver^ 
dea  Faktoren: 


welcher  bisher  noch  nicht  liekaiiiit  gewesen  -i 


in  scheint 


§.  30.  1 

Die  im  Vorhergehenden  erwiesenen  Sätze  enthalten  die  ftl 
gemeinen  Eigenschaften  der  harmonischen  Konstanten,  i 
weit  man  sie  bei  dem  gegen iv artigen  Stande  der  Wissenscbift 
entmckein  vermochte;  sie  dienen  als  Grandlagen  der  Lehret 
diesen  Konstanten,  indem  aus  ihnen  alte  übrigen  Eigensebu 
()«r  lelxteren  sich  ableiten  lassen;  sie  sind  ferner  geeignet.  I 
wechselseitigen  Ueziehungen  zwischen  den  verschiedeneo  sin 
non  Konstanten  daraui«  aufnufinden;  endlich  bieten  sie  Bnttui 
llilfsmittel  dar  zur  Sunimirung  aller  jener  konvergenteo  UM 
liehen  Reihen,  welche  aus  den  harmonischen  der  erstemOn 
nung  durch  das  Zusammenziehen  ihrer  gleicfavielten  Gliedern 
springen  kennen.  I 

1^8  soll  nttnmehr  zur  wirklichen  Berechnung  dePM 
monischen  Konstanten  für  bestimmt  gegebene  WerthO  I 
Anfangszahl  und  Differenz,  geschritten  werden,  und  zwar  detA| 
iiung  nach  xuerst  und  in  grösserer  Ausführlichkeit  Rir  ratleif 
»nichn  Wertbe,  hernach  auch  ffir  irrationale  und  komplci 
wenigstens  In  so  weil,  als  diess  bei  den  nachfalgend  ilavo^i 
luaciionden  Anwendungen  nothivendig  sein  wird. 


WOH 


lunlichst   die    BerechDiing   von    C    für    ratiai 


Werthu  von  «  und  (/  betrifft,  ist  bereits  in  §.  IS.  und  §.31.  < 
»Igt  worden,  dass  man  sich  hiebei  auf  ganze  und  additi 
Wert!)«  von  n  und  ii  beschränken  kunne,  weil  auf  dieselb««  I 
Jlbrlgcn  Knnstnntcn  mit  gebrochenen  oder  subtraktiven  ratiaH) 
AnfAngsciihlcn    und    IVifferenicn  auf  höchst  einfache  Weis»  I 


r 


t)it  harmonisc/ien  Reihen. 


tuiQckiahren  lasseo.  Desshalli  soll  nur  noch  von  den  ersteren 
wirklich  gehanOell  werden,  von  den  letzteren  hingegen  nicht 
weit«  die  Rede  sein. 

Bei  der  Vornahme  dieser  Berechnungen  wird  es  atch  sehr 
nSUlicfi  erweisen,  ivas  eigentlich  schon  wegen  der  leichteren  Ueher- 
licbt  des  Canzen  nothwendig  erscheint,  eine  hestimmte  Ord- 
lung  festzustdlen  und  dieselbe  genau  einzuhallen.  Es  wird 
lennach  mit  der  zur  kleinsten  Differenz  d  =  \  gehörigen 
fonstanteii  begonnen,  und  nur  allmSlig  za  immer  höheren  Diffe- 
«DHD  2,  3,  4,....  übergegangen  werden,  so  weit  diees  für  dien- 
ich  erachtet  werden  wird;  ferner  soll  bei  jeder  einzelnen  Dlf- 
erenz  6fet§  mit  der  kleinsten  Aufangszahl  n^J  angefangen 
ind  nach  und  nach  zu  hüberen  fortgeechfitten  werden.  Bei  streo- 
jer  Einhaltung  dieser  Ordnung  wird  sich  bei  den  Konstanten  rück- 
»chllich  der  Art  ihrer  Berechnung  ein  Unterschied  heraus 
stellen,  wodurch  sie  gleichsam  in  zwei  Ahtbeüungen  gespal- 
ten irerden,  die  schon  jetzt  durch  bestimmte  Benennungen  be- 
tekhnet  werden  sollen. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  man  gegenwärtig  keine  einzige 
fIdtnoQiache  Konstante  kennt,  ileren  Werth  durch  die  üblichen 
«alytischen  Funktionen  in  geschlossener  Form  und  ohne  Beihilfe 
äwi unendlichen  Reihe,  sei  es  jene  <tes  $.  10.,  oder  die  in  §.  25. 
gdllHdene,  oder  irgend  eine  andere  zu  gleichem  Zwecke  laugliche, 
da^wtellt  werden  kann,  lu  d  i  es  e  r  Beziehung  besitzen  daher  allejene 
Kenstanlen  einerlei  Verhalten.  Hingegen  wird  mau  finden,  dass 
«in ige  dieser  Konstanten  auch  mit  Beiziehung  der  nach  der  aufge- 
stellten Ordnung  vorhergehend  bereits  berechneten  in  keiner  Weise 
ducb  einen  geschlossenen  Ausdruck  sich  darstellen  lassen,  wäh- 
rend man  bei  anderen  diese  .Art  der  Ableitung  kennt.  Die  ersteren 
Mllen  nun  durch  den  Namen  primäre  oder  auch  ursprüng- 
liche, die  anderen  aber  als  sekundäre  oder  abgeleitete 
Zeichnet  werden,  welche  Bedeutungen  in  der  Folge  stets  hei- 
tehilten  werde... 

Mau  erkennt  hieraus  wohl  auf  der  Stelle,  dass  alle  harmoni- 
ichen  Konstanten  mit  gebrochenen  oder  subtraktiven  Anfanga- 
Ulileit  oder  Differenzen  eigentlich  zu  den  sekundären  gezählt  ner- 
^0  mÜBsen. 

Vermöge  der  Formel  11.  des  §.  19.  kann  die  Anfangszahl  einer 
Iwmoniscben  Konstante,  wenn  sie  grösser  ist  als  die  Differenz, 
>B  ein  beliebiges  Vielfaches  der  letzteren  verkleinert  und  daher 
Hi»  gegebene  Konstante  stets  auf  eine  andere  zurückgeführt  wer- 
den,  deren  Anfangszahl  nicht  mehr  grösser  ist  als  die  Differenz. 


JWtr  iarmoaiu/tea  Ite/Aea. 


Oak«t  it«liJir*ii  «litt  lunnaiiiacbeii  Konstanten,  deren 
Cr>t»a«r  bl  bI«  die  OlSinna.  und  treten 


H 

AnikngBiiirl 


diese 


ablet 


C  jederzeit  zu    den   sekUB' 
1^  um  so  leicbtaj 


1  Ihrer  Berechnung  um  s 
al«   die  Abieitunt>  i 
tovk»*  «tolboW  W«1m  M«lttrbar  Ut.      Es   benöthigen 

Btirn  «in»r  besonderen  Berecbnut^ 
I  kl«Uer  Ist,  als  die  Differenz. 


i^Mtt«  «tkwnt  ■«■  Mefct  MS  I.  »  g.  17.,  dass   alle  h« 
iJlW^T-  If  M>M^iNii    W  »vkcke*  Aa&BgsMhl  und  Differenz  i 

X«iti '>  '    "      "—  ■''»k.lor  k«äti«B.   eteU  sekundäre 

tiMtl  "(t  «M«  jwihiMi  bcvcdaef  werden  küol 

Dww.'^  '-htiiMia  4te  WtmMÜcben  Konslanlea  % 

ti«I|    ..  .U  Mnifc— .  Wi  ««lefcca  AnfangsaU  und 

MtiWiH»  V<uM«4kwa  Mlwr  sich  «M. 

NMh  A<MMbaMhi*s  4«*  tW*  >w>irfc»i!»8>  drei  Ahlheflni^ 
«IM  aftkHB^to««  K«MlwCn>  ««■  4vnm  Beradnaag  vdil 

iiaa  U  &JJ<1>»»  s«a>«  llMiii  «ai.  lener  «<rf  ist  HMl«>iJ 
J  k«ia»»  <<m«tu9«h«ftnch««  FatUr  kAa.     Die  AnV 

JiiMMH  hkiMoAuK«»  kMMk  ha  A%,wriiw.  wc^  Ae  via  1  to 
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Wertbe  von  d  eine  allgemeine  Foimel  aorzufindeii.  Doch  gibt  es 
nei  besondere  Fälle,  in  ivelcheri  die  vurl^ufiire  BestimmuiiK  jener 
kiaM  keiner  Scbirierigkeif  unterliegt,  ivciche  daher  Iiutz  ange- 
Blirt  (ferden  sollen,  insbesondere  weil  sie  zugleich  das  Maxi- 
Dum  und  Minimum  jener  Anzahl  darstellen. 

Sei  zuerst  d  eine  Primzahl  und  grosser  als  %  In  diesem 
f'alle  ist  offenbar  die  Anzahl  der  nach  den  obigen  Auescheiduii- 
^  noch  einer  Berechnung  bediirrenden  Konstanten  d — 1.  Zum 
lebnfe  der  Bestimmnng  bietet  die  Relation  I.  des  §.22.  nur  eine 
laüffi  Gleichung  dar  und  zwar  eben  in  der  dort  aufgestellten 
tma  II.  Aus  der  Formel  I.  des  @.  2t>.  hingegen  erhält  man  durch- 
Ipbigig  unter  einander   verschiedene  Gleichungen,    wenn  man  an- 

ilstl  a  nach  und  nach  die  Zahlen  1,  2,  3, ....  -i^-  setzt,  indem 
Jnieli  die  Substitution  grosserer  Zahlen  nur  die  Trülieren  Glei- 
cbongflD  sich  wieüerhiilen.  Demnach  i^t  die  Gesamnitanzaht  aller 
Cnrlumlenen  Gleichungen 

!{zii  .  1  _  '^  +  ' 
2     +'-     2      ' 

Mb  welchen  eben  so  viele  Konstanten  durch  die  übrigen  sich 
^Mtinraeti  lassen  und  hiedurch  als  sekundäre  erseheinen.  Zieht 
iaui  daher  diese  letztere  Zahl  von  der  obigen  Anzahl  aller  einer 
fieredmuog  bediirrenden  Konstanten  all,  so  verbleiben  noch 


(/-!— 


frf+l)_ 


fonstanten,    welche  man    aus  anderen   nicht    abzuleiten   vermag, 
lit  daher  wirklich  primäre  sind. 

Sei  zweitens  d  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl, 
llialicli  d^4n  —2.  Nimmt  mau  unter  dieser  Voraussetzung  in 
t  des  g.  22.  in  ^2,  d  =  '2n  —  l  und  anstatt  a  nach  und  nach  die 
W«i  1,  2,  3,....  2n  — I  an,  so  erhält  mau,  wie  man  sich  leicht 
Rnrieugt,  der  Zahl  nach  2n— 1  Gleichungen,  bei  deren  jeder 
if  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  nur  eine  einzige 
lamoaiEche  Konsfante  mit  der  Differenz  2»~l  vorkommt,  welche 
Att  nach  der  vorgeschriebenen  Ordnung  der  Berechnung  schon 
%  bekannt  anzusehen  ist;  auf  der  linken  Seite  hingegen  erschei* 
n  überall  zwei  solche  Konstanten  mit  der  Differenz  An — 2,  bei 
'efdien  stets  die  eine  Antangszahl  gerade,  die  andere  aber 
Igerade  sein  muss,  weil  beide  um  die  ungerade  Zahl  In  —  I 
n  einander  verschieden  sind.  Hiebei  ist  die  Konstante  mit  ge- 
der    Anfangszahl   ebenfalls    stets   als  bekannt   za    betrachten. 


hnar 


Die  harmoiiisclieii  lieihen. 


weil  bei  ihr  die  letztere  mit  der  Differenz  den  genieiiiscfaaftlicip*; 
Faktor  2  bat  und  daher  auf  kleinere  Zahlen  sich  zurückbrligeo 
läset.  Demnach  kann  aus  einer  jeden  solchen  Gleichuiig  ein« 
äet  Konstanten  mit  ungerader  Anfangszahl  gefunden  und 
aus  allen  1n  —  \  Gleichungen  auch  alle  2n  —  1  Konstanten 
ungeraden  Anlangszahlen  abgeleitet  nerden,  welche  daher  ebtfl 
so  wohl  als  jene  mit  geraden  Anfangszahlen  sanimtlich  sekirii* 
dfir  sind.  Man  sieht  hieraus,  dass  zu  den  Differenzen  von  derForu 
4n — '1  niemals  eine  printSre  barmonische  Konstante  gebPr« 
In  dera  eb«n  betrachteten  Falle  sind  die  aus  §.  1%.  abgdei 
teten  Gleichungen  für  sich  allein  genommen  hinreicbeaA 
um  daraus  die  Werthe  aller  zu  berechnenden  Konstanten  zu  bt- 

,  ohne  hlezu  nüthig  zu  haben,  auch  noch  den  §.26. 
zuwenden.  Da  aber  aus  d»ni  letzteren  ebenrnlls  eine  odermchien 
Gleichungen  zwischen  den  nämlichen  Konstanten  sich  erj 
so  mtissen  diese  Gleichungen  eigentlich  nur  Folgerungen  ani  dn 
vorher  gebrauchten  sein.  Hieraus  ergibt  sieb  die  Mügllcbtä^ 
dass  hei  der  vereinigten  Anwendung  der  §§.  22.  und  2fi.  tilrä^un 
gen  zum  Vorschein  kommen,  welche  nicht  alle  von  einander  uit' 
abhängig  sind,  aus  welchen  daher  nicht  so  viele  Konslwiltt 
berechnet  werden  klinnen,  als  man  nach  der  Anzahl  der  Ghj' 
chungen  vermuthen  sollte.  Man  darf  diesen  Umstand  nickt  ausser 
Acht  lassen,  um  nicht  auf  voreilige  und  desshnlb  unrichtige  Pal- 
gerungen  zu  gerathen. 

Nach  diesen  vorausgeschickten  Bemerkungen  soll  iinn  tn 
wirklichen  Vornahme  der  Berechnungen  geschritten  werden. 

§.  31. 

In  den)  ersten  und  einfachsten  Falle,  wenn  nümlich  (t=l 
angenommen  wird,  bandelt  es  sich  offenbar  nur  um  die  BeB&f 
mung  der  einzigen  Konstante    C,    bei    welcher  selbatversIGodEdt 

von  einer  Herleitung  aus  anderen  keine  Rede  sein  kann.  DiHt 
Zahl,  die  auch  bei  anderen  aualj-tischeii  Untersuchungen,  wie  kB- 
bei  dem  sogenannten  Soldner'schen  Integral -Logarithmus,  «äf 
tritt,  ist  die  einiige  harmonische  Konstante,  deren  Werth 
bereits  fast  seit  einem  Jahrhunderte  kennt.  Dessen  ungeaAU 
ist  es  bisher  Niemandem  gelungen,  eine  solche  Beziehung  vA 
sehen  ihr  und  den  übrigen  analytischen  Funktionell  eufzuGndfA 
mittelst  welcher  erstere  durch  die.  letzteren  in  geschlossener  Fow' 
ausgedrückt  weiden  könnte,  wesshalb  noch  gegeuwärtig  das  rä- 
zige  Hilfsmittel    zu   ihrer  Berechnung  in  der  Anwendung  von 
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Wichen  Keiften  besteht.  Avr  diesem  Wege  hat  sie  zuerst 
Stier  in  16  Dezimale  teilen  angegeheo,  von  iveichen  fretÜch  die 
Ittite  nicht  ganz  genau  ist.  Später  ist  sie  zwar  von  Legendre 
i^d  Anderen  noch  neiler  genau  berechnet  worden,  was  auch  mit 
.Bilfe  der  Reihe  III.  des  ^  10.  ohne  Schivierigkeil  beliebig  fort- 
);esetzt  werden  könnte. 

Da  jedoch  16  Dezimalstellen  zu  jedem  irirldich  von  jener 
Zibl  za  machenden  Gebrauche  gewiss  mehr  als  hinreichend  sind, 
H  wird  es  genügen,  nur  eben  so  viele  Dezimalstellen  bieber  zu 
lelzen,    nSmlich: 

C  =  0,5772156649015320. 

^eee  Konstante  ist  man  genüthigt  als  eine  eigeothämliche 
itiationale  oder,  wenn  man  lieber  will,  transzendente  ZabI 
inmselien,  welche  auch  rernerhin  in  den  Formeln,  in  welchen  sie 
rorkommt,  am  schicklichsten  durch  des  bisher  dafür  gebrauchte 
Seichen   C  dargestellt  werden   kann,    an  dessen  Statt  bei  Rech- 

i|i 
BBDgea    mit    bestimmten    Zahlen    der    angegebene    genäherte 
Rerlb  gesetzt  werden  muss. 

Dass  hiernach  C  eine  primäre  Konstante  sei,  versteht  sich 


ßei  der  zunächst  zur  Betrachtung  kommenden  Differenz  d^i 
ist  ebenfalls  nur  die  einzige  Konstante   C  vorbanden,    die  nach 

E-30.  einer  ausdrücklichen  Berechnung  hedarr.  Aus  dem  eben 
dal  Angeführten  ist  auch  ersichtlich,  dass  diese  Konstante  keine 
IViiniire  sein  könne,  well  die  Differenz  2  zu  der  Zahlform  4n  — 2 
SebOM.  Wirklich  erhält  man  aus  der  Gleichnng  II.  des  §.  22.,  wenn 
brin  (2  =  2   gesetzt  wird,  auf  der  Stelle 

orauB  die  Abhängigkeit  der  sekundären  Konstante  C  von  der 
-  ■  -  i|i 

rlnSren  C   hervorgeht.     Durch  die  Substitution   der   bestimmten 

»|i 
'erthe  für  C  und  /2  ergibt  sich  ferner  in  16  Dezimalstellen  genau : 


h 


C=  0,9817  590]  3010  7117. 


^*9tgr 


\, 


9ur  iÄ-l  irf- 
«^1  rtlr  iSff  AiJEemu  1 


m 


=  1 


niwr  «esiiB  dar  hj 


<ii0ii  iinifnt.    ICm  lim  'Ür  tonchntfCBi  SjnmniBi  Triraiidi  an.  lii 
4i4fW^  ittnn  in  j.  3S.  HL  mit  f.  M.  «f =1  and  <i:=l.    i&dunzft  ci 


m^ 


3!8 

X                .X         .x% 

•V 

•4 

AiTidk  Aiir«ii  ,%iiinn«iiBar  .wfti 


SWw 


C  ==  1/M40  UiS  0006  93&I, 
C^  0A3M  ni7 1928  802SL 


TOD 


9*  34 

IM  der  liiflerenz  i{=:4  sind  die  beiden  Konstanten  C  und 

11« 
XU  btrecbnen«    Zu  diesem  Behnfe  gibt  die  Gleicbnng  I.  des  {. 

rar  asl,    <2s=<2/nisai2f 

C+  C=:C+if2, 

i|4       8|4        i|2 

oder  wenn  hierin  aus  A.  32.  ffir  C  der  Wertb  substituirt  wird : 

1|S 
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1|4        S|4  1|1         2 

!r  findet  man  aus  §.26.  für  a=sl,  <2=r4: 

—  ^  ^  -r  cotafig-r  =  -f 

1J4       3|4        4  °  4  4 

lieser  und  der  unmittelbar  vorhergehenden  Gleichung  folgt  nun : 

1|4  l|l        4         o 


3|4  1|1        4  ö 

durch  die  Substitution  der  bestimmten  Werthe 

6  =r  1,0568  6338  3344  0664, 

1|4 

C  =  0,2714  6521  9946  6180. 
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§.  35. 

Bei  den   bisher  betrachteten  Differenzen   ist  ausser   C  noch 

s  andere  primfire  Konstante  zum  Vorscheine  gekommen. 
s  wird  jedoch  bei  der  nächst  folgenden  Differenz  5  gewiss 
Fall  sein,   weil  fSr  diese  Primzahl  die  Anzahl  der  primSren 

stauten  ———  =  1  ist.    Daher  muss  C  eine  primäre,   hinge- 

2  1|5 

die  anderen  hier  zu  berechnenden  Konstanten,  nämlich  C, 
D  gewiss  sekundäre  sein.  Zur  Berechnung  der  letzteren 
It  man  aus  §.  22.  die  Gleichung: 

C+  C+  C+  C=:#.C+ÄJ, 

1|5   215   3|5   4|5     1|1 

aus  §.  26.  die  beiden  Gleichungen : 
li  deren  Auflosung  die  Werthe 
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£=--g-ß+f+5-V(T)' 

415     )|5     5  V   V,      5      j 

zum   Voracheine   kommen.     Berechnet   man    nun    den  Wei 
C  durch  die  Formel  lU.  des  6.  10.  und  substiluirt  sowohl  l 

1|3 

als  auch  die  Werthe  der  übrigen,    biet  nur  durch  Rechnnngsiei-'n 
eben  dargestellten  Zahlen,  »io  findet  man  in  16  Dezimalstellen  genaBi  J 

C=  1,0578  0797  9318  4377, 

C  =  0,51 22  7690  8917  0232. 

C  =  0,3081  2384  2778  6381 , 

C  =  0.1390  017133412277. 

1|5 


%ei  der  nächst  gr&sseren  Differenz  6  kann  wieoi 
primäre  Konstante  vorhanden  sein,  weil  6  von  der  Form  4r— !  I 
ist.  Hiebei  sind  daher  nur  die  zwei  sekundären  Kooslanlei  1 
C  und  C    zu    bestimmen.     Die  zu    diesem  Behüte  nothwendigeii  I 

(|B  5|B  I 

Gleichungen  ergeben  sich  aus  1.  in  f.  22.,  indem  man  darin  i=\  j 
m  =  'i  und  ferner  nach  und   nach   «  =  1,   a=^2  setzt, 
erb  Sit  man : 

|i,B         416        <|3        a         J|6         5|R        2,3        J 

I  welchen  dann 


1|6 


2\3 


oder,  1 
stituirt 


'enn  bierin   anstatt  C  und  C  die 

113  !13 

werden. 


c  =  \.c-v% 


.  O 


folgt.     In  16  Dezimalstellen  genau  findet  man : 

C  =  1,0553  5458  4229  1525,      C=  0,1484  5490  2112  0436. 


Uit  AannonticA^n  Heilten. 


§.37. 


'Wsber  sine)  die  Lleineren  Üiffereozen  vcegeo  ihres  liäußgercn 
'orkommens  ohnecirie  von  ihnen  zu  iiberS|i ringen  nacb  Her  Ordnung 

E trachtet  und  die  dazu  gehörigen  eine  besondere  Berechnung 
rardernden  harmuniächen  Konstanten  vollständig  angegebeu 
Barden.  Es  iist  auch  eiideuclttend,  dass  man  ohne  Schwierigkeit 
uf  dem  gleichen  Wege  weiter  fortschreiten  und  auf  solche  Art 
lub  und  nnch  die  ku  jeder  beliehigen  noch  so  grossen  ganzen 
MeKDz  zugehörigen  Konstanten  hestiinmen  könnte.     Um  jedoch 

fliei  eine  allzu  grosse  Weitläufigkeit  zu  vermeiden,  sollen  Ter- 
bu  nur  noch  die  geraden  Differenzen  %,  10,  12  und  endlich 
in  Betracht  gezogen  werden,  was  schon  ivegen  der  von  Euler 
itogegebenen  Beispiele  nothvrendig  zu  sein  schien;  die  weitere 
Fflitsetzting  der  Arbeit  aber  mag  demjenigen  überlassen  bleiben, 
er  einen  Bautzen  daraus  zu  ziehen  wissen  wird. 


um  die  4  Konstanten    C  ,  C  ,  C  ,  C  ,  welche  bei  der  DilTe- 

l|ti    HS    5|8     7|4 

ideren  Berechnung  bedurTen,  zu  be- 
des  §.'J2.,  wenn  darin  d  =  4,  ni=2 
ingenommen   ivird,  die  beiden  Glei- 


ita  8  Bach  §.  30.  eine 
timnien,  bietet  die  Fni 
hdmiTohl  a=l   als 

mttn 


c  +  c=  c  ^  'r. 


c  -t-  C=^  C  +  - 


i\     mnn  kiJiinte  aus  dej 


^ekh. 


lie  Samnip 
s  densellx 


länilicben  (Quelle  allerdings  durch  die 
=  4  noch  eine  dritte  Gleichung  ablei- 
sogleich  erkennen  wird,  dass  sie  nur 

der    beidtm   früheren    und   daher  i 

n  sei.     Ferner  erhält  mau   aus  1. 

itou  lür  a  =  3  und  rf  =  8,  die  zn 


ir  eine  Folgern 
1  g.  26.  für"o  = 
i  Gleichungen: 


-  ^cotaogg=  g{%  ;!  +  l). 
=  gCotans-g-=  §(V"2—  J). 


^^HS  sollte  glauben,  diese  4  Gleichungen  seien  eben  hinrei- 
ImkI,  um  daraus  die  Werthe  aller  4  Konstanten  abzuleiten.  Allein 
(i  wirklicher  Ausführung  der  Rechnung  wird  man  6nden,  dass 
des  Mal,  sobald  man  aus  diesen  Gleichungen  drei  der  za  berech- 
nden  Konstanten  zu  ellminiren sucht, zugleich  die  vierte  von  selbst 
raus  verschwinde,  was  zum  Beweise  dient,  dass  jene  Glei- 
g«n  keineswegs  von  einander  unabhängig  sind,  sondern  jede 

2a 
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von  ihnen  nur  eine  Folgerung  aus  den  3  anderen  sei.     Desslialb 
lassen  sich  aus  ihnen   nicht  mehr  als   3  Konstanten  bestimmen, 
welche  hiedurch  als  sekundäre   erkannt  werden,  während  eine  | 
derselben,  der  Ordnung  nach    C  ,  eine  primäre  ist,  und  durch 

118 

die  Reihe  III.  des  §.  10.  oder  eine  andere  hiezu  taugliche  nähe- 
rungsweise berechnet  werden  muss.  Nach  Ausführung  dieser 
Rechnung  ergeben  sich  dann  die  drei  anderen  Konstanten  durch 
die  Auflösung  von  drei  der  obigen  Gleichungen  in  folgender  Weise: 

3|8        3|4        1  18    V     4  ö  1|1     1 18  o 

C=  C-  C+  f=i.C-.  C+/2+^, 

5|8        114        1|8  4  l|l        1|8  o 

c=  c  -^(v^+^), 

718       1|8  8 

Näherungsweise  in  16  Dezimalstellen  ausgedrückt,  ist 

C  =  1,0485  6158  2911  9819, 

118 

C  =  0,3442  4988  1143  1424, 

318 

C  =  0, 1815  8859  5572  0708 , 

5)8 

C  =  0, 1005  0213  3943  4619. 

718 


§.  38. 

Wenn  c2  =  10  angenommen  wird,  ist  aus  §.  lU).  zu  eiitDehmen, 
dass  keine  der  zu  berechnenden  Konstanten    C  ,   C  ,    C  »  C 

1110    3  HO    7|1Ö   9|i0 

eine  primäre  sein  kann,  indem  zur  Bestimmung  der  letztereo 
der  §.22.  allein  ausreichend  sein  muss.  Wirklich  erhält  man 
hieraus,  wenn  darin  cZ  =  5,  m  =  2  und  für  a  nach  und  naeh  1, 
2,  3,  4  gesetzt  wird,  die  4  Gleichungen: 


1  1 10     6 1  10       115  5 

c  +  c  =  6  +  f . 

2|10       7|10      215         O 

c  +  c=  C  +  ^, 

3 110     8|10       3 15  5 

C  +  C  =  C  +  f ; 

4|iO      9|i0       4|5         5 


I 


i^nar:    Die  harmonischen  Reihen.  371 

ans  welchen  sich 
C  =  C-i.  C  +  f =i.  C-i.  C+f_f     »  4/  (^). 

1|10     1|5  3|5      5  115         l|l5        4       lülfV      10/ 

c  =  c-4.  c+f =|.  c-i.  c+U^+ra\l  (^^)' 

S|i0     3|5         415       5  111         1)5     52'  10  fV        5        / 

f     7|«0      2|5  1|5      5  i|i  1|5     5    '   2    "   lülf    V         5         / 

d|«0      4|5  2|5       5  115  l|l5        4        10  f\         10        / 

und  näheruDgsweise  in  16  Dezimalstellen: 

C=  1,0423  754940411077,   • 

1110 

C  =  0, 3502  5242  2220  0133 , 

3|10 

C  =  0, 1220  0235  5369  7936, 

7110 


C  ==  0,0754  9269  4994  7051 

9  110 


ergibt. 


§.  39. 
Für  c2=12  sind  nur  die  4  Konstanten    C  ,  C  ,    C  ,   C  zu 

1  I  12  5  1 12  7  1 12  11 1 12 

bestimnen.  Za  diesem  Zwecke  lassen  sich  schon  aus  der  Formel 
L  des  §.22.  sogar  8  scheinbar  von  einander  verschiedene  Glei- 
cfaangen  aufstellen,  nämlich: 

2  Gleicbangen  durch  die  Annahme    m  =  2,    d=zd    und    a  =  1 

oder  a  =  5, 

2  -  -  -  -  7W  =  3,    c?  =  4    und    a  =  1 

oder  a  =  3, 

2  -  -  -  -  wi  =  4,    c?  =  3    und    a  =  1 

oder  a=2, 

1  Gleichung         -         -  -  m  =  6,    cZ  =  2    und    a  =  l, 

endlich : 

1    Gleichung         -  -  -  m  =  12,  cZ  =  l    und    a  =  l. 

Ferner  ergeben  sich  aus  §.  26.  noch  2  andere  Gleichungen, 
indem  man  entweder  a=l,  cZ  =  12  oder  a  =  5,  eZ=12  setzt. 
Die  verhältnissmSssig  grosse  Anzahl  von  10  Gleichungen  sollte 

23* 
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man  jedeiiralls  für  zureichend  erachten  dürfen  zur  Berechnung 
4  burmoüischen  Konstanten.  Dennoch  ist  (Hess  nicht  de: 
Fall.  Denn  durch  eine  gauz  leichte  Untersuchung,  die  aber  bei 
llständiger  Ausführung  einen  hetrSchtlichen  Raum  einnehmen 
tFÜrde  und  desshalb  hier  nicht  beigebracht  werden  soll,  kann  mu 
sich  fiberzeugen,  dass  ron  jenen  10  Gleichungen  eigentlich  DHC 
3  von  einander  ganz  unabhängig  bind,  indem  aus  diesen  i' 
übrigen  7  von  selbst  gefolgert  uerden  können.  Desshalb  dienet 
die  angedeuteten  Gleichungen  ungeachtet  ihrer  grossen  AtiuU 
doch  nur  zur  Bestimmung  von  3  sekun  därenEonstanten,  die  ei 
von  allen   C  aber  muss  als  eine  primäre  durch  Hilfe  der  Reibe 

III.  des    §.  10.    näherungBweise    berechnet    trerden.      Wählt  i 
.  zur  Bestimmung  der  sekundären   Konstanten   aus   den   vorhin 
geführten  Gleichungen  die  3    zuerst  bezeichneten,  nümlich 


C^^    c  =  C+^ 


C  +  C  ^  C=C  ^^-■, 


I  erhält  man  durch  AuflüsiiDg  dei 
1  bekannten  Werthe: 


und    Suhstitutioi)  der  I 


c  = 

c- 

^C^-i.C^  + 

B 

4 

.•c- 

.s^f 

^? 

c  = 

c- 

16 

.^yi- 

c- 

,c  + 

i^h 

»V3 

TT 

c  = 

lt|13 

c- 

,C+,|C+i 

c  + 
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a    ß 

6-4 

=  c  - 

<M 

Durch    n&herungeiveise  Berechnung  ergeben  sich   folgende 
stimmte  Werthe: 

C=  1,0373  08776333  5688, 
C  =  0. 2037  1927  232t)  6523, 

5  1  i2 

C=  0, 1335  7033  7786  9079 . 
=  0,0602  6015  9878  7155. 
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zum  Schiasse  dieser  einzelnen  Recbnungen  noch  <£  =  16 
imen,  so    zeigt  sicfi,   Hass   hi«bei   die  ^  Konstanten    C  , 


Ei     C,    C.    C,    C  ,    C,     C    einer 

[W       3(tfi     7|lfi     H|I6    11|<«    I3|lti    15|iG 

llIrfeD.   Hiezu  ergehen  sich  aus  I.  in 
1^3    und  anstatt  a  nacb  und  nach 
wirklich  von  einander  unabhängigen 

beaonde 

§.22.,   i 
I,  3,  5. 
Gleichu 

ren  Beetiromung  be- 

indem   darin  </  =  8, 
7  gesetzt  wird,  die 

ngen: 

k 

c  +  c 

1|1S      f)116 

=  c 

+!■ 

M 

■ 

C  +    C 

1 

■ 

C  i^   C  =  C  +'i 


c  +  c=  c  +% 


|le  anderen  aus  der  nämlichen  Fnrmel  noch  ferner  herzuleiten- 
te  Gleichungen  erkennt  man  leicht  als  Folgerungen  aus  den  eben 
BgAseUten. 

'  Ferner  findet  man  aus  §.26.  durch  die  Annahme  i/ =  16, 
=  1  und  auch  a=^3,  die  beiden  iveiteren  Gleichungen: 


_c-__c=g. 


j,rv(4+2»/2)+v-2  +  l). 


ir„f..  =  r»  «»tangTe  =I6(V(''-2V  2)  +  V2- 1). 

Di6  aus  §.26.  durch  die  Annahmen  «  =  5  und  a:=7  noch 
[riter  folgenden  Gleichungen  gibt  eine  der  in  §.  39.  angedeuteten 
inlicbe  Untersuchung  als  solche  zu  erkennen,  irelche  aus  den 
HcJts  aufgeslellten  6  Gleichungen  ohnehin  sich  allleiten  lassen. 
e  6  Gleichungen  sind  demnach  die  einzigen  wirklieb  von  ein- 
■der  nnahhäDgigen,  wie  ihre  sogleich  nachfolgende  Aulliisung 
le  zur  Berechnung  der  zur  Differenz  16  gehitrigen,  vorhin 
^efShrten  S  Konstanten  angeivendet  werden  künnen.  Da  nun 
)  Gleichungen  auch  nur  6  Unbekannte  sich  finden  lassen,  so 
Itelit  man,  dass  die  beiden  ersten  der  obisen  Konstanten   C  und 

1116 

7  als  primäre  angesehen  und   durch  die  Reihe  III.  des  §.10. 
Rechnet  werden  müssen,    nur  die  6  anderen  sind  sekundäre. 


^ 


Die  harmonischen  Heiäeti. 


deren  Wertbe  durch  die  AuflSsung  obiger  Cilcichungen 
meinen  folgende  sind : 


iin  Stgir 


Si^+-R-+u^^^*~^y^)  +  y^-h. 


T  US      HS 


^(V{4-2v2)  +  V2-r), 


Die  uumerischen  Wertbe  aller  8  Konstanten  Diidet  i 
C  =  1, 0299  2834  3128  7565 , 
C  =  0,352^957480608271. 

3|'16 

C  =  0,20969409  85131150, 

s  iis 

C  =  0. 1443  329S  9357  4740, 

T|16 

C  =  0, 1032  7663  7353  2185, 
C  =  0, 0784  9732  9752  3ÜS5!, 


C=  0,04281254  2155  9811. 

laliü 

Fasst  man  die  vorhergehenden  speziellen  BerecbouDgen  der 
hatmoniscben  Konstanten  im  Znsammenbange  auf,  so  wird  man 
bestätiget  finden,  was  bereits  in  §.  30.  vorläufig  angefübrt  warde. 
dasa  nämlich  Iceine  einzige  solche  Konstante  bekannt  sei,  deren 
Werth  durch  die  in  der  Analysis  üblichen  Funktionsformen  mittebl 
eines  geschlossenen  Ausdruckessich  darstellen  lasse.  Diesw 
Umstand  ist  um  eo  bemerkensiverlher,  weW  die  Funktionen  JIi 
oder  Fl,  mit  welchen  die  harmonischen  Konstanten  in  der  schon 
nachgetTiesenen  nahen  Verbindung  stehen,  wenigstens  in  ein^e>  , 
besonderen  Fällen ,  sobald  nämlich  :  entweder  eine  ganze 
additive  Zahl  ist  oder  auch  einen  Bruch  mit  dem  Nenner  ~ 
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btdeiitGl,  eine  solche  Darslellung  entireder  rntional  oder  mit  Hilfe 
Am- Zahl  n  ^estatlen.  Es  kann  dcsshalli  dasjenige,  nas  im  g.  31. 
jTeil   C  gesagt  wurde,    anr  alle  har  inoniBchon    Konstante» 

jfbne  Unterschied  ansgedehnt  ivcrden,  dass  sie  nfimlich  eine  ganz 
»igen III um  11  che  Art  von  irrationalen  oder  transzendenten  Zahlen 
Jausmachen,  die  durch  die  geivShnlichen  analytischen  Funktionen 
«Iteia  niemals  in  geschjossener  Form  dargestellt  werden  künnen, 
Buiidern  entweder  überhaupt  gar  nicht,  wie  diess  hei  den  pri- 
müren,  oder  nur  mit  Zuziehung  der  eben  genannten,  wie 
diess  bei  den  sekundären  harmonischen  Konstanten  der  Fall  ist. 


Die  Ordnung  der  Untersuchung  Rihrt  nunmehr  auf  die  Be- 
Irschtnng  der  harmonischen  Konstanten  für  irrationale  Werlhe 
Ton  a  oder  d,  um  auch  die  zwischen  solchen  Konstanten  etwa 
beElehendeu  wechselseitigen  Beziehungen  kennen  zu  lernen,  oder 
Benlgstens  die  Wege  anzugeben,  auf  welchen  man  zu  dieser 
Kenntoiss  gelangen  kann.  Da  jedoch  schon  in  §.  13.,  wo  von  der 
ßereclinung  der  harmonischen  Konstanten  für  irrationale  Anfangs- 
lalllen  oder  Differenzen  im  Allgemeinen  die  Rede  war,  nur  der 
eiimelne  Fall,  wenn  a  die  Form  u  +  V^  l)at,  und  zugleich  «,  |3 
und  d  rationale  Zahlen  sind,  etwas  näher  untersucht  wurde, 
soll  eben   diese    Beschränkung  auch   fernerhin   hier    beibehalten 


Diees  voraui7gesetzt  ist  leicht  einzuseheu,  dass  vermöge  f.  IS. 
jede  Konstante       C      ,  in   welcher   die  beiden  Zahlen   a  und  d, 

aufdercn  Beschaffenheit  es  hiebei  vorzQglich  ankommt,  gebvo- 
chene  Zahleu  sein  oder  solche  enthalten  sollten,  stets  auf  eine 
andere  sich  bringen  lasse,  bei  welcher  a  und  d  zugleich  ganze 
Zahlen  sind.  Die  nämliche  Verwandlung  lässt  sich  wohl  auch, 
wenn  man  sie  wünscht,  bei  der  Zahl  ß  vornehmen,  ist  jedoch  hei 
Ibt  ?on  geringerem  Belange,  Ferner  kann  durch  Anwendung  des 
!<  16.  jeder  Faktor,  welchen  etwa  a  und  d  gemeinschaftlich 
luitzen,  aus  diesen  Zahlen  weggeschafft  und  dieselben  hiedureh 
'erkleinert  werden.  Desshalb  brauchen  hier  nur  solche  Konstan- 
M,  bei  welchen  a  und  d  ganze  Zahlen  und  zugleich  Prim- 
itlen  unter  sich  sind,  in  Betraclit  gezogen,  und  nur  tiir 
iJofae  eine  besondere  Berechnung  ihrer  VVerthe  vorgenommen  zu 
irden. 

Mit  flilfe  des  §.  10.  vermag  man  die  Afifangszalil  einer  jeden 
rmoniachen  Konstante  mit  Leichtigkeit  um  ein  beliebiges  Viel- 


Knar:    Die  AarmoniscAen  Hellten. 

faches  der  Differenz  frrSsser  oder  kleiner  zu  machen,  unil  dem'M 
Folge  lue  AnfangsEHhl  stels  dergestalt  zu  verwandeln,  dass  «<«( 
wird.  Daher  genügt  es  mir  Konstanten  zu  untersuchen, 
chen  letzteres  der  Foll  ist.  Hiebei  muss  jedoch  auf  einen  Unter- 
schied, der  zivischen  den  Konstanten  mil  rationalen  und  irra- 
tionalen Zuhlen  eintritt,  aurmerkaam  gemacht  »erden.  Bei  iten 
ersleren  nämlich  wurde  der  Fall,  dass  a  =  0  sei,  ganz  fiber- 
gangen, weil  unter  dieser  Voraussetzung  die  Konstante  tiicbt 
mehr  endlich,  sondern  unendlich  gross  sein  würde.  Beiden 
irrationalen  A n ran ^sz aide n  von  der  Form  a  +  Vß  hingegen 
kann  auch  ohne  Anstand  ci  =  0  sein,  wenn  nur  nicht  zugleich 
ß  =0  ist.  Desshalb  darf  hichei  der  Fall,  dass  «  =0  sei,  nicbt 
ausser  Acht  gelassen  werden,  so  dass  hier  in  der  Regel  bei  jetler 
einzelnen  Differenz  um  Eine  Konstante  mehr  zu  berücksichtig 
kommt,  als  für  die  gleiche  Differenz  hei  rationalen  Anrangszahlea. 

Endlich  ist  es  vermöge  §.  20.  stets  leicht  ausföhrbar,  ili» 
liarmonischen  Konstanten,  bei  »eichen  Anfangszahl  oder  Different 
subtraktiv  sein  sollten,  ganz  zu  vermeiden  und  auf  solche  Art 
die  Berechnung  auf  additive  Werthe  von  a  und  d  zu  heachriln- 
ken.  Noch  ist  zu  bemerken ,  dass  rücksichtlich  der  BereclinuiiE 
es  ganz  gleichgiltig  sei,  welches  Zeichen  das  irrationale  Glied 
Vß  vor  sich  frage,  weil  nach  dem  in  f.  J3.  bereits  ErwieEeiitl 
die    beiden    Konstanten       C      und       C       stets    gleichzeitig  he- 

o+V^  I  d  a—Vß  I  d 

rechnet  werden  können. 


.  iL 


larnSlifl 


^ 


In  Folge  dieser  Ausschliessungen  von  sekundären  hart 
sehen  Konstanten,  welche,  wie  man  leicht  sieht,  genau  den  in 
§.  30.  für  rationale  Anfangszahlen  vorgenommenen  enlspreclMi 
ist  bei  der  Annahme  rf=  I  nur  die  Berechnung  der  einzige« 
Konstante  C  nolhwendig,  bei  welcher  man  schon  in  vorhinein 
rersicbert  sein  darf,  dass  sie  eine  primäre  sein  werde,  weil  sie 
in  dem  einfachsten  Falle,  wenn  3=  I  angenommen  wird,  in  C 
nhergebt,  welche  wirklich  aJs  eine  primäre  befunden  wurde. 

Die  Berechnung  selbst  kann  ohne  weitere  Schwierigkeit  ucb 
§.13.  vorgenommen  werden.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Werthe^ 
welche  die  dort  unter  III.  und  IV.  angegebenen  Ausdrücke  Ut  M 
und  N  annehmen,  wenn  darin  ii  =  0,  d  =  \  nnd  daher  i=r,  ir« 
n  eine   beliebig  auszuwählende   ganze   Zahl  sein  kann,  gesebl 
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wird,  bezi eh unge weise  durch  ÜHq  und  iVo,  so  hat  man  vermöge 
der  dortigen  Formel  II.  unmittelbar: 

I.       C    =Jtf„— iVo.Vl3. 

Beim    ersten   Antiücke   sollte    man    glauben,  als   ob  hier  zur 
Bestimmun«  von     C    die  Berechnung  der  beiden  Werthe  Mn  und 

id  No  (turch  die  Formeln  III.  und  IV.  des  g.  13.  nothn-endig 
i«i.  Diess  ist  jedoch  keineswegs  der  Fall,  wie  man  sich  sehr 
eicht  überzeugen  kann.     Denn  vermöge  1.  in  §.  26.  ist: 


t  folgt: 


ind  dabcr  vermüge   des  in  §.  13.  Erwiesenen   durch  Veränderung 
Zeichens  von  Vß'- 


c 

=  «„H 

(A'.+ 

Vß° 

otangiiv/3)-Vß. 

n.  in 

§.  19.  ist  auch ; 

c 

~Vfll 

1 

=  jH„ 

-(Ä,+  i).V(i 

krgieichung  dieser  beiden  Werthe  gibt  auf  der  Stelle 

^o+:^";olang™v^  =  -iVo-J. 
n  ferner 

II)         iVo  =  -2^-ä^^cotang;üV^ 
I  dann 


Wie  man  sieht,  lässt  sich  die  Summe  der  in  §.  13.  unter  IV. 

Itngefiffarten   unendlichen    Reihe   in  dem   Falle,  wenn  darin  r^O 

=  1  angenommen   tvird,   durch  den    geschlossenen  aoalyti- 

cb«n  Ausdruck  II.  darstellen   und    desshalb  ist  zum  Behufe  der 

SerecliDuiig  der  harmonischen  Konstante      C     nur  noch  die  Be- 
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Stimmung  von  M^  durch  die   unendliche  Reihe  III.  des  §.  13.  er- 
forderlich. 


§.43. 

Für  d  =:z2  sind  nach  §.  41.  die  beiden  Konstanten     C    und 

C      zu  berechnen.    Keine  von  diesen  beiden  ist  eine  primäre, 

sobald  man  annimmt»  dass  alle  zur  Differenz  1  gehörigen  Kon- 
stanten, deren  Anfangszahlen  von  der  Form  a  +  Yß  sind,  und 
wo  zugleich  a  eine  ganze  Zahl  Ist,  bereits  bekannt  seien,  ins- 
besondere die  Konstanten     C    und     C    .      Unter  dieser  Voraus- 

Setzung  ist  nämlich  vermöge  §.  18. 

und  nach  §.  22.  I.,  wenn  darin  a  =  Vi^^  cZ  =  1 ,  7/1  ==  2  angenom- 
men wird, 

c    +      <;     =    C   +/2, 

woraus  dann 

II.        C     z=z    C  +/2-  C  =   C  +/2-i.  C 

4 

folgt. 

Will  man  aber  nicht  beide  vorbezeichnete  zur  Differenz  1 
gehörige  Konstanten,  sondern  nur  die  erste  derselben,  nämlich 

C  ,  allein  als  bekannt  voraussetzen,  dann  bezeichne  man  die 
Vi?  1 1  . 

Werthe,  welche  die  in  §.  13.  unter  III.  und  IV.  angegebenen  un- 
endlichen Reihen  JRf  und  N  erhalten,  wenn  darin  a  =  l,  d=2  und 
z=2n-{rl  gesetzt  wird,  beziehungsweise  durch  Mi  und  iV|.  Da- 
durch erhält  man  aus  den  dortigen  Gleichungen  II.  und  V.: 

C    =^1  —  ^1. V/3     und        C     =  Mi+N..Vß, 

i+Vi3|2  1-V^ia 


folglich : 


C    ^     C     z=^2Ni.Vß. 


Aus  I.  in  §.26.  ergibt  sich  für  a  =  l  +  Vß  und  d=2: 
C     —     C     = -cotang ör"^  = -^  t>  tang —^ 


i^j^a^^ 
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Ke  Vergleichang  dieser  beiden  Wertbe  zeigte  dass 

7t  n\/ß 


nd  daher: 

C    =-M,  — ^.tang^ 


IV.  C     —  **  — '^  x.-.--^V/5 


».  Ferner  setze  man  in  I.  des  §. 22«  a  =  \/ßi  d=l,  m  =  2. 
adarcfa  findet  man: 

C    +       C      =    C  +/2, 

thiik  ist: 

C    =    C  +/2-      C    , 

ViS  I  a      Vi?  1 1  i+V^  1 1 

i  durch  die  Substitution  des  Wertbes  IV.: 

V.         C    =    C  +/2  +  ?tang^^il/i. 

diesen  letzten  Formein   ist  die  Konstante    C    ,  welche  in  I. 

ä  IL  vorkommt,  nicht  vorhanden,  hingegen  erscheint  darin  die 
t  Ml  bezeichnete  Reihe,  deren  Werth  aus  III.  in  §.  13.  berech- 
t   werden  muss. 

Auf  die  gleiche  Weise,  welche  eben  angewendet  wurde,  lässt 
h   auch  noch  die  Konstante    C    aus  V.  wegschaffen,  die  sich 

IV.  ohnehin  nicht  befindet. 
Setzt  man  nämlich 

C    =M2—N^.Vß, 

»  3f^  und  N2  die  Wertbe  bezeichnen,  welche  beziehungsweise 
s  Reihen  III.  und  IV.  in  §.  13.  erhalten ,  wenn  darin  a  =  0, 
=  2  und  mithin  z=:2n  angenommen  wird,  so  folgt  daraus: 

C    =M2  +  N^.Vß> 

rner: 

d  daher: 


C    — 

Vi?  1 2      2 


c  ^-m^-i-h.vß. 

^^/ß\2  ß^      ^ 
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reTiBü^e  §.26.  ist  aucli: 


-(2A.+  s).V?=5"'ang- 


VI. 

iinil  daher: 

VII.  C 


'^«  =  -2S-JT78'^'''^''§- 


\?i« 


-'■  +  G  +  4^,-'"t^)- 


steh  «ff^ibl.  n^o   ui&Utl    der   früher    vorhandenen  Konstante   C 
ietit  die  aas  HI.  des  $.  13.  zu  berechnende  Reihe  .V,  ersdieint. 

§.  u. 

1^  ist  oCcohar  mügltch ,  durch  Fortschreilen  auf  dem  biahu 
belKtVOMi  ^^^S^  uitch  ond  nach  auch  die  zu  grösseren  Dil*' 
r«na«M  ^ebCii^o  hamoniscben  Konstanten  und  ]hre  EigenscballeB 
H««l  Heiietaoj^V)  kennen  tu  lernen.  Man  sieht  jedoch  scboo  «a- 
dem  b«>rrils  Aa^fflhrlen,  dos»  diese  letzteren  keinesn'egs 
MI  einlach  nnd  daher  aach  nicht  eben  so  nütslich  sind,  als  il^ 
^h  l»i  de»  Konstanten  mit  rationalen  Anrangszahlen  ergeben 
hfthm.  Dcs.slialb  soll  hiebei  jede  fernere  WeillSufigkeit  vermie^H 
nnd  nur  noch  die  xur  Differena  4  gehürigen  Konstanten 
kuneu  Beliacbtuni;  unterzogen  irerden,  n-eil  dieselben  bei  ReilM 
ihre  Annenduni;  linden,  deren  mit  abwechselnden  TorzeidiMl 
versehene  (nieder  ohne  Rflcksichl  anf  diese  Vorzeichen  eioe  lilf 
monisefae  Reihe  mit  der  Differenz  '1  bilden  iTürden,  aber  trege» 
des  Wechsels  der  Zeichen  eigentlich  der  Unterschied  zniadten 
■M-vi  harrooiiischen  Reihen  mit  der  Differenz  4  sind. 
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ar    Berechoang    der   beiden    zuerst   genannten    Konstanten 
man  aus  §.  22.  die  Gleichung: 

C     ^      C     =      C     -\-^}, 

1+V^|4       3+Vi3|4        1+V^|a       2 

lurcb  die  Substitution  aus  IV.  in  §.  43. : 

C      +       C      =ill,  +  f-|tang^, 

l+ViSI4       3+V/SI4  2         4^2 

IS  §.  26. : 

."  3-v^^ ,  4=  4  *=»*^"8  -^^nr-  =  4  ("*=  -¥  -  *^"S  -F>' 
deren  Subtraktion  ferner: 

C       +       C     =  yifj +- —  ~  sec— ;t-^ 

3+Vi5|4       3-ViS|4  2  4  2 

rgibt.     Bezeichnet  man  nun  die  Werthe,  welche  die  in  §.  13. 
lll.  und  IV.  angeführten   Reihen    annehmen ,    wenn    darin 

<2=4^  mithin    z  =  4ra-f3  gesetzt   wird,    beziehungsweise 

iHs  und  iVj,  so  hat  man: 

C      =  il/a— iV3.v/3        und        C      ^M^  +  N^.Vß, 

-Vj3  I  4  S-Vß  I  4 


8: 


C      +       C      =2ü/3, 

3+V^  I  4         3-ViS  I  4 


1.      vifa  =  4  /»i  +  j  —  g  sec  — 2^  > 


IL         C      =iil#i  +  f-^sec^-iV3.v^, 

3+Vi?  14  4  ö  2  o     ^  r 

/-r  1  »t    ■  ^2       ;r,        7C\/ß  .  TT        tpV/S  .  ^^ 


§.45. 

ei  Betrachtung  der  eben  ansgefährten   Ableitungen    dringt 
ast  von  selbst  die  Bemerkung  auf,  dass  die  in  §.  13.  unter 


I 


Es  etfibriget  noch,  auch  die  harmoDischen  Konstaai 
komplexen  Anfangszahlen  einer  karzeg  Befrachtung  zu 
weifen,  inn  ilie  Eigenschatleo  derselben  neuigsteos  für  die  klein' 
Dien  Differenzen  1,  2  und  -1  zu  finden.  Zu  diesem  Behufe  küiinte 
ganz  der  nämliche  Weg  betreten  werden,  welcher  soeben  ffirdle 
Konstantet)  mit  irrationalen  AnTangszahlen  eingeschlagen  vraide. 
Es  ist  jedoch  gar  nicht  nSthig,  diese  Rechnungen  hier  zu  n-ie(!e^ 
holen,  iJa  sie  sieb  von  den  vorhergehenden  nur  dario  auterscbei- 
den  können,  dass  hier  durchgängig  ßi  aostatt  des  früheren  Vß 
und  daher  — ß^  anstatt  ß  gesetzt  werden  tnuss,  durch  nelclie 
Substitution  zugleich  die  früheren  in  §.  13.  durch  31  und  iV  b^ 
zeichneten  Reihen  in  P  und  Q  de«  J.  14.  Ubergetieii.  Dies»  tsi 
Bo  einleuchtend  und  leicht  ausführbar,  dass  es  vollkommen  gnl- 
gen  wird,  nur  die  Ergebnisse  dieser  Substitutionen  in  den  hanpl* 
sächlichsten  Formeln  der  §■  4'i — 45.  hierher  zu  setzen,  dabei  ihr 
denjenigen  von  ihneu^  welche  hiedurch  eine  imaginäre  Form  e^ 
halten,  durch  den  Uebergang  von  den  goniometrtschen  Fopt 
tionenzu  den  gleichgeltendea  Exponential- Ansdrücken  eiM 
reelle  Gestall  zu  verleihen. 

Auf  diese  Art  eiilatehen  ans  II.  und  III.  des  §.  42.  die  ■ 
Formeln :  * 

'■      Wo  —  2|ä<  f  2j!  e-f—e-'? ' 

wo  Pd  und  Qo  die  Werihe  von  P  und  Q  in  g.  14.  bedeuten,  irtdi'l 
darin  o  =  0,  d=:l  gesetzt  wird.  Ferner  gehen  die  Formelnlll. 
IV.,  V.,  VI,,  VH.,  des  §.43.  in 
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III.      <?i=4^-3 33« 


+  « 

nß  _  nß 

IV.        C     ^Pt.'-'{.^\'"   Is^U 


^        -2? 


n  e«  — e     « 


V.       c    ^    C    +ß-P,  +  "  "         "      ..», 

VI       O  -  — 4--  ^"^  -^^""  * 

«*  — «     a 

Aier,  wo  P|  und  Q^  die  Werthe  von  P  und  Q  f ör  a  =:  1  und 
4  =  %  biDgegen  P^  und  Q^  die  Werthe  von  P  und  Q  für  a  =  0 
irod  d  =  t!  bezeichnen.    Aus  II.  und  III.  des  §.  44.  wird 

VIII.     c  =i.Pi+^___J!5 — s--e../3.*, 

IX. 

*^o  Q3  den  Werth  von  Q  für  a  =  3  und  <2  =  4  ausdruckt.  End- 
wh  aas  §.  45.  erhSit  man  in  dem  Falle,  wenn  ^eine  ganze  Zahl 

nß  7iß        a 

Ä.        1^  —  2|S2  +  2rfj3'   ^         .^      ^  (n— 1)2^2 ^.  |S2 

(iid  in  dem  Falle»  wenn  -j  ein  Bruch   mit  dem  Nenner  2  und 

inem  ungeraden  Zähler  ist» 
TheU  XLI.  26 


=  ä*  ^ 


b«a  det  et*ie»  OfAiaag  vsd  der  Urne 
■•  WM  die   BgretW—g  ^cr   letitcre«. 


BOM  rassehr  SM  Jen  Aa'CBdiBgeB  nbcfgegangwi  venM) 
welche  man  *mi  der  eriaaffle*  KeBstaies  dicsrr  ZaUe«  awi  Ana 
wedlBelf  i tigep  Beiiebaage«  ui  macbei  an  Sfauide  ist. 

Die  lianaa»i»cfaen  K«*»la>ileii  räid  zoer«!  in  {.  10.  a 
Mld  dort  nur  aU  HilfExahlea  erBcbies«a,  deren  Kenntait«  nnlb- 
wendig  war,  ttn  nit  ihrer  Hilfe  die  SmaMc  einer  jedes  ewUJcfaeiii 
wie  hnnter  grascen  Anzahl  Ton  (>tiedeni  einer  hai[uor>ischeDR«ibe 
der  ersten  Ordnung  ohne  allzu  grosse  Beächneri  ich  teil  mit  jeder 
bdiebigeo  Genauisfceit  berecbDcn  zn  büanen.  AlMri  diesn  Gft' 
hrmcfa  ist  anr  ein  kleiner,  und  ge«i«5  nickt  der  Hiciitigere  Tbdf 
des  Ndtzeiu,  Reicher  aoit  ihnen  gezagen  irerile«i  kann.  VitI 
«richtiger  mues  der  Nutzen  geachtet  »erden,  nelchea  die  lorsiu 
erlangte  Kenntniss  von  den  Ei gensc haften  der  haimoniscbeti  Kon- 
stanlen  bei  der  Werfhbestimniong  einer  bedeutenden  Anzahl  h^ 
stiromter  Integrale  zu  gciväbrcu  vermag-,  n-ie  diese  bereit«  in  fi.'^< 
angedeutet  worden  isl.  Von  dieser  Art  der  Anirendung  darftber 
hier  nicht  weitläufiger  gehandelt  werden,  weil  dieselbe  nicht  zu  i 
Zwecke  der  gegenwärligen  Abhandlani;  gehört,  indem  letitew 
nach  §.  1.  lediglich  aar  die  harmonischen  Reihen,  und  di«  l>l 
solchen  durch  die  Zusammenziehung  ihrer  gleichviellen  Glitte 
entstehenden  neuen  Reihen  gerichtet  ist.  Eben  bei  diesen  l( 
tereu  Keihen  epielcfi  die  harmonischen  Konslanten  eine  hüchsl 
wichtige  Rolle,  indem  die  Summirung  solcher  unendlichen  I 
faen  Im  Allgemeinen,  nie  sich  bald  zeigen  wird.  ausschlles^Cl 
auf  der  Kenntniss  von  den  harmonischen  Konstanten 
Desshalb  snll  nunmehr  die  AuTgabe  von  der  SummlmDg 
aller  jener  unendlichen  Reiben,  irelche  durch  das 
Zusammenziehen  der  gl  eich  viel  ten  Glieder  beliebig 
vieler  harmonischer  Reihen,  die  sämmtlich  der  eistM 
Ordnang  angehören,  entspringend  gedacht  werden 
können,  sogleich  in  ihrer  grösslen  Allgemeinheit  aufgeras 
gelöst  werden. 
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Selen  demnach  mehrere,  als  ohne  Ende  fortlaurend  ^edachle, 
nonische  Reihen  iler  ersten  Ordnutig 

S  ,     S    ,    S    .     S    

a\d   o,  I  if,    0,  I  rft    a.  I  <I, 

geben;  jede  derselhen  niü^e  Qhcrdiess  mit  einem  beliebigen, 
r  alle  Glieder  einer  jeden  eiijzeliien  Reihe  gleidien,  Faktor  ninl- 
^izirt  wer<len,  nämlich  beziehungsweise  mit 
A,  A,,  As,  ^s,  ....; 
Illp  aber  ttnilen  die  ersten,  zweiten,  drillen  u.  s.  f.,  kurz 
Mgteichvielten  Glieder  aller  durch  iliese  Multiplikation  zum 
^scheine  gekommenen  Reihen  mit  den  ihnen  verraGge  der  bei- 
[(ifligten  Faktoren  zusebürenden  Vnrzdchen  jedesmal  In  Ein 
Srttd  sDsaninien  gefasst  werden.  Auf  diese  Art  erhält  man  eiiie 
>ne  uii«iidliche  Reibe,  welche  nach  der  angenominenen  Be- 
ekhnunirsH eise  durch 

4.  S  +A.   S  +A.,.    S   +A,.    S   +.... 

o  I  d  »i  I  ili  °i  I  lfm  <>•  I  d, 

■rgeBlellt  «erden  kann,  und  um  deren  Summirung  es  eich  nun 
in  sie  fvirklicb  eine  Summe  besitzt,  d.h.  konver- 
tent  ist. 

Ans  der  Dirergeaz  einer  jeden  einzelnen  harmoniscben  Reihe 
ler  ereten  Ordnung  ist  sogleich  einleuchtend,  da»<s  eine  auf  die 
Iten  beschriebene  Weise  entstandene  neue  Reihe  in  dem  Falle 
■  nmiiglich  konvergiren    könne,    sobald  sämmlliche  Faktoren 

A3 durchgangig   gleiche  Vorzeichen  haben;    hin- 

nn  durch  die  errnl^le  Auflindung  der  endlichen 
er  bedeutenden  Anzahl  sidcher  Reiben  den  prakti- 
eben  Sen-eis  geliefert,  dass  sie  in  vielen  Füllen  gewiss  kon- 
ergent  sind.  Es  stellt  sich  demnacli  vi>r  Allem  die  Frage  zur 
Seutwnrtung  dar,  welche  Bedingungen  es  seien,  von 
Uten  Errilllnng  es  abbSngt,  ob  ei  ne  au  f  rar  angegebene 
erhaltene  Reihe  konvergire  oder  difergire? 
nach  AufBndung  der  zur  Konverf^enE  errorderlichen  Bedin- 
;an  und  unter  der  Vnraussetzung,  dass  ihnen  wirklich  Genflge 
leieislet  sei,  kann  die  Aufgabe  aur  Lüsiing  vorgelegt  weiden, 
brumme  einer  solchen  unendlichen  Reths  aueh  zu 
»«Htimmen. 

Bei  dem  ersten  Anblicke  sollte  man  glauben,  dass  dieLOsun^ 
BT  beiden  Aufgaben,  wenn  sie  in  so  grosseE  Allgemeinheit 
ifadasst  werden,  schwierig  oder  doch  verwiekeli  seia>  Diiiaee, 
et  nSberer   Untersuchung  hingegen   wird  sich   diese  gcOiz  leicht 


(^n  hat 
Snranien  1 


„^niach  darstellen. 


r 
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leselben  durch  die  Addition  ihrer  Zähler  in  eioea  Bruch  üu- 
munen  zu  lassen  vermag.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  so- 
[eich  klar,  dass  der  gemeinschartliche  Nenner  das  Pro- 
lakt  aus  den  Nennern  aller  einxelnen  Brüche  sein 
schürt  liehe  Zähler  hingegen  erhalten 
^rde,  indem  man  jeden  einzelnen  Zähler  durch  die  Nen- 
r  aller  übrigen  Brüche,  mit  Ausnahme  des  eigenen, 
Iblliplizirt  und  alle  diese  Produkte  zusammenaddirt.  Die  Aus- 
F  dieser  Rechnungen  würde  allerdings  mühsam  und  lang- 
n  den  Zahler  und  Nenner  vollständig  zu 
Bn  nüthig  hätte,  zu  dem  hier  davon  zu  machenden  Ge- 
[aher  genügt  es  schon,  nur  das  hüchste  Glied  sowohl 
II  Nenner  zu  kennen,  weil  von  diesen  Gliedern 
bi.der  Grad  des  einen  und  des  anderen  abhängt.  Nun  ist  offen- 
Pdu  höchste  Glied  in  dem  Produkte  aller  Nenner  nichts 
rodukt  der  ersten  Glieder  aller  einzelnen  Nen- 
nenn  man  die  Anzahl  der  Nenner  oder  Brüche 
\  m  bezeichnet,  stets  n'",  >vonach  der  Grad  des  gemein- 
Aaftlichen  Nenn  ers  durch  m  ausgedrückt  wird.  Uas  höchste 
einschaftlichen  Zähler  hingegen  vrird  nach  dem 
ier  Gesagten  gefunden,  irenn  man  von  den  Produkten  eines 
I)  einzelnen  Zählers  in  die  Nenner  aller  ührigen  Brüche  gleich- 
t  die  höchsten  Glieder  entwickelt,  welche  sich  mit 

A  A,  A^  Af 


1 
4 


I,   da  sie  sämmtlich  vom  gli 
ied  zusammen  zieht,   weichet 


ichen  Grade 
somit 


(^ 


J--)-- 


r  ebenfalls  vom  Grade  m  —  1  sein  wird. 

nt  nun  das  eben  j^efundene  Glied  in  dem  gemeinscbaft- 
Bhler  wirklich  vor,  was  stets  der  Fall  sein  muss,  wenn 
n  die  Bestandlheile  des  zwischen  den  Klammem  enthal- 
[efGzienten  von  «""-*  sich  gegenseitig  ganz  aufheben,  wo- 
r  Koeffizient  gleich  0  werden  und  das  Glied  daher  weg- 
dann  ist  auch  der  bezeichnete  Zähler  vom  Grade 
md  folglich  nur  um  Einen  Grad  niedriger  als  der  Nen- 
vermöge  des  gleich  anfangs  ausgesprochenen  Satzes 
_|CaTg^l,  dass  die  Reihe  divergent  sei.  Sobald  hingegen  das 
^e  Glied  dadurch,  dass  der  Koeffizient  von  n""-^  gleich  0  wird, 
I  gemeioscbafllichen  Zähler  wegfällt,  kann  das  zun&clist 
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Ichsütf 


darauf  folgende  Glied  in  diesem  Zähler  nnr  höcl 
Grnde  m—'l,  daher  auch  der  Z.'ihler  Neihst  liüchstens  toi  < 
diesem  Grade  und  fnlgüch  vvenisslens  um  znei  Grade  iiid 
als  der  Nenner  sein,  was  dann  die  Konvergenz  der  Reihi 
naihnendigeii  Folge  hat. 

Diese  Betrachtungen  zeigen,  dass  Hie  Konvergenz  «de 
verncni:  einer  niti;h  Anleitung  des  g.  17.  aus  harmonischen  R 
der  ersten  Ordnung  hervorgehenden  neuen  lieihe  ledigKct 
der  Beschaffenheit  des  obigen  Koeffuienlen  von  n""-'  liA 
und  die  Reihe  konvergent  oder  diver(;ent  sein  vi 
je  nachdem  jener  Koeffizient  $;teich  0  ist  oder  n 
Demnach  besteht  für  die  Konvergenz  einer  solchen  '. 
eine  einzige,  zugleich  nothwendige  und  zureichendejj 
welche  durch  die  höchst  einfache  Gleichung 


'■  ;;^  +  sr+£+;if+-...=o 


der  Nkb 

I 

ach  5.™ 


ausgedrQcIct  iverdeu  kannj  durch  deren  Erfüllung  oder  NIeb 
lung  miin  die    Konvergenz  oder  Divergenz  einer  auf  1 
zu  bildenden  Reibe  schon  vorhinein  eben  so  tei 
beurtheilen  vermag. 

In  dem  Falle,  wenn  die  Differenzen  aller  einzell^ 
sehen  Reihen  der  ersten  Ordnung,  aus  welchen  nach  %^ 
neue  Reihe  zusammen  gesetzt  werden  soll,  einander  gleicl 
nämlich  :  d^di  ^=  d^^=d2^  ....,  nimmt  die  Bedingungägl« 
I.  durch  die  Mulliplikat'ton  mit  den  gleichen  Nennern  offenE 
noch  einfachere  Form  an ; 

II.     .1  4-^1  +  Jj+  /^3  +....  =  0, 

ivelche  einfachere  Form  ■nohl  auch  als  in  allen  Fällen  hinre 
betrachtet  iverdeii  künnle,  da  man  neiss,  nie  leicht  lie 
gegebene  harmonische  Reihen  mit  ungleichen  Differenz 
gleiche   Differenzen  sich  bringen    lassen. 

Bei  der  vorhergehenden  Ableitung  ist  von  derVoraussetMii 
gegangen  worden,  dass  die  Nenner  der  allgemeinen  Glieder  all 
zelnen  harmonischen  Reihen  von  einander  verschieden  eeien 
könnte  dessbalb  meinen,  dass  dieselbe  Voraussetzung  auch  de 
chtingen  L  und  11.  zum  Grunde  liege  und  daher  die  letzteren 
oamittelltare  Anwendung  finden,  so  lange  unter  den  allgei 
Gliedern  noch  solche  nait  gleichen  Nennern  vorkommen 
dern  diese  Brüche  vorher  in  Einen  Bruch  zusammen  ^ 
tverden  müssen.  Diess  ist  jedoch  keineswegs  der  Fall, 
da  diese  Zusammenziehung  durch  die  Addition  der  suebih 
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iSrigen  Zähler  erfolgt,  ist  es  offeabar  ganz  glelcbgiltig,  ot>  man 
fie  Addition  schon  vorber  oder  erst  bei  der  AnweadoDg  dec 
Gleichungen  I.  oder  II.  vornimmt. 

Nacb  dieser  Vorunlersucbung  unterliegt  es  nunmehr  durchaus 
litiner  Schwierigkeit,  auch  die  ziveitc  in  §,  47.  aus gespro ebene 
Aifgafae  zu  lögen,  nSmlicb  die  Summe  der  dort  angezeigten 
naendlicben  Reihe  unter  der  Voraussetzung  ihrer  Kon- 
vergenz durch  eine  allgemeine  hvchst  einfache  Formel 
Aisandrücken.  Zu  diesem  Behufe  bezeichne  man  die  Summe 
dv  n  ersten  (ilieder  der  dortigen  neuen  Reihe  durch  x»  und  die 
^mme  eben  dieser,  aber  ohne  Ende  fortlaufend  gedachten.  Reibe 
l^cb  X,  ao  dass 

a\d  a,td,  Oildi  a,]d. 

nnendlicheu  Zunahme  von  n 

i  die  Konvergenz  der  zu  summireoden  uDendlicben 
Eeihs  X  vorausgesetzt  wird,  müssen  die  Faktoren  A,  A^,  A^,  Ag,.... 
od  die  Differenzen  d,  di,  d^,  e/g,.-..  dergestalt  beschaffen  seiD, 
BSa  nie  der  Bediiiguogsgleichung  I.  des  f.  48.  Genüge  leisten, 
Jglich  muss,  wenn  diese  letztere  mit  In  mnltiplizirt  wird, 

tia. 

Wird  Dun  dieser  Ausdruck  von  dem  angegebenen  Wertbe  von 
n  abgezogen,  so  erhält  man: 

t      +'^■[..1-5'"]+ 

niwi 

t 


endlichen  Wachstbame  > 


'■=^'"Li-ä'"]+''''""[i,-i'"] 


^ 
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oder  »ermage  §.  IB.: 

' 

■ 

1.    x=A.C  +  A,.  C+A^.  C  +A^.  C  +....^ 

■j 

ald"^ 

■o.lrf. 

o,|d,              o.ld. 

Demnach  wird  d 

ie  Summe 

einer  jeden  aus  h 

r.»i. 

sehen  Reihen  der  e 

sten  Ordnung  mit  HinzuTügu 

.gb.. 

riehiser    Faktoren 

durch    da 

Zii.imraenilehen 

ib.» 

gteichvielten      Glie 

der      herv 

ergehenden     unendlieill 

Reihe  unter  der  Vo 

raussetzu 

ng  ihrer  nach  J.  48. 

beeil' 

ders    ZQ   beurlheile 

den  Kon 

vergenz   gefunden. 

inden 

man    die    einer    jed 

n    einzel 

en   Reihe  enl.pre 

chiile 

harmonische    Kons 

ante    mit 

den,    zug.hürigen 

Fallet 

der    Reihe    multipl 

zirt,    und 

alle  diese   Produltte  nit 

ihren    Zeichen    zusa 

mmen   nin 

irat,    oder  noch   liiirze 

raeel«. 

drückt,  indem  man! 

.  derinf 

47.  angegebenen  B 

eteitl- 

I 


nung  der  Reihe  anstatt  S  durchgängig   C  setzt. 

Dieser  Salz  zeigt,  mit  nelcher  Leichtigkeit  die  Summen  lol- 
eher  unendlichen  Reihen  gefunden  werden  künnen,  sobald  dibel 
die  harmonischen  Konstanten  als  bekannt  angenommen  twidwi. 
was  in  Folge  der  int  Vorhergehenden  ausgeRihrteii  oder  doch  U- 
gedeuteten  Berechnungen  stets  alt  zulässig  erecheint. 

Ferner  überzeugt  man  sich  hieraus,  dass  es  vollkommeog^ 
gründet  war,  trenn  in  §.  47.  behaujifet  nurde,  dass  die  SnninV 
rang  der  hier  betrachteten  unendlichen  Reihen  im  AllgemeiHll 
ausschliesslich  auf  der  Kenntniss  der  harmonischen  Koul 
beruhe. 


§.  30. 

Die  Anfcendung  der  eben  gefundenen  allgemeinen  ! 
formet  anterliegt  keinem  Anstände,  sobald  die  einzeliij3 
monischen  Reihen  der  ersten  Ordnung,  aus  welchen  dDM 
saramenziehen  ihrer  gleichvielten  Glieder  eine  neue  geblldeta 
soll,  folglich  auch  ihre  allgemeinen  Glieder  unmItQ 
gegeben  sind,  und  man  zugleich  die  Faktoren  kennt, 
welchen  sie  einzeln  vorher  multiplizirl  werden  sollen.  Denn  Hl 
dieser  Voraussetzung  kann  sogleich  znr  Beurlheilung  der  Konve^  i| 
genz  oder  Divergenz  der  zu  bildenden  neuen  Reihe  verniitteUt|l 
der  Bedingungsgleicbungen  I.  oder  II.  des  §.  4S.  geschritten  ondiU 
wenn  sich  hiedurch  die  Konvergenz  der  Reihe  herausgestellt  hüt 
die  Summe  derselben  durch  die  Formel  I.  des  §.  49.  ausgedtficU 
werden,  in  welcher  man  nur  noch  anstatt  der  Zeichen  der  ha^ 
monischen  Konstanten  ihre  nach  der  vorausgegangenen  Anleitnuj 
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lerechueten  Werthe  ku  setzen  braucht,  um  die  gesDchte  Sumroe 
gntweder  durch  einen  analytischen  Ausdruck  oder  wenigstens 
gäheiangsn-eise  in  bestiniinteD  Zahlen  zu  finden. 

Man  darf  aber  hiebei  nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  bei  dem 
Beweise  der  Sumnienformel  I.  in  §.  i'i.  die  Konvergenz  der 
Iteihe  ausdrücklich  als  wirklich  varlianden  angenommen  wurde 
Bild  daher  jene  Formel  auf  nicht  konvergente  Reihen  gar 
beiiie  Anwendung  finde.  Aus  diesem  Grunde  muss  stets, 
bevor  man  jene  Formel  auf  eine  Reihe  anwenden  will,  die  Kon- 
«rgeiiK  derselben  ausser  Zweifel  gestellt  sein.  Desshalb  darf, 
wenn  man  nicht  etwa  schon  aus  anderen  Gründen  die  Ueberzeu- 
lüpf;  Ton  der  Konvergenz  der  Reibe  gewonnen  haben  sollte,  die 
nrisuGge  Untersuchung  derselben  nach  §.  48.  niemals  unterlassen 
iKrden,  weil  man  durch  Vernachlässigung  dieser  Vorsicht  sich 
4n  Gefahr  aussetzen  ivfirde,  die  Suinmenformel  des  §,  49.  auf 
Fälle  ansEudehnen,  in  welchen  sie  weder  erniesen  noch  richtig 
wt,  nnd  anf  solche  Art  ganz  falsche  Resultate  zu  erhalten.  Einige 
lUdere  mathematische  Formeln  besitzen  allerdings  die  bequeme 
Eigenschaft,  dass  sie  in  jenen  Fällen,  für  welche  sie  eigentlich 
BÜbt  gelten,  solche  Ergebnisse  liefeTn,  deren  Untirauch barkeit 
mgleicb  von  selbst  in  die  Augen  fallt.  Die  gleiche  Bequem- 
liihbeit  gewährt  die  Formel  des  §.  49.  keineswegs.  Diese 
nfirde  Tielmehr,  wenn  man  sie  auf  divergente  Reihen  anwen- 
de* wollte,  scheinbar  auch  für  solche  Reihen  endliche  Summen 
geben,  die  sie  eben  wegen  der  Divergenz  gar  nicht  besitzen  kün- 
Md.  Desshalb  ist  die  Beobachtung  der  vorhin  empfohlenen  Vor- 
(ichC  in  80  lange  streng  nothwendig,  bis  man  etwa  auf  anderem 
Wege  die  Ueberzeugung  von  der  Konvergenz  oder  Divergenz  der 
tu  snomiirenden  Reihe  erlangt  hat.  Uebrigens  ist  der  ganze  Her- 
guig  der  Rechnung  bei  der  eben  erklärten  Summlrungsart  so 
rinfach,  dass  die  Anführung  eines  einzigen,  nicht  sehr  verwickel- 
ten Beispiels,  aaf  welches  auch  noch  später  Bezug  genommen 
ireiden  soll,  hinreichen  wird,  um  Alles  in  das  klarste  Licht  zu 
letzen.  Zu  die^iem  Zwecke  soll  die  Aufgabe  vorgelegt  werden, 
die  Summe  einer  unendlichen  Reihe  zu  linden,  welche 
in*  den  vier  harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung 

s,  s,  s,  s 

betiehnngsweise  multipMzirt  mit  den  Faktoren 

500'     125'         125'     500 
A(^  Anleitung  des  §.  47.   bervorgehl.    Dass  diese  Reihe 


Die  Summenforinel  des  §■  49.  dürße  rletleicht  nur  aelten  i 
derjenigen  Weise  zor  Anwandung  koromen,  wie  es  in  §.  60.  <■ 
genommen  und  an  dem  dortigen  Beispiele  gezeigt  tvnrde.  V( 
atter  wird  es  sich  ereignen,    Hass  nicbt  sowohl  die  zasainintnl 
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henden  einzelnen  harmonische»  Reihen  nnd  die  ihnen  zukom- 
nden  Faktoren,  ala  vielmehr  die  daraus  entstandene  Reihe 
jeben  und  ihre  SummiTung  verlangt  wird.  In  einem  solchen 
lle  ist  es  vorerst  nuthHendt»,  xu  enl^^clieiden ,  ob  die  gege- 
ne  Reihe  irirklich  ans  harmonischen  Reihen  der 
»Een  Ordnung  auf  die  in  §.  47.  erklärte  Art  entstan- 
n  gedacht  n- erden  könne?  Dann  niuss  «efragt  werden, 
H  welclien  solchen  Reihen  jene  hervorgegangen  sei 
>d  mit  n  elcheni  Faktor  jede  einzelne  von  diesen  mut- 
tlizirt  Toriiestellt  werden  müsse?  Erst  nach  erfolgter 
ttntwortutig  dieser  Vorfragen  kann  von  fiiimniirLing  der  gegehe- 
It  Reihe  durch  die  Formel  des  §.  4^.  die  Kede  und  wird  dann 
üb  ganz  leicht  zu  henerhstelleo  sein. 

Znr  gewünschten  Entscheidung  Qber  die  eben  vorgelegten 
agen  gelangt  man  durch  folgende  kurze  Betrachtungen. 

Ans  demjenigen,  was  in  §.  48.  Qber  die  Darstellung  des  all- 
iDtinen  Gliedes  einer  aus  hatmonischen  Reihen  der  ersten  Ord- 
ug  nit  n'3s  immer  für  hesländigeii  Faktoren  durch  Zusammen- 
ihnng  ihrer  gleichviellen  Glieder  entspringenden  neuen  Reihe 
gefShTt  vFurde,  entnimmt  man  auf  der  Stelle,  dass  ein  solches 
^meines  Glied  in  jedem  Falle  eine  rationale  gebrochene 
lolitiun  der  Stellenzahl  n  sei  oder  in  eine  solche  sich  veirran* 
iln  lasse;  ferner  dass  der  Nenner  dieser  Funktion  stets  ein 
'odutt  aus  Faktoren  des  ersten  Grarles  sein  werde,  die  sSmmt- 
'li  unter  einander  verschieden  sind,  endlich  der  Zähler  der- 
Iben  im  Allgemeinen  um  Einen  Grad,  sobald  hingegen  die 
siha  konverijent  sein  soll,  wenigstens  um  zwei  Grade  nie- 
'igar  sein  muss,  als  der  Nenner.  Hieraas  folgt,  dass  jede 
Hbe,  deren  allgemeines  Glied  die  eben  aufgezählten  drei  Eigeo- 
haflen  nicht  insgesammt  besitzt,  unmriglich  aus  harmonischen 
sihen  der  ersten  Ordnung  nach  §.47.  hervorgegangen  und  durch 

>  Summe nl'orniel  des  §.  49.  summirt  \ver(ten  könne. 
Umgekehrt  überzeugt  man  sich    leicht,    dass  jede    nnend- 

cheReihe,  deren  allgemeines  Glied  die  angeführten 
ei  Eigenschaften  wirklich  an  sich  trägt,  stets  nach 
4!l.  sich   Summiren   lasse.     Denn  stellt  man  dch  den  Nen- 

>  eines  so  beschaffenen  allgemeinen  Gliedes  m  seine  eln- 
ihen  Faktoren,  die  nach  der  Voraussetzung  sämmtlich  ron 
lUider  verschieden  sein  müssen,  aufgelöst  vor  und  zerl^ 
ngemäss  den  Bruch  in  seine  einfachen  sogenannten  Par- 
ilbrüche,  so  knno  jeder  solche  Partialhruch  mit  einstwei- 
er  Beisei  leset  EU  ng  seines  Zählers  als  das  allgemeine  Glied  ein» 
[mwischen  Reihe  der  ersten   Ordnung    angesehen,    demselben 


^ 
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der  früher  beiseite  gelassene  Zähler  wieder  ate  Faltlor  hmnpt- 
fügt  und  somit  die  gei^ebeoe  Reihe  als  durch  die  Zueanimenziehuig 
der  gleichvielten  Glieder  aller  angedeuteten  harmoniscben  Reihen 
der  erüten  Ordnung  mit  den  ilinen  lieigerügten  Faktoren  enUtai- 
den  gediulit  iverden.  Zugleich  kennt  man  auf  diese  Weise  etw^ 
alle  einzelnen  Reihen,  als  auch  die  ihnen  zugehrlrigen  Faklora 
und  kann  daher  die  Summirung  ganz  wie  in  §.  30.  Tornehmtp, 
wobei  es  sich  von  selbst  versieht,  dass  hier  die  Vornahme  einer 
besonderen  ÜDtersucbung  über  die  Konvergenz  oder  Diveigeu 
der  zu  eummirenden  Reibe  mit  Hilfe  der  Bedingungsgleicbung  den 
§.  48,  ganz  flberflüssig  sein  würde,  weil  das  ürtbeil  hierüber 
schon  ans  der  Beschaffenheit  des  Zählers  und  Nenners  dei  (U- 
gemeinen  Gliedes  der  gegebenen  Reibe  mit  voller  Sicherheit  |l- 
iäWt  werden  kann. 


Als  Rettaltat  der  eben  ongestelltei; 
nach  der  allgemeine  Satz  hervor,  dass  j 
deren    allgemeines    Glied    eine 
Funktion    der  Stellenzabi   ist,    si 
sehen    Konstanten   mittelst   der   F 
miren    Usse,    sobald   der    Nenner  < 
fachen,    durchgängig  von  einandei 
toreo   und   zugleich    wenigstens    ui 
ist  als  der  Zähler. 


Belrachlangen  gebt  im- 
de  unendliche  Reiht, 
ationale  gebrocbeH 
b  durch  die  hadnsni- 
'ormel  des  §.  49.  toa- 
ein  Produkt  aus  eil- 
hiedencD  Fall- 


§.  52. 

Ein  Paar  einfacher  Beispiele  wird  binretchea, 

I    mit   welcher  Leichtigkeit  die  eben  aufgestellten    Regeln  1 

fübrung  gebracht  werden  künneu.     Sei  zuerst  die  unend] 

'      ■      ^      ,        a       .       '6 

5.5.5.5+7.8.9.11  +  9.11.13.17+11.14.17.23"' 
\  lur  SBmmimng  vorgelegt,  deren  atigemeines  Glied 


(2i.  +  3)  (3»  +  2)  (4«  +  1)  <6i.-l) 

^  Ut.     Da  hierder  Nenner  bereit«  in  seine  «infachen  Fal 
l^t  •rseheinl.  die  sSmnitlicfa  von  einander  verschieden  s 
dlcM  der  Zlihler  t«m  zweiten,  der  Nenner  hingegen  vam  f 
Grade  ist,    so  sieht  mau  sogleich,    dass  bieWi  alle  io  $.SL  g 
forderten  Bedingungen  vorhanden  seien,    die  Reihe  daher  g« 
koorergiTfl   und  ihre  Summe  nach  der  vorusgebendea  Abwü 
geAinden  morde«  kSnne. 
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Das   angeführte  allgemeine  Glied    geht   nun   durch   die  Zerle- 
DB  in  Partialbruche  in 


-L       _L      J_       X 

500       n^     las       500 

"2» +  3  "^3(1  +  2      4n+l"*'6n— I 


Iber,  iroraue  sich  zeigt,  dass  die  gegebene  unendliche  Reihe  a 
)ea  vier  harmonischen  Reiben  der  ersten  Ordnung 


beüebnngs weise  multiplizirt  mit  den  Faktoren 


500*     123'  125'     500 

ntebf.  47.  entstanden  gedacht  werden  bünne.    Eben  diese  Ret 

istbenits  in  §,  50.  als  Beispiel  vorgelegt  und  die  Summirung  dort 

vdllgllndig  aufgeführt  frorden,  so  dase  die  dortige  Arbeit  sammt 

^  erliallenen  Resultate  sich   unmittelbar  hier   anschliosst- 

Als  Eiveites  Beispiel  mag  die  uuendHche  Reibe  dienen: 

7  19  31  43 

1.1.5  +  4.5.17  +  7.9.29"'"  10.13.41  + 

dnn  allgemeines  Glied 

12w— 5 

(3n~2)(4n-3)  (1271-7)' 
•der,  in  Parlialhrfiche  zerlegt, 

3n— 2  +  4B~3+12n— 7 

itL  Auch  hier  zeigt  dei  blosse  Anhlick  des  allgemeinen  Gliedes, 
dus  alle  zur  Ann-endung  der  Summenforroel  des  §.  49.  erforder* 
liehen  Bedingungen  irirklicfa  vorhanden  sind.  Desshalb  wird  die 
^mme  der  gegebenen  unendlichen  Reihe  durch 

-9.C  +  8.C  +  12.C. 
*der,  wenn  hierin  die  Werthe  von  C,  C  und    C  substituirt  irer- 

113     1|4  B|IB 

B^,  durch 

c-ia.^c-Hüa-f +  -"°-^S 

U^drückt  werden.  NäherungsTFeise  in  16  Dezimalstellen  b«- 
If^Htet  ist  diese  Summe 


i» 
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Dieses  etieo  \o  seine»  allgemeinen  Umrissen  erklärte  Verfah- 
Un  ist  zu  einfach,  um  einer  weitläufigeren  Auseinandersetzung  zu 
M^fen.  Beispiele  liiezu  sollen  bei  ErOrlerung  der  einzelnen 
Aufgaben  beigebracht  werden. 

§.  55. 

Wu  die  Anivendnng  der  vorhergehenden  Methode  insbeson- 
(kreanf  die  erste  in  §.  53.  vorgelegte  Aufgabe  betrifft,  kann  dabei 
nnichst  die  Frage  aufgeuorfen  werden,  wie  viele  Bedingungs- 
Shichnogen  in  jedem  Falle  zu  erfüllen  seien,  um  eine  durch  die 
Firmel  des  §.  49.  gefundene  Summirung  in  eine  analytische  im 
:8iilie  des  g.  33.  zu  verwandeln,  d.  h.  ulle  harmoniscben  Konslan- 
Ko  daraus  verschwinden  zu  machen.  Niebei  zeigt  sich  sogleich 
Ae  Nolhwendigkeit  der  in  g.  30.  aufgestellten  Unterscheidung 
iwiscben  den  primären  und  sekundären  harmonischen  Kon- 
stanten. Denn  anstatt  der  letzteren  können  durchgängig  ihre 
fferthe,  ausgedrückt  durch  die  primären,  mit  Beihilfe  bestimmter 
anlytischer  Funktionen,  in  der  Siimirienformel  des  §.  49.  substi- 
liiirt  werden,  wonach  man  nur  niithtg  hat,  für  jede  einzelne  noch 
virkomniende  primäre  Konstante  die  zu  ihrem  Wegfallen  erfor- 
littliche  Bedingungsgleichung  aufzustellen,  um  durch  deren  Er- 
RÜlnag  die  Sunime  zu  einer  analytischen  zu  machen.  Hieraus  ist 
klar,  daes  die  Anzahl  der  zu  dem  angeführten  Zwecke 
Bathwendigen  besonderen  Bedingungsgleichungen  nie- 
nals  grüsser  ist,  als  die  Zahl  der  primären  Konstan- 
tea.  welche  im  gegebenen  Falle  die  Summenforroel 
des  j.  40.  enthält,  wozu  allerdings  noch  die  allgemeine  Be- 
4iBBangBgletchnng  des  §-48.  hinzu  kommt,  von  der  die  Kon- 
fai^nz  und  daher  die  Summirbarkeit  der  Reihe  überhaupt  abhängt. 

Die  so  eben  ihrer  Zahl  nach  bestimmten,  zur  HerbeifübTung 
Jtr  analytischen  Summirbarkeit  einer  Reihe  geeigneten  Bedin- 
fi^^leiuhungen  sind  insoferne  auch  alle  noth wendig,  dass 
Idne  von  ihnen  unerfüllt  bleiben  darf,  weil  sonst  die  Reihe  ent- 
weder überhaupt  nicht  oder  doch  nicht  an  alytisch  snm- 
Birbar  sein  würde.  Dadurch  ist  jedoch  die  Müglichkeit  keiuea- 
"^s  ausgeschlossen,  dasa  die  nach  der  angegebenen  Vorschrilt 
uTgestellten  Bedingungsgleichungen  nicht  sämmtlich  von  einander 
lubbSngig  seien,  sondern  vielleicht  eine  oder  mehrere  von  ihnen 
IDT  Folgerungen  aus  den  übrigen  darstellen,  in  welchem  Falle 
Beb  eine;-geringere  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen,  als 
er  vorhergehende  Satz  ausspricht,  zur  Herbeiliihrung  der  analy- 
icben  Summirbarkeit  für  die  vorgelegte  Reihe  genügen  würde. 
Theil  XLI.  27 
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§.  33. 

Alle  Relhensuniinen,  welche  eich  durch  Hie  Fonnel  des  §.4!t. 
auffinden  lassen,  werden  tniltelst  derselben  zuoSchst  durch  (He 
harmonischen  Konsfanten  nus^ed rückt,  welche  lelzierc  man  li 
keinem  Falle  durch  die  hereils  in  die  Analysis  eingeführten  FhbIe- 
lioneti  in  geschlossener  Forni  darzuslellen  im  Stande  ist,  indem 
die  primSren  aus  ihnen  nur  mit  Hilfe  unendlicher  Reihen  berech- 
net lind  die  selcunilliren  nur  auf  die  ersteren  zurückgeführt  wa- 
den  kilnnen,  wobei  allenlintrs  nicht  nur  algehraische  Aiisdrüclie. 
sondern  anch  Logarithmen  und  Kreisfunktionen  oder  die  den  leti- 
leren  gleichgellenden  Exponential-Ausdrüeke  hinein  kommen  fclhi- 
nen.  Als  eine  sclbstverslaiidliche  Folge  hievon  inuss  es  aDgf 
sehen  werden,  duss  die  Summen  der  nach  Anleitung  des  f.47- 
entstehenden,  oder,  was  vüllig  einerlei  ist,  derjenigen  uiieiidll- 
cheti  Reihen,  deren  allgemeine  Glieder  die  in  §.  51.  aufgeiSMiM 
Eigenschaften  besitzen,  im  Allgemeinen  durch  die  bis  jetzt  b  dei 
Analyeis  üblichen  Funklionca  allein  in  endlicher  Form  dIcU 
dargestellt  werden  können,  84>ndern  hiezu  wenigstens  in  derRegti 
noch  die  Beiziebung  einer  oder  mehrerer  harmonischen  KanitU- 
ten  nothnendig  erscheint.  Da  die  letzleren  biBher,  mit  AuenahnK 
einer  einzigen,    nümlich   von    C,    in  der  Analysis  nicht  gebrancU 

wurden,  waren  die  erwjihnten  Reihen  nach  dem  gewüholicbn 
ISpracbgebr;iuche  in  der  Regel  gar  niclit  und  nur  ausnasia- 
weise  in  besonderen  Fällen  summirbar,  während  die 
vorher  gezeigt  wurde,  in  allen  Fällen  ohne  Ausnahme  wirUick 
Statt  findet,  sobald  man  auch  die  harmonischen  Konstauten  lll 
analytische  Funktionen  anerkennt  und  behandelt,  was  ihnen  In 
UemS^slicil  ihrer  erwiesenen  Eigenschai^eo  nicht 
Bondern  was  sie  in  Betracht  des  von  Ihnen  zu  gewartigeodll 
Nalzens  auch  verdienen  dürflen. 

Man  weiss  übrigens  bereits  seit  langer  Zeit  durch  Leib' 
nitz,  Ben^ulli,  Euler  und  Andere,  dass  sehr  viele  zn  ilcD 
vorerwähnten  gehörende  nnendliche  Reihen  auch  ohne  die  btf- 
monischen  Konstanten  lediglich  durch  die  bisher  gehrSoth- 
liehen  analytischen  Funktionen  und  häufig  sogar  in  alge- 
braischer und  rationaler  Gestalt  sich  snmmire»  laeseil- 
De&shalb  gibt  es  bei  diesen  Reiben  eine  zweifache  Art  i« 
Summirharkeii,  nämlich  die  allgemeine,  welche  allen  sftlebl« 
Reihen  ohne  Ausnahme   zukommt,    woza  aber  die  Uilfe  der  Ji 


r 
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onischeo  KoDsIaiiteo  DothTrendig  ist,  dann  eine  besonilere, 
eiche  allerdiiiga  nur  in  einigen  Fällen  ausfü'hrliar  ist,  jedoch 
lein  durch  die  bis  jel2t  üblichen  analytischen  Funktiunen  luil 
.uivchliiss  aller  harmoaisclien  Konatan-teo  bewerkstelliget  iverden 
ann.  Cm  diese  lelitcre  Art  der  SunnniJrung  kurz  und  unzvrei- 
Icutig  XU  bezeichnen,  soll  sie  ku'nriighin  durch  den  Beisatz 
Analytisch"  erkennbar  gemacht  ti-'erden.  Auf  diese  Weise 
it  die  in  ^.S^.  als  erstes  Beisjiiel  angeführte  unendliche  Reihe, 
tie  ihre  in  §.  50.  aurgeslellte  Summe  zeigt,  analytisch  «(im- 
nrbar,  hingesen  die  eben  dort  alii  ziveites  tteispiel  berechnete 
licht  analytisch  suiiiinirbar. 

Ferner  soll  nnch  jede  unendliche  Reihe,  deren  Summe  durch 
lin»  algebrni scheu  geschlossenen  Ausdruck  ohne  Bei- 
ungung  der  sogenannleu  transzendenten  Zahlen,  hier  insheaon- 
Rre  der  Logarithmen  und  der  Kreis-  oder  Fsponciitial- Funktionen, 
largestelll  »erden  kann,   algebraisch  sunimirbar  beinisen. 

Da  nach  dem  Gesagten  die  analytische  Summirharkeil  keine 
lllgemeine  Eigenschal't  sämmtÜcher  nach  Anleitung  des  §.47. 
!ntB|)ringeiiden  unendlichen  Reihen,  von  nelchen  in  §,  51.  die  Be- 
icluffenheit  ihrer  allgemeinen  Glieder  angegeben  wurde,  ist,  so 
BW!  das  wirkliche  Eintreffen  der  aiialyliachen  Summirbarkelt  in 
ii|«id  einem  besonderen  Falie,  und  ebenso  das  Ptwaige  Vor- 
iraJfliseiD  der  algebraischen  Summirbarkeit  einer  solchen 
Srihe  von  der  Erfüllung  gexisser  Bedingungen  abhängen, 
'elcbe  Burzusuchen  und  naher  zu  betrachten  es  wohl  der  Mfihe 
t«th  sein  dürfte.  Zwischen  die  beiden  eben  angedeuteten  Auf- 
[äben  drängen  sich  gleichsam  als  üeliergang  von  der  einen  zur 
■deren  zwei  neue  Aufgaben  ein,  welche,  wenn  gleich  vielleicht 
OB  minderer  Wichtigkeit  als  die  rrüberen,  doch  immerhin  nicht 
flu»  anerheblich  werden  befunden  werden.  Demnach  sollen  nun- 
ä«lir  vier  Aufgaben  vorgelegt  und  ihre  Lösung  versucht  werden, 
inlich  die  Bedingungen  aufzusuchen,  deren  Erfüllung 
otiveder  nothwendig  oder  doch  hinreichend  ist,  da- 
lit  eine  nach  §.47.  hervorgehende  oder  die  in  §.  5L  auf- 
eiShlten  Eigenschaften  besitzende  unendliche  Reihe 
ntiveder 

L    Überhaupt  analytisch  summirbar,    oder 

2.  analytisch  summirbar,  jedoch  mit  Anssclitnss 
aller  Kreis-  oder  der  gleichgeltenden  Exponen- 
tial' Funktionen,    ferner 

3.  analytisch  summirbar,  mit  Ausschluss  der  Lo- 
garithmen,   endlich 

..1.     algebraisch  summirbar  sei. 


1 
I 


i. 


Die  liarmojiischen  Hefäeii. 


Hiebei  tniiss  auf  eine  mit  der  gegeDwärtigen  üntersochoil 
samraenhange    stehende    Thatsache   aufmerksam    gemi 
den,    welche,    wenn  sie  auch   stronge  genommen    nichts 
(loch  immerhin  auflallcnH  genug  ist,  am  sich  zu   einem  Vetsi^ 
ihrer  Erklärung  veranlasst  zu  l'ühic-n. 


Dchao^^^H 
lichts  niVI 


Wie  man  aus  den  vorausgegangenen  Berei'hr 
manischen  Konstanten  für  gauy.e  Anl'angszahlcn  i 
sieht,    ist  die  Konstante    C   die   einzige  primä 


iingen  der  liif 
:rid  Diff«reniM 
e,  nelcte  N 


einigen,  und  zwar  gerade  den  kleinsten  und  datier  am  hänSgEtci 
zur  Anwendung  kommender),  Differenzen  in  den  Wertheo  der» 
gehörigen  Konstanten  enthalten  ist.  Mun  kOnnte  sich  fHir  benck' 
Ugl  halten,  hieraus  schlieesen  zu  dürfen,  Hass  es  eine  gR 
Anzahl  von  Reihen,  die  nach  der  Formel  de«  §.  4'J.  sich* 
1  lassen,    gehen  werde,    deren  Summen  man   durch   C, 

zwar  mit  Ausschluss  jeder  anderen  harmonischen  KonstatltSi 
zustellen   im  Stande  sei.     Diess  ist  jedoch  keineswegs  der  Fltl 
Denn  ungeachtet   man  den  Werth    von    C  schon   seit  langer  Zeit 

kennt,  hat  doch  bisher  keiner  der  ausgezeicimet  schar  fei  Ulipf 
MSnner,  welche  sich  mit  der  Summirung  solcher  Reihen  besdil^' 
tiget  haben,  auch  nur  eine  einzige  nach  §.  Jü.  summirbareBltli 
aufzufinden  vermocht,  deren  Summe  durch  C  ausgedrückt  vi 


kiinute.     Auch   die  beidei 
dass  in  der  einen  Summ« 


in  g.  52.    angeführten   De 
C  gar  nicht  vorkommt. 


ipiele  zeige«, 
I)  der  asdetR 


hingegen  ist  zwar  C  enthalten 

sondern  in  Begleitung  noch  eine 
Konstante,    nSmlich  von     C. 


jedoch  nicht  für  sich  sUtit^ 
barmonniiMt 
nachdem 


ränderen  pri 
Sogar  gegen 


■artig, 


müge  des  Vorhergehenden   die  Werthe  aller  harnioniscbeD 
stauten  entweder  bereits  bekannt  sind  oder  leicht  berechnet 
den  können,    wird  man  sich  vergebens  bemühen,    eine  Reihe  H 
eren  Summe    durch    C   ohne  Beimengung  einer  anfol 

barnionischen  Konstante  nach  g.  49.  ausgedrückt  werden  klinnt« 
man  wird  sieb  vielmehr  überzeugen,  dass  in  jedem  eioiel- 
nen  Falle  entweder  C  aus  der  Summe  ganz  verschwiii' 

m  " 

det,  oder  mit  ihr  zugleich  noch  eine  andere  prioäti 
harmonische  Konstante   darin   zurfickbleiht.     Dieser  bi 

itrkenswerthe  Umstand  deafet  offeid>ar  darauf  hin 
derjenigen  Uedingungsgleicliung,  durch  deren  Erfüllung  das  Wl| 
lallen  der  Konstante    C  aus  der  Summenforntel  de» 


ll«1l« 


pfERtrerden 


•  hnnnonUeften  Reihen. 


welche  aufzusuchen  um  so 
neil  daraus  zugleich  eini(;i; 
etgelieii   wenitn. 


4(J3 

BewandtnUs  haben nilfsse. 
r  lUi'ihe  werlh  sein  dßrfte, 
iiwichtige    Folgerungen    sich 


UiQ  XU  dem  «Iien  ausgeäprocheneu  Ziele  zu  gelangen,  denke 
aicb  jede  einzelne  harmonische  Konstante  C  in  zwei  The'ile 

1 , 


Htlegt,    deren  Bin 

11  beK^cbnet  nerden  inaE;, 


der  andere  hingegen  durch 


U.     K^C- 


yu  Der  ernte  Theil  ist,  irie  man  steht,  nicht  con  a,  sondert! 
'Al' Ton  d  abhängig,  w&hrend  der  andere  eben  so  nie    C  seihst 

fine  Fgulcltnn  mn  a  und  4  i«t,  welche  in  der  Folge  kurzwsg  als 
%tvn  harmonischen  Konstante  C  gehörige  Zahl  £  benannt 

iVerdM  wird,  nabei  noch  zu  bemerken  ii^t,  dass  jede  solche  Zahl 
Keine  primäre  oder  sekundäre  heissen  soll,  je  nachdein  sie 
n  einir  primären  oder  zu  einer  sekundären  harmonischen 
Mtutante  gehört. 

!  Die  Gleichung  11.  zeigt,  ivie  aus  jeder  hetaunten  harmoni- 
lÄen  Konstante  C  der  Werth  rfer  zugehtirigen  Zahl  K  auf  höchst 

Ihlache  Weise  gefunden  nerden  kann.  Insbesondere  aber  er- 
^  sich  daraus,  irenn  a  =  d  =  ^  angenommen  wird,  die  für  das 
Üacbsteheude  nichtige  Folgerung 

lli.         K=C-yC=0. 

Die  Formel  !■  kann  dazu  benützt  werden,  eine  jede  gegebene 
Sbiehung,  in  welcher  eine  oder  mehrere  harmonische  Konstanten 
fprirommen,  durch  die  Substitution  der  Werthe  derselben  in  eine 
bd^e  umzuwandeln,  in  welcher  jene  Konstanten  nicht  mehr, 
jytdem  dafür  die  ihnen  zugehörigen  Zahlen  K,  und  zwar  stets 
St  d«n  nämlichen  Koeflizientcn  und  Vorzeichen  versehen,  welche 


h 
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Trüher  die  barmonischeu  Konstanten  hatten,  an  deren  Stelle  AU 
Zahlen  K  getreten  sind,  erscheinen,  wozu  im  Allgemeinen  sllef' 
dinss  noch  Glieder  mit  denj  Faktor   C  kommen  köt 

Wendet  man  nun  das  erklärte  SubslilLilionsverfahren  auf  dii 
sSmmtlichen,  in  den  §§.  11^1.  bis  2li.  aufgeslellten  Gleichungen  an, 
so  ivird  man  eich  durch  eine  Rechnung,  die  zu  einfach  ist, 
nüthig  zu  haben,  sie  ausrührlich  hieher  zu  setzen,  leicht  llba> 
zefigen,  dass  auf  diese  Weise  neue  Gleichungen  zum  Vor- 
scheine kommen,  deren  jede  einzelne  von  der  rrüheren, 
ans  welcher  sie  hergeleitet  wurde,  nur  allein  daduicb 
sich  unterscheidet,  dass  an  die  Stelle  des  rrSbeien 
Zeichens  C  nunmehr  das  Zeichen  K  getreten  ist,  inden 
die  Glieder  mit  dem  Faktor  C  überall  gegenseitig  unter  einutler 

sich  aufheben,  nesshalb  in  keiner  von  diesen  neuen  GleicbUDge» 
ein  solches  Glied  vorhanden  ist.  Als  eine  notbwendige  Folge  ut 
der  eben  bemerkten  Eigenschaft  wird  man  erkennen,  das«  abeii 
eo,  wie  aus  den  Gleichungen  der  §j.  18.  bis  26.  alle  zwisclieii  dei 
hannoBlHclien  KonstAuten  bestehenden  Relationen,  wilteM 
welcher  die  sekundären  aus  ihnen  auf  die  primären  sich  n- 
rlickführen  lassen,  abgeleitet  wurden,  nun  auch  mit  Hilfe  der  nena 
Gleichungen  zwischen  den  sekundären  und  primüreu  Zib 
len  K  die  ganz  gleichen  Relationen  sich  ergeben  mis- 
sen, welche  sich  von  den  früheren  nur  dadurch  unter- 
scheiden können,  dass  die  beiden  Zeichen  C  atti^ 
nnter  einander  verwechselt  sind. 

Nach  diesen  vorläufigen  Betrachtungen  kann  unmittelbar  Uf 
Sumroenformel  des  g.  49.  übergegangen  und  auch  in  derselben  A 
Einfiihrung  der  Zahlen  K  an  die  Stelle  der  harmonischen  Ku- 
stanten  durch  die  Formel  I.  vollzogen  werden.  Man  wird  uf 
diesem  Wege  finden,  wenn  x  den  in  g.  49.  angenommenen  ff<rft 
beibehält : 

oder  nadi  gehöriger  Abaonderung  der  Glieder: 

x=A.K  +  A,.  K  +^B.  K  +.4j.  K  +... 


+  ß+?+|*+t+-]-,l 


C, 


oder  endlich,   weil  hier  der  Koeffizient  von  C  wegen  der  Bedin-I 


Die  harmonisc/ien  llelhen. 


^chung  I.  des  {.  48.  noIbtTPudig  gleich  0  sein  ini 
ec  GfieJ  von  selbst  tveglSllt, 


^gleichuD^  dieses   AusdrucLes   mit  jenem  dee  §.  48.  zeigt 

ft,  dass  beide  durch   Vertauschung  der  Zeichen  C 

Irollständig  in  einander    übergehen.     Die  nämliche 

'\  muss  aher  den  beiden  Ausdrücken  aurh  dann  noch 

n,   trenn  in    jedem  derselben  alle  vorkommenden   se- 

Konslanten    »nd   Z.ihlen    K  auf  ihre  entsprechenden 

feen     zurück    geführt    iverden,     weil    diese    Zurückfuhrung, 

g^er  gezeigt    wurde,   durch   vollkonimen  übereinstimmende 

len  benerkstelligt    nird.      Hieraus  folgt  dann,  dass  nach 

^ner  solcher  Umänderung  die  Bedingungsgleichungen, 

(i^eren  Erfüllung  aus   der  Summe  1.   des   §.  49.  alle 

«D  barmntiischen  Konstanten  wegfallen  müssen, 

Jeb  aus  dem  obigen   umgeiinderlen   Ausdrucke  IV. 

Kmären  Zahlen    K  verschwinden  machen  und  um- 

^t     Betrachtet  man  nun  zunächst  diesen  letzteren  Au8- 

ht   man   sogleich,    dass    aus  demselben  die  Zahl  K 

rmJige  ihres  vorhin  in  III.  erH-ieseneii  Werthes 
0  trän  seihst  verschirindcn  müsse,  ohne  dass  es  hiezu  der  Erfiil- 
'ung  irgend  einer  besonderen  Bedingung  bedarf.  Stellt  man 
dther  nur  so  viele  und  solche  Bedingungsgleichungen 
(»r,  durch  welche  das  Hinwegfallen  aller  übrigen  primären 
Zahlen  K  mit  Uebergehung  von    K  aus   der  Formel  IV.  her- 

DCieeführt  werde»  kann,  und  leistet  denselben  iientige,  so  müs- 
MN  auf  diese  Art  die  sämmtlit^hen  Zahlen  A'  aus  der  Summe 
Tericbtvinden  und  diese  letztere  im  Sinne  des  g.  Q3.  eine  analy- 
tJiche  werden.  Uurcb  die  Erfüllung  der  nämlichen  Bedin. 
filDgen  fallen  nach  dem  Erwiesenen  zugleich  aus  der  umgeän- 
derten Formel  j.  des  §.  4'J.  alle  übrigen  primären  harmonischen 
Konstanten  mit  alleiniger  Ausnahme  von   C  nothwendig  weg,    so 

'^■is  nur  diese  letztere  für  sich  allein  in  dem  Summen- 
liidrucke  zurück  lileihen  könnte.  Dtess  ist  jedoch  dess- 
Wb  nicht  möglich,  weil  dann,  wenn  es  der  Fall  »äre,  die 
Befundene  Summe  der  Reihe  keine  analytische  sein  würde,  was 
Sie  doch  wirklich  sein  muss,  wie  aus  der  vorhergehenden  Betrach- 
'Ung  des  Ausdruckes  IV.  bereits  erkannt  worden  ist.  Demnach 
Blliss  unter  den  gegebenen  Bedingungen  die  Konstante  C  aus  der 

Wnnenforniel  des  §.  49.  jederzeit  von  selbst  wegfallen,  ohne  dass 


w 


4nti 


flie   liitrmimisclien  Reihe». 


hiem  der  Ertüllunt;  noch  einer  weiteren  liesnnileren  Bsm 
gungsgleichuDg  bedarf.  Diess  gibt  lolgenden  beiiierkeiiBwedhw 
Sats:  Zur  Bewirkuiig  iler  analytischen  S  ummirbarkeit 
einer  Reibe  durch  die  Sunimenformol  des  §.  49.  genügt 
es,  nnr  so  viele  und  solche  BeHingungsgleichn  ngen  aof- 
zustellen  und  ihnen  ku  entsprechen,  wie  viele  Will 
welche  liehst  der  allgemeinen  des  §.48.  erfnrderlicfc 
sind,  um  nach  Zurückfiibrung  aller  sekundären  liarnit- 
uischen  Konstanten  auf  die  primären  diese  lettteien 
sämmtlich,  mit  alleiniger  Ausnahme  von  C,  aus  ritl 
Siirome  verücbwinden  zu  mncheu. 

Man  sieht  hieraus,    da^s   es    niemals    nitthig  ist.    eine 
thOmliche  Bedingiingsgteichung  aufzustellen,   um   durch  derea  E^ 
rcllung    die  Konstante    C   aus    der    nach  §.  49.   zu    bestiniiil«dei 

Summe  in  Wegfall  zu    bringen,    indem   diestt  schon  dufch  At^ 
nigen    Bedingungsgleicbungen,     weli:hc    das    VerscbwindeD 
übrigen  primären   harmonischen  Konstanten  aus  der  Suninc  her* 
bei  zu  rühren  geeignet   sind.    In  Verbindu 
Bedingungsgleicbung  des  $.  4S.   von   selbst  beivcrksfelligct  »M^ 

Zugleich  erklärt  das  elien  üeeagie  vollkonimeii,  aus  weWUB' 
Grunde  bisher  Niemand  im  Stande  war,  ein«  nach  §.  4!l.  suiM^ 
bare  Reihe   aufzuünden,    deren   Snninie    lediglich    durch  C  ohrt 

Beimengung  einer  anderen  harmonischen  Konstante  eich  ausdriübii 
läsat,  weil  nämlith  stets,  ivenn  in  der  Formel  des  g.  49.  die  mW* 
stante  C  vorkaminen  snlt,  zugleich  noch  eine  oder  mehrere  an^et» 

primäre  harmonische  Konstnnten  darin  enthalten  sein  mOsseDi^F 
mit  dem  Wegrallen  aller  letzteren  auch  die  erste  von  selbst  HK 
schivindet.  Demnach  gibt  es  keine  nach  §.  49.  suaHW 
bare  Reihe,   deren  Summe  durch    C  Tür  sich  allein  dvl 

gestellt  werden  könnte,  wesshalb  es  aach  nicht  müglidt  wl. 
«ine  solche  Reihe  zu  linden.  —  Die  Zahlen  K  sind  hier  nur  ta  M 
Zwecke  eingerührt:  ivorden,  nm  mit  ihrer  Uilfe  den  vorstehendli 
Satz  allgemein  beweisen  zu  können.  Es  ist  aber  leicht 
nen,  daes  dieselben  vermöge  der  formet  IV.  auch  zur  Sunminn] 
der  Reihen  zu  benutzen  seien,  ja  sie  sind  überhaupt  geeignet)  dl 
Stelle  der  harmonischeu  Konstanten  in  allen  Fällen  vollfcoinm 
zu  vertreten.  Da  jedoch  jene  Zahlen  aus  den  Reihen  des  ^.  Tk 
sondern  erst  aus  den  dort  deSni 
ich  herleiten  lassen ;  da  ferner  duK 
r  eben  getührteii  Deduction 


nicht  unmittelbar  hervorgeher 
ten  harmonischen  Konstuntcii 
jene  Zahlen  mit  Ausnahme  d 


^ 
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end  etwas  geleistet  trerden   kann,    wa»  nicht  auch  durch 
DQnisch«n  Konstanten  mit  gleicher  Leichtigkeit  sirh  erge- 
Brde:     so  soll   zur  Vermeidung  jeder  unnülhigen   Weittäu- 
wleif  fernerliiii  kein  neiterer  Gebraucb  davon  »emachl  iverdeti. 


g.  57. 

Die  einrachete  und  zugleich  hemerkenswertheste  Folgerung 
»B  dem  eben  beniesenen  allgemeinen  Ceselze  gehl  ans  demsel- 
ben liadurcli  hervor,  vrenn  man  annimmt,  alle  einzelnen  har- 
«gniechen  Reihen  der  ersten  Ordnung,  aus  nelehen 
neh  g.  47.  eine  neue  Reihe  gebildet  werden  soll,  seien 
rin  solcher  Bescharfenheit,  das»  in  den  Werthen  der 
Ibneti  zugebiirigcn  Konstanten  keine  andere  primäre 
rärkomme,  als  nur  allein    C.     Iti  einem  solchen  Falle  kann 

lerniCge  §.  56.  zum  Behufe  der  analytischen  Summirbarkeit  der 
Reibe  auch  keine  besondere  Bedlngungsgleichung  zu  er- 
i'-Mlen  nothwendig  sein,  sondern  wird  hiezu  schon  die  allgemeine 
ßteichoog  des  ^.  48.  I'n'r  sich  allein  genügen,  Wie  man  aus  den 
ft  d«n  j§.  31.,  32.,  33.,  34.  und  36,  vorgenommenen  Berechnungen 
•ftnilPinti  trifft  die  eben  aus^es{irocl>ene  Voraussetzung  bei  den 
«irnntliciien  harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung  wirklich 
ein,  deren  Ant'ansszalilen  ganze  Werthe  besitzen  und  deren  Dif- 
lerenien  1,2,3,4  oder  6  sind.  Demnach  ergibt  sich  hieraus  der 
lelir  nmrasseude  Satz:  Alle  aus  harmonischen  Reihen  der 
irsten  Ordnung  uach  Anleitung  des  §.  47.  hervorgehenden 
unendlichen  Reihen  sind  ohne  Ausnahme  analytisch 
nnmlrbar,  Koliald  die  einzelnen  Reihen  durchgängig 
«aoEe  Anlatigszahlen  nnd  keine  anderen  Differenzen 
«la  I,  2,  3,  4  oder  li  besitzen  und  die  zu  summirende 
Reihe  selbst  nach  g.  48.  konvergent  ist. 

.  Dieser  Satz  kann  in  Gemassheit  <lessen,  was  in  §.  31.  ange- 
fehrl  wurde,  offenbar  auch  auf  folgende  Weise  ausgedrückt  wer- 
M:  Jede  unendliche  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 
•tue  r&tionaie  gebrochene  Funktion  der  Stellenxahl  «i 
'  JAti  wird  stets  analytisch  summirbar  sein,  sobald  der 
jbbler  wenigstens  um  zwei  tlrade  niedriger  ist  als  der 
Iflllllier,  und  letzterer  sich  in  ein  Produkt  aus  durch- 
Ijfjhlgig  von  einander  verschiedenen  Faktoren  von  den 
[P«rraenj  h  +  «,  2h  +  0i,  Sw  +  Qj,  4»  >  o^  und  Qn-^^a^  zer- 
legen lässt.  no  u,  «i,  n^,  a^  und  «^  beliebige  ganze, 
^'.rigens   additive   oder   subtraktive    Zahlen   bedenten 
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niügen,    nur   darf  im   letzteren  Falle  keiner  dei 
ren  gleich  U  werden  künnee. 

Durch  diese  Gesetze  ist  man  im  Stande,  mit  Leicbtigbeil 
unbeschränlcte  Aiisahl  von  analytisch  summirbaren  Reihen  der 
mannigfaltigsten  Art  aufzustellen  und  ihre  Gummen  nach  f.  40, 
zu  finden,  von  welchen  bis  jetzt  nur  einige  wenige  der  ali> 
fachsten  wirklich  summirt  worden  sind.  Den  ganzen  ünblg 
dieser  Sätze  scheint  man  bisher  noch  nicht  erltannt  zu  habw'     i 


§.  58. 

Nachdem  so  eben  die  Fälle,  in  welchen  die  Aufstelluag  cIdhJ 
besonderen  Bedingungsgleichung  für  die  anal^iscbe  Summirbailwil 
ganz  entfallt,  ausgeschieden  wurden,  soll  nunmehr  zur  wirkKcke»  < 
Aufstellung  derselben  in  jenen  PSIIen,  wenn  sie  n otfaw endig ^ch  ; 
zeigt,  geschritten  werden.  Um  jedoch  diese  Aufstellung  im  AU-  > 
genieinen  kurz  und  deutlich  vornehmen  zu  können,  muss  rorlwr  i 
eine  bisher  nicht  gebrauchte  Bezeich nungsnrt  eingeführt  werden)! 
welche  nicht  nur  hier  den  angegebenen  Zweck  zu  erreichen  seilt  j 
geeignet  sich  zeigen  wird,  sondern  auch  bei  den  nachfolgend  Ot  ' 
Behandlung  kommenden  Aufgaben  den  gleichen  Dienst  ta  lebtet 
vermag,  ; 

Werden  von  einer  gegebenen  wie  immer  grossen  Anzahl  m 
harmonischen  Reihen,  welche  durchgängig  gleiche  DiffereueD 
und  ganze  Anfangszahlen  und  Differenzen  besitzen,  nur  die 
jenigen  besonders  hervorgehoben,  bei  welchen  die  in- 
fangszahl  getheilt  durch  dieDiTferenz  einen  bestimmten 
Rest  r  gibt,  so  soll  die  Summe  aller  diesen  Reihen  zukomB«!)' 
den  Faktoren  durch 


bezeichnet  werden,  wobei  r  stets  als  additiv  und  kleiner  il( 
die  Differenz  d  angenommen  werden  kann  und  soll.  Demnach 
bezeichnet  Fg  die  Faktoreiisumme  jener  Reihen,  deren  Anfangs*' 
zahlen  durch  d  (heilbar   oder  von   der   Form   dn  sind,    hingeg«! 

F,,  Fj,  Fj F,i~\  die  Faktnrensnmmen  jener  Reihen,   dero 

Anfangszahlen  den  Formen  rfw  +  ],  dn^-2,  dn  +  3,  „..,  t^n-fd—I 
angefaüren.  Die  Anzahl  dieser  Summen  kann  offenbar  niemib 
grösser  als  d  sein,  zugleich  aber  iässt  sich  immer  annehmen,  dasK 
diese  d  Suramen  wirklich  vorhanden  seien,  wenn  man  nur  die. 
etwa  abgängigen  durch  0  ersefzf  sich  vorstellt.  Noch  mass  b» 
merkt  werden,  dass  mit  Uilfe  dieser  neuen  Bezeichnung  di«  6e-' 
dingungagleichang  II.  des  §.  48.  auch  auf  folgende  Art  sich  ait^ 
drficken  ISsst: 


J 
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Fo  +  F,  +  Fj  +  F3  +  ....  +  Fd-i  =  Ö. 

,IHe  ADwenduDg  dieser  Bezeichnungen  ist  zwar  allerilirigs  auf 
Reihen  mil  gleichen  Differenzen  und  ganzen  Anfangszahlen 
nd  Differenzen  bescbräiilct,  allein  es  ist  auch  bereits  zu  wieder- 
liviteo  IVIalen  erinnert  n'orden,  dass  diese  ßeschaffenheit  der 
Reihen  ohne  fSchnierigkeit  hergestellt  werden  kann,  sobald  nur 
lue  An  fang  s  sab  len  und  Differenzen  rationale  Werthe  haben. 


g.  m. 

Zur  grösseren  Deutlichkeit  des  eiozusebtagenden  Verfahrens 
tei  Aufätellung  der  Bedingungsgleichungen  für  die  analytische 
Saninirbarkeit  der  durch  die  Formel  des  g.  4!l.  überhaupt  sum- 
nirbBren  Reihen  soll  hier  anstatt  allgemeiner  Betrachtungen  viel- 
nehi  ein  bestimmter  Fall  vorgenommen  werden,  und  zivar  unter 
VorUBBetzung  der  kleinsten  Differenz,  bei  welcher  die  Erliil- 
king  einer  besonderen  Bedingungsgleicbung  zu  dem  angegebe- 
IWI  Zwecke  erforderlich  ist,  nämlich  der  Differenz  5. 

Seien  demnach  die  Bedingu  ngsgleicbungen  aufzu- 
linden,  deren  Erfüllung  nolbwendig  und  auch  znrel- 
cheniliat,  um  eine  aus  harmonischen  Reihen  der  ersten 
Otanung  mit  der  gleichen  Differenz  5  und  durchgfin- 
Krg  ganzen  Aurangszablen  nach  Anleitung  des  g.  47. 
■  Rtepringeode  neue  Reihe  analytisch  summtrhar  zu 
Backen.  —  Dass  hiezu  jedenfalls  die  Gleichung  II.  des  §.48.  oder 
in  veränderter  Form  I.  des  g.  58.  erfordert  werde,  ist  ohnehin 
Uu,  »eil  hievon  die  Konvergenz  der  neuen  Reihe  ahbSngl,  ohne 
V^cbe  die  Sumnienrormel  des  g.  49.  gar  nicht  angewendet  wer- 
den dürfte.  Unter  der  Voraussetzung  der  Richtigkeit  jener  Glei- 
tbnng  wird  dann  die  Summe  der  Reihe  durch 

I.     ^.C+AC+vi,.C+^j.C  +  ^,.C  +  .dB.C+.... 

1|9  2\5  3|5  45  5|5  i\,5 

Wgedrückt  gefunden.     Betrachtet  man  nun  die  Werthe  der  hierin 
ttUialtenen  Konstanten,   wie  sie  fär  die  kleineren    AnCangszah- 
len  in  {.35.  ausdrücklich  angesetzt  sind,  für  die  grösseren  An- 
&ngsiahlen  aber  leicht  daraus  hergeleitet  werder 
Mo  sogleich  sehen,  dass  darin  ausser   C,  welche  Zahl  nach  g.  56. 


nidil  berücksichtiget  zu  werden  braucht,    nur  noch  die  einzii 
PrimSre  Konstante  C  vorkomme,   wesshalh  auch  nur  eine  eii 

Üge  besondere  Bedingungsgletchung  erforderlich  ist,  um  durch 
deren  Erfüllung  C  aus  der  Gesammlsumme  verschwinden  and 


^^H    410                                        D(e 

lOHiselieii  Keiften. 

1 

^^^M     hieduTcb    die    letztere    zu   eiuer 
^^M      9.  33.  zu    machen.     Aus   §.  35. 
^^H      Summe    1.    ilie    Konstaale    C    in 

analytischen     im   .Sinne  riu  | 

zeigt    sich    ferner,    dass    in  dtr  1 

den    ersten    S  (Gliedern    berh-  | 

^^^1      hutiqeiveise  die  Koefüzienteii 

^^ft 

'A.t,     A^.    0 

^^^B     erbalten  müsse,  da  wegen  C^=  l 

.  C  im  Sten  Giiede  die  KunstuA  | 

^^^B       Cf-ar    nicht    erscheint.      In    den 

folgenden    5    Gliedern 

n^m 

^^^1      uffeiihar   die  Kdefizienteii  von  C 

nach  der  Ordnung 

«1 

^H 

.     A„    0, 

^1 

^^m      lind  dann 

^H 

^B 

,.-1,3.0.    U.S.I. 

^H 

^H      0  gesetzt  tverden,    n-enn    C  aus 

animen  genommen  nittss 
1.    verschwinden    soll. 

9 

^^H      aber  vermöge  der  in  §.  58.  einge 

^H 

1 

^^H     daber  ergibt  sieb  auf  >ler  Stelle  die 

^1 

-F,  +  F^=0 

H     die,  mit  der  allgemeinen   1.    des  §.  5K,    «eiche  letztere  tuf  d=i  1 
■     die  Form                                                                                                       1 

H                   111.  n+fi+f«+fa+f*=o               1 

^^B     erbält,  vereinigt,  notbuendig  und  zugleich  hinreichend  isl,  umdHrtfi 
^^*       deren  Erfülliing  die  Summe  der  Reihe  in  eine  analytische  zy  v«- 
Handeln.     Man   erkennt  hieraus  ieichl,   duss    stets  3  vou  livaU--^ 
geselzten  Paktorensummen  ganz  Millkürlich   angenommen  neHw 
^^_       dürfen  und  nur  die  2  öbiigeu   so    bestimmt  werden   müssen,  i»«* 
^^^     sie  den  beiden  Gleichungen  11.  und  11).  Genuine  leisten,  wasaeBwt- 

^^^H             Um   dieses  sehr  iveit  uialassende  Beia|iiel    ettvas  enger  iB 
^^B     be^rKozen.  nehme  man  an,  dass  dabei  keine  Reihe  voibani« 
^^a     sei.  deren  Anfangszahl  grli^ser  ist  als  die  Differenz  G.    Oadutkl 

lllea  In  der  Sui 
•t  oflenbar 


ar :    l)le  fiarmntilsc/ien  Heiken. 
:  I.  alle  Glieder  oaeli  di 


3lfii 


Fa  =  At,    Fi=A,    Fi=Ai,    ^3  =  ^^,     F^=A^. 

IVerthe,  durch  deren  Substitution  die  Gleichungen  II.  utiH   III. 

IV.     J— ^,-^,  +  ^3=0 

V.     J  +  ^i  +  ^-f  ^3+^=0 

tbe^ehen.  Wünscht  niao  bierin  die  3  Faktoren  A,  A^  und  / 
ivlllkürlich  anznnehnien,  so  findet  man  durch  AullGsun^  eben  dieai 
GlnchuRgen 

^3  =  ^1+^2  —  ^     lind    ^4=— 2(^,  +  ^j). 

Dass  ftir  diese  gefui 
nneanalylischo  werde, 
Denn  eubstituirt  man  in  I 
lugldcb  anstatt    C,       C. 

2.Ö  3|5  „^ 

diere  \,  C  anstatt   C  mit  HinneglaBSung    aller   auf  d. 


len  Wertbe  die  Summe  I.  nirklich 
an  kann  nian  Rieb  leicht  überieugen. 
ihtnur  die  eben  erhaltenen,  sondern 
C  ihre  Werthe  aus  §.  3S.  und  Ober- 


genden  Glieder,  so  erhält  man   daraus    nach   vorgenomnit 


ganaen  Uli 


sie  l'ol- 
r  Ab- 


+  M-W,.), 


ionische  Knnslaute  enthält,  und  daher 
e   analytische  im  .Sinne  des  g.  53. 


I^^er  Ausdruck  keioe  t 
die  Snmme  wirklich  als 
lUigtellt. 

Die  vorher^^ehende  Ableitung  hat  aber  uicht  nur  die  analytieube 
Sammirbarkeit  vorhinein  nacbgewieseo,  »ondern  es  gebt  daraus 
»gleich  hervor,  dass  ans  den  5  Reihen    S,     S,     S,     5  und    S 

1|5        2|.'i        3|3       i\:>  9|3 

ÜlMrliattpt  keine  an  dere  auaivtisch  giimruirbarc  Iteihe  nach  {}.  47. 
^Idet  werden  kiinne,  als  nur  diejenigen,  trelcbe  den  aiifgestullten 
WdiDi>iingsgleiciiungen  entsprechen,  deren  Summen  demnach  in 
der  letzten  Formel  al»  einzelne  Fälle  enthalten  sind. 
<.  Das  allgemeine  Glied  der  eben  sumniirten  Reihe  ergibt  sich 
wth  die  Zusammenzieh  uns  der  allgemeinen  Glieder  der  einzelnen 
DtMien  mit  Beifügung  der  ihnen  zagehOrigen  Faktarea: 

i\25n\3A  +  4.4,  +ZA^)- 125»^  (ZA  +  6J,  +5  Ja)) 

VII       -    +^0"(3^  +  34J,+32^a)— 'tSMi+'^a)        ^ 
^,,      "■     "  (5«-4)<5«— 3)"(^— 2)(5w-l)5« 


welchem  D 

A,     Al     Uud     vJg 

baren  Reihen  L 


I  durch  mllkürliche  Annahme  der  Werfhe  tw 
le  unbeschränkte  Anzahl  von  analytisch  crai 
zuleiten  vermag. 


Noch  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  in  den  vorstehenihiD 
Formeln  auch  diejenigen  Fälle  eingeschlossen  sind,  in  weleba 
nicht  alle,  sondern  nur  einige  der  angesetzten  Reihen  i 
kommen,  weil  man  in  einem  solchen  Falle  nur  die  Faktoren  od« 
Paktorensuuimen  der  abgSikgigen  Reihen  einzeln  gleich  0  a 
nehmen  niithig  hat.  AVollte  man  e.  B.  nur  aus  den  3  KeihN 
r$,     1$,     1$    eine  analytisch  summirbare  Reihe  nach   6.47.  ber- 

1|S        313       S|5 

leiten,  so  muss  Wi=0  und  ^,^0  gesetzt  werden.  Biedureli 
gellen  die  ßedingungsgleichungcn  IV.  und  V.  in  A — ^,=0  miil 
A  +  Ai+A^=Ü  über,  aus  welchen  A,  =  A  und  A^^—'iA  Wg(, 
Durch  die  Substitution  dieser  W'ertbe  verwandelt  sich  das  al^e- 
meine  Glied  VII.  in 


7m  An'-  lOOO^B^  -f  ilOAn  —  töA 
(5n-i){5tt—3)  (5m— 2)  (5m-  1)5« 

und  die  Summe  VI.  in 


=  2A.r, 


15»— 8 


i-''+-fVC-^')--<ß+f„v(^'^' 


Man  sieht  hiera 
Faktors   iA,    dass 

s  nach  Hinweglassung  dea  gemeinsch 
aus    den    drei     harmonischen    I 

S,     S,      S  eigen 

1|S       3|ä       5iS 

inirhare    Reihe 
Glied 

lieh  nur  eine  einzige  analytiacl 
sich    ableiten    lasse,    deren    nll^ 

low -8 

(5n  — 4)(5n— 2)5b' 

und  ihre  Summe 

1  +  IöV  KW~) 


§.  fiO. 

Zur  AnflüBung  der  zweiten  in  g.  53.  vorgelegten  Au^ 
ist  es,  wie  bereits  in  §.54.  gesagt  wurde,  nothwendig,  zu  de 
jenigen  Bedingungegleicbungen,  durch  deren  Erfüllung  die  am 
iytiscbe  Sunimirbarkeit  der  zu  summirenden  Reihe  herbeigeßb 
wird,  noch  jene  hinzu  zu  fügen,  welche  das  Wegfalleu  all' 
Kreisfunktionen  aus  der  Snrainenformel  zu  bewirken  i 


r 
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«IdiI.  Nachdem  im  Vorhergeheodea  von  der  Aufsuchung  der 
«rsteren  mit  einiger  Ausführlichkeit  gehandelt  wurde,  wird  man 
■ich  leicht  überzeugen,  dass  auch  die  letzteren  auT  gane  gleiche 
Weise  sich  finden  und  mit  UilTe  der  in  g.  58.  erkISrten  Bezeich- 
nDDgen  ebenso  einTach  darstellen  lassen,  ohne  dass  es  nüthig 
»in  wird,  in  grössere  WeillKuligkeit  hierüber  sich  einzulassen. 
Dessbalb  wird  es  genügen,  das  Verfahren  nur  auf  das  bereits  in 
{.S9.  beigebrachte  Beispiel  anzuwenden. 

Ana  §.35.  erkennt  mau,  dass  die  dem  Kreise  angehürige  Zahl 
nbei  der  Differenz  5  nar  in  den  Konstanten  jener  Reihen  vor- 
Immne,  deren  Anfangszahlen  von  den  Formen  5n -f' 2,  5n-|-3  oder 
ll-|-4  sind  und  zwar  beziehungsweise  mit  den  KotifTizienten 

behattet.  Hieraus  ergibt  sich  für  das  Verschwinden  der  Zahl  n 
ans  der  Summcnformel  I.  des  {.  59.  auf  der  Stelle  die  Bedingungs- 

^eicbung 


1 


i  sich  auch  auf  die  einfacliere  Form 


(V5-I). 
2 


bringen  lässt.  Der  eben  gefundenen,  sowie  zugleich  den  üleichun* 
gen  II,  und  III.  des  §.  59.  niuss  Genüge  geleistet  werden,  wenn 
di«  Suamirung  der  Reihe  analytisch  sein  und  ohne  Beiziehung 
der  Zahl  n  erfolgen  soll.  Insbesondere  für  die  aui'Keihen,  dereo 
Anbogszablen  nicht  griisser  als  S  sind,  beschränkte  Aulgabe 
geben  diese  3  Bedingungsgleicbungen  in  IV.  und  V.  des  g.  3*1.  und 

üb«r,  aus  welchen  man,  wenn  fQr  A  und  .4,  willkfirhcbe  Wertbe 
angenommen  werden. 


^4  =-^-(V5+l)— i,.(3-V5)* 
I  ÜBrner  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  durch 


Knar:    Die  hurmonUcIten  Reihen. 

5h— 4  +  5«  — a"*  a»— -J^  5«  —  1  +3w 
Sumnie  derselben  vermüge  VI,  in  §.  5!).  durch 
(V5+1)  .    .    (3-V5)\    ^ 


(.." 


I 


ausgedrOckf  erhält.     Letztere    ist,    ivie    man    sieht,   wirklich  pit 
Ausschluss  der  Zaht  ^  lediglich  durch  Logiirilhmeii  dargestellt 

Das  eheii  angerührle  allgemeine  Glied  könnte  offenbar  imi 
Suhstitulinii  der  Werthe  von  J^  ,  /Ij  ,  ^4  in  E  in  en  Bruch  m- 
saminen  gesogen  werden,  der  aber  wegen  seiner  Weitifiufigli«! 
hier  nicht  angesetzt  werden    soll. 

Bei  dieser  Au%abe  verdient  noch  folgende  Bemerkung  bii 
hervorgehoben  zu  nerden. 

Uurch  die  Belrachtong  der  in  §.31.  und  §.  3'2.  angttfubrhu 
harmonischen  Konstanten  erkennt  man,  dasa  in  den  Werthen  <t(r 
letzteren    bei    den    UiQ'erenzen   t   und  2   eine    KreisfunktiDn  gar 
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iren  la 
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e  eiu- 

ze 

ne 

n  Reiher 

San 

ze  An  ran 

gszahl 

nnnd  lieine  an 
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D' 

ffe 

enzen  a 

Is    1 

oder  -1  b 

sitzen 

und  die   Reih«, 

«m 

ha 

upt 

nach  §. 

18.  so 

mmirhar 

ist. 

\ 

§-  ei.  -^H 

Einen  besonderen  Fall,  in  welchem  eioige  aus  harmoniMM 
Reihen  der  ersten  Ordnung  nach  g.47.  entstehende  neoe  IMlW 
sich  au  BS  eh  lies  such  durch  Logarithmen  und  zwar  auf  höchst  (h' 
fache  Weise  sumutiren  lasseu,  hat  bereits  Euler  gefunden.  E* 
bleibt  nun  zu  zeigen,  wie  leicht  die  Euler'sche  Formel  aus  den 
vorhergehenden  Sätzen  abgeleitet  werden  künne,  wobei  dit»«)!^ 
zugleich  eine  kleine  Erweiterung  erlangen  wird. 


Zieht  man  von  der  Gleichung 
Werthe 

1.  des  g.  '22.  die  beiden  glrä^» 

m.    C 

=  C 

a|d 

ab,  so  ergibt  sic)|  daraus 

c-\-    C    +     c    +...+ 

(m-l)d|'"'(                   mol«d           <3 

Knai- 


Die  harmontschen  Heiken. 
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Hier  drOckt  der  auf  der  linken  Seite  des  GleicbheitsEeichens 
ebenrfe  Tbeil  offenbar  verniüge  §.  4fl.  die  Summe  der  uneiid- 
jien  Reihe 

+ 


a+dlm 


afM-nd 


"  H-«-^<l„ud 


u,  weil  dabei,  nie  man  sich  leicht  äberzeugt,  der  Uediugungs- 
leicbung  II.  des  §.  4CJ.  entsprochen  ist.    Man  hat  daher  die  Sum- 


1.    S    + 


o+J|™. 


1 


+  ....+ 


S    =-,.lm. 


Dieser  Ausdrui 
ilbei  die  Z»hl  a, 
liendlichen  Reihe  i 
ttinen  Einfluse  aut 
Unfillich  auch  bei 

Wird    ferner  in 


k  ist  ^i:\ion  desshi.lb  bemerken^nertb,  weil 
welche  doch  in  allen  ein/.elnen  Gliectern  der 
nthalten  ist,  auf  die  Summe  der  ganzen  Reihe 
übe.  Der  gleiche  Umstand  Iritt  iibrigena  he- 
einigen  anderen  unendlichen  Ucihen  ein. 


der  eben  gefuniienen   Gleichung  I. 


=  ,/=! 


S  +    S 


gehl  dieselbe  i 


W0,  wenn  man  die  beiden  letzten  Glieder  linker  Hand  zueammeri 
lieht  nnd  dann  anstatt  m  <Ien  7.nr  Bezeichniini^  der  Differenz 
SeiToboten  Buchstaben  d  wieder  einführt,  in 


II.     S  +    S    +    S  +....+     * 


-(d~\).S^ld 


Uier,  Diese  ist  die  ven  £uler  gefundene  Formel,  in  den  hier  eiti' 
ielShrten  Zeichen  ausgedrückt.  Es  versteht  sich  dabei  von  selbst, 
iIur  in  11.  der  ItucbEtabe  d,  da  er  an  die  Stelle  des  früheren  m 
|((reten  ist,  eine  ganze  additive  Zahl  sein  miiss.  Bei  der  uni- 
lunnderen  Formel  1.  ist  da«  Gleiche  keineswegs  der  Fall,  dort 
kltnen  vielmehr  sowohl  a  als  d  auch  beliebige  andere  Werthe 
iHiitaeD. 

Man  darf  übrigens  nicht  glauben,  diese  Formeln  seien  die 
liBiigen,  durch  ivelche  die  Reihensummen  mit  Üilfe  der  Loga- 
lUbmen  in  solcher  Einfachheit  ausgedruckt  gefunden  irerden,  wie 
^  dnrch  I.  und  II.  wirklich  der  Fall  Ist.  Ein  einziges  Beispiel 
llrd  genügen,  die  Müglichkeit  anderer  eben  so  einfacher 
Wniirüngen  durch  die  Logarithmen  zu  zeigen.  Setzt  man  näm* 
'ch  in  dem  Beispiele  des  §.  60. 

^  =  3— V5,     J,  =2, 
folgt  daraus 


Die  hnnnontschen  Reihen. 

Dadorch  ei^bt  eich  das  allgemeine  Glied  der  dortigen  1 

1-  4.  y^—^  _  A  _  25w«(17— 3V5]— 5h(71- 
-3  ''"  5w  —  1      5jt  —  (5w-4)  (5ji— 3)  (5k— ljil| 

md  die  Summe  derselben 

welcher  Ausdruck  die  gleiche  Einfachheit  besitzt,  wie  die^ 
die  Buler'sche  Formel  II.  sich  ergebenden  Summen. 

§■  62. 

Die  Auriüsang    der  dritten    in   §.53.  angefQbrten 
bietet   keine    grösseren    Schwierigkeiten    dar,    kann   viel 
ganz  gleiche  Weise  bewerkstelliget  werden,  wie  die  vorhei 
Desshalb  wird  es  auch  hier  genügen,  das  Verfahren  iiut' 
Beispiele  des  §.  50.  zu  zeigen. 

In  den  Werthen  der  zur  Differenz  5  gehörigen  hurmotäaehc 
Konstanten  kommt,  wie  man  aus  §.  35.  erkennt,  nur  ein  einKi^r 
Logarithmus  vor,  nämlich  /'S,  und  zwar  bei  jenen  KonataoUB, 
deren  Anfangszahlen  von  den  Formen  Qn-|-2  oder  5n-t-3  &\iA, 
überall  mit  dem  gleichen  Koertizienten  \  versehen,  um  dahw 
aus  der  Reihensumnic  jenen  Logarithmus  verschwinden  zu  machci). 
braucht  man  nur  zu  den  beiden  bereits  in  §.  5t).  aufgestellten  Be- 
dingungsgleichungen die  neue  Gleichung 

Fa.i+Fa.i=0    oder     l\^F^=0 

hinzu  SU  fügen,  welche  für  den  Fall,  wenn  man  sich  auf  Rnbn 
beschränkt,  in  denen  keine  Aufangszahl  grösser  ist  als  5,   m  S» 

ähergeht.    In  diesem   letzteren  Falle  erhält  man,  wenn  dabei  .1 
und  Ai  willkürlich  angenommen  werden,  die  Werthe 

,  Ai=—A  ,  ^4=0, 
durch  deren  Substitution  das  allgemeine  Glied  der  Reihe 

25(3^+ ^, )  (««-n)  +  \%A^A, 

B„_4  +  5n— 3      5b— 2      5n— I  "    (5n— 4)(6n-3)(5«-2)(5«— I) 

and  die  Summe  derselben 
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<efnnden  wird.  Die  einfachste  Reihe  dieser  Art«rgibt  sich  hier- 
«s,  wenn  man  A  =  -s  und  ^4,  =  — ^  annimmt.  Denn  hei  ilieeen 
VVerihen  ist  das  allgemeine  Glied: 


I 


(5n— 4)(5n-3)(5n— ■2)(3k 
1  die  Summe  dieser  Reibe : 


!)■ 


W 

^•wwachtet  man  die  im  Vorhergehenden  aufgestellten  und  be- 
nHtxteD  Gletchnngen,  aufweichen  die  Berechnung  der  harmonischen 
Konstanten,  wie  auch  die  daraus  hervorgehenden  Summirongen 
■nendlicber  Reiben  beruhen,  so  wird  kicIi  nicht  verkennen  lassen, 
ifl«  ea  die  Gleichung  I.  des  §.26.  ist,  durch  welche  die  Kreis- 
hiklionen  in  die  Resultate  dieser  Rechnungen  eingeführt  wer- 
den, hingegen  die  Logarithmen  durch  Anwendung  derGIeichuD' 
gen  de»  \.  22.  in  dieselben  hinein  kommen.  Als  Folge  hievon 
«gibtsiiA,  dasB  jede  Summirung  einer  Reihe,  welche  nnmittel- 
Itlr  dttreh  die  Formeides  %.  '26.  und  oliiie  Zuziehung  des  g.  22. 
Werkstelliget  »erden  kann,  eine  analytische  mit  Ausschluss 
Jer  Logarithmen  sein  müsse.  Desshalb  soll  nnnmehr  unter- 
Mtcbt  tverden,  tvelche  Beschaffenheit  jene  Reihen  besitzen,  deren 
Sonmen  aus  §.  26.  ohne  Beihilfe  des  §.  22.  sich  fiiMlen  lassen. 


Ve 

rmöge  der  Formeln 

II.  des  g.  y.  ist,  wenr 

1  darin  r=l  an- 

^Lnui 

iU  wird. 

und          Ä      =     Ä 

m^A-a-A       d-oirf 
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S     =  S  —  5 

■ 
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=  S  -    Ä     -  Ä  +" 
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■ 

yj  wegen  IV.  in  §. 

24.  und  1.  in  g.26.: 
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tiaher 


_  ,  (n.i-w)d-2B 

~      d'nHC'n+mi— 2)d»n4Cni— l)(m,— I)di+(m, -ni)orf-^" 

Wird  dieser  Werlb  dem  vorher  gefundeQen  gleich  gcubti 
und  auch  durch  (wi — rn)d — 2a  beiderseits  diridiit,  so  erbülIiDn 
difl  Sutnmirung 

, ! 

^ift.»+(t«+in,-2)£i''ii+(m— l)(»i,  — l)rf"  +  (m,-oi)«ii-# 

=  (»,,-irf-2«[a""'"s"-|+ZC]- 

Um  diesem  Ausdrucke  eine  kSrime  Gestalt  zu  geben,  setzt  tt* 

*^=r,     (m+mi  -'2)d*=d,     (ra_l)(nn— l)d*+(7/i,— mjad-o's'. 

Hieraus  ergibt  sich 

d^vy,    m  +  mi  — 2=^  = 

(m,-m)d— 2. 


2Vy 


Durch  die  Substitution  aller   dieser  Werthe  nimmt  die  ob'^ 
Summenformel  felg«ade  kurze  Form  an : 


'■     ^Z. 
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wo  der  Bncfastabe  n  den  vorhin  angesetzten  Werth  bedeutet. 

Hier  m^sen,    wie    schon  rorlter  bemerkt  wurde,  m  un 

notbivendig  ganze  Zablen  und  daher  auch  ni-f  »t— 2:=- eins.< 


r 


Die  harmonischen  Rei/ien. 


rbletie  Zahl  sein.  Man  sieht  daraas,  dass  dnreb  die  Formel  I. 
ErtB«  andere  ntieodlicbe  Reihe  sunmiirt  uerden  künne,  als  nnr 
kolche,  deren  allgemeine«!  Glied  7U  der  Form 


|e}iQrt,  wobei  zugleich  -  eine  ganze  Zahl  sein  musä. 

Nachdem  aul'  solche  Art  diese  letztere  ßedinguop  als  atl- 
jgtluein  nothtvendig  anerkannt  wurde,  lässt  sich  die  Foriucl  I. 
''wchelwas  mehr  vereinl'achcn,  indem  man  darin  Wi^I  annimmt. 

Dadnrch  wird 
'      „=?  +  !        .,  _  -J+V(a'-%) 

(HBd  di«  Formel  I.  geht  in 


Ifiber.     Durch    diese  Formel    kan 
fänniiiie  einer    jeden    uueudliche 


»eldi 


I  Glii 


ntei 


vorhin 


im  Allgemeii 
Reibe,  deren 
igesetzten  Foi 


allge 


halten  ist,  sohald  dabei 


ganze,  fibrlgens  addi- 
tive oder  sut>traktive  Zahl  ist,  analytisch,  und  zwar 
durch  Kreisfiinktiunen  mit  A  nasch  luas  der  Logarithmen 
ausgedrückt  werden. 

Hievon  machen  uur  einige  hesondere  FSIIe,  vralelie  bald  näher 
'■etrachtät  werden  sollen,  eine  Ausnahme. 


§,  64. 

,  Die  Summenformel  If.  besitzt  uugeachtet  ihrer  nnr  durch  die 
li^edeiiteten  Ausnahmen  beschränkten  Allgemeinheit  doch  einjge 
bedeutende  Gebrechen,  welche  der  Bequemlichkeit  ihres  Ge- 
«Tracfaes  hinderlich  sind.  Eri>tlich  nämlich  wird  durch  dieselbe 
hr  die  gesuchte  Summe  nur  dann  ein  reeller  Ausdruck  erhalten, 
*«nD  unter  der  Voraussetzung,  dass  y^ailditiv  sei,  was  stets 
'Bgenommen  werden  darf,  S^ —  Aye  additiv  und  folglich 
\i'^S^—iye)  sowohl,  als  a  reelle  Zahlen  sind.  Sobald  hingegen 
K-4ys  «ubtraktiv,  mithin  VC^— iyO  und  auch  u  imaginär 
üA,  erscheint  die  Summe  unter  einer  imagi  niiren  Gestalt,  ohn- 
I  Wirklichkeit   immer   reell   sein   muss,   ivenn  alle 


Mlltei  Sil 


II  ^1 


4!0 


Xnar:    D/e  haraiimfacfien  Heilten, 
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eRed«T  der  Keilie  reell  sind  und  zugleich  die  Reihe  konverg 
Ferner  sind  in  der  obigen  Formel  die  rationalen  und  irratiooai 
oder  auch  die  reellen  und  imaginSreo  Glieder  nicht  von  einam 
gMonderl,  and  ueon  diese  Sonderung  vorgenommen  tiird,  QCm 
zeagt  man  sich,  dass  dabei  Glieder  vorkommen,  nelche  eich  gegi 
seiäg  anter  einander  aullteben,  nelcbe  daher  zweimal  aurg«sU 
werden,  nur  um  zu  erkennen,  dass  man  sie  eigentlich  scfai 
anfinglich  hätte  weglassen  können.  Zur  Beseitig« 
dieser  Cebelstfinde  müssen  bei  dem  Gebrauche  jener  Formtl  me 
tere  einzelne  Fälle  unterschieden  und  deragemäss  die  entspredlA 
den  Dmändeningen  in  dem  Ausdrucke  derselben  vorgenonuiK 
werden,  damit  sie  das  Resultat  stets  i»  unmittelbar  braDcbban 
Form  auf  die  bequemste  Weise  ergebe.  Diese  wenngleich  nid 
eben  schwierige  doch  immerhin  etwas  weitläufige  Arbeit  kaDalU| 
sieh  jedoch  ersparen,  weil  die  gleichen  Ergebnisse  auch  auf  dm 
anderen  Wege  mit  Hilfe  einiger  im  Vorhergehenden  heieäi  tt 
wiesenen  SStse   erlangt  werden  können. 

um  mit  dem  Falle  zn   beginnen,  wenn  ^— 4}'e  additi*.  d» 
her  V(d*— 4}'c)  reell  ist,  setze  man  der  kürzeren  BezeiehnnngwegM 

wo  demnach  p  stets  eine  additive  Zahl  ist. 

Unter  dieser   Voraussetzung   ergibt    sich    durch  ZerlegH 
Farlialbrücbe 


)«i*  +  dn-Kc      ^Vp 
Daher  isl  vermöge  §.  49. 


'"""VJ-v 


yn*  -I-  dn  -I- 1      lyVp  L, .  ^_ 


■Vpli       1+5^*1»  ■*! 

Wird  nun  in  den  Wertfaen  von  M  und  N,  welche    i 
m.  and  fV.  angegeben  sich  befinden, 

"  =  '  +  !;•  f=p-  •*=' 

angenommen,  so  hat  man  rermüge  des  ebendorl  Emieaeoen 


=  M  +  N.\/p, 


C       ^M^N.Vp. 


II ie  harmonisehfii  Heilirn. 


C       —      C         —W.Vp, 
pti  dieser  Wertb  id  dei  obigen  Summe  substituirl   »ird, 
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.N. 


1  Steile  hier  id  GemSas- 


ytj'  +  in  +  * ' 
'  Werth   von    N  aber  ist  liereite  in  §.  45.  für  die  beide» 

I  die  dortige  Zahl  - 
r  yorfain  angezeigte) 

Kahl,  oder  ein  Brucli  mit  dem  Nenner  2  ist,  unter  I. 
^Dslytisch    ausgedrückt   in   geschlossener  Form  gefunden 


Venn  man   daher  in   den  beiden    eben  bezeichneten  Formeln 

1^  die  vorgeBcbrlebenen  Substitutionen  vornimmt,  und  die  hiedurch 
mm  V^orscheine  kommenden  Werthe  anstatt  X  in  dem  letzten 
Ausdrucke  der  Summen  setzt,  erhält  man  für  den  Fall,  wenn 
l-fo-i  folglicb  auch^  eine  ganze  untl  eomit  -  eine geradeZahl 
ist. 


Oder,  weil  offenbar 


2,Vp" 


(,-l)'-p  ■ 


Ist,  auch 

^^^yn'  +  en  + 
'    Vta  auch 


7'    '     ^s-j- 

(n  — l)«-p         n'-p 


'all  hingegen,  wenn  l+'s-ein  Bruch  mit  dem 

S  8 

rolglich^ein  eben  solcher  Bruch  und  somit  -  ei: 

ganze  Zahl  ist,  ergibt  sich 


-1)»-V 


zweiten  Falle,  wenn  nämlich  ff* — iyssub- 
,iv    and    daher   iye  —  ä^  additiv  i»t,   die  entsprechenden 


j  Knat :     pfe  harmnuiselten  Bfiäem. 

Sammenrormeln  zu  findeD,  krinote  ganz  A^r  gleiche  Wljj 
schla^eo  werden,  wie  so  eben.  Man  ßelaogl  aber  weil  I 
dem  nämlichen  Ziele,  indem   man  nur  in  I.  ond  II. 


=  —  </*,   daher    v'p  — 


setzt  und  dann  anstatt  der  ^oniometrischen  Funktionen  ii 
Bügen  die  glelcbgeltenden  Exponenlial- Ausdrücke  ^ubsliti 


"ys'  +  an  +  i 


'  2/9'e9" — «-«»~ 


r  den  Fall  hingegen,    nenn    -    eine  i 


IV.     S- 


I 


*±l 


ei" 


I-J 


■^{2„-I)»-S 


j-w'  +  Ön  +  i      '2y<i    ei''-\-e- 

Die  gerundenen  t-ier  Ausdrücke,  obgleich  jeder  von  Üllltinini 
für  einen  besonderen  Fall  gill,  vertreten  docli  ssaamittl 
genommen  vollatSndig  die  Stelle  der  allgemeinen  Formel  IL  4l 
§.  63.  nur  mit  dem  Unterschiede.  ()ass  hier  die  gesuchte  SoM 
stets  unmittelbar  in  reeller  und  zum  (Gebrauche  mugliclli 
bequemer  Form  erhalten  wird,  wozu  nach  g.  63.  immer  ci 
eine,  wenn  auch  keineswegs  schwierige  Umwandlung  des  lllUBi 
telbar  sich  ergehenden  Resultates  errorderlicb  §ein  wfirde. 


..  65. 


Aus  (leH  in  §.  6J.  unter  I.  und  III.  auf'gpstellte^i  Formeln  li 
aen  sich  nwt  Leichtigkeit  noch  andere  Summirunfien  ablek« 
welche  nicht  mit  Stillschweigen  übergangen  werden  dQrren.  S» 
man  nämlich  in  den  beiden  bezeichneten  Formeln  4)' anstatt  ya 
IS  anstatt  d,  an  gebt  bie<)urcb,  wenn  man  Tür  die  Buchstabe« 
und  q  dieselben  Bedeutungen  beibehält,  welche  sie  schon  in  {.{ 

ausgedrückt  haben,  nämlich  p=2 — r-,—  und  q=         ^*~ 
frühere  Wertb  von  ;;  nunmehr  in: 


AB^^ 


64y' 
ind  der  l'rUhcre  Werlh  »on 
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Die  /lariiwuiscfien  Heihen. 


^nd  indem  man  alle  diese  Werthe  in  I.  und  III.  anbstitnirt, 
rhilt  man  daraus : 


e*  — e     ' 

Ferd«n  nun  diese  beiden  Aiisdriiclie,  in  ivelchen  }>,  d,  e,  p  und 
die  Himliclien  Wertlic  bezeichnen.,  wie  in  I.  und  tll.  des  §.  64-, 
»  «bcn  diesen  Formeln  beziehungsweise  snbtrahirt,  so  erfaSIt 
m^trcil,  wie  man  sich  leicht  überzeugt. 


S. 
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cotang  nVp  +  jp-^  cotang 
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nVp 
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I  Summenformeln 


-l)»  +  d(2n-  l)  +  E~4yV?»''*"^     2         y-*(2H-l)«-p 


iiVp      1   W 


1 jc^    c«  — e     »       1    *j  1 
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4^  A'iiar:     Die  harmontsclien  Reihen. 

Werden  eodlicb  vod  eben  diesen  Summeu  die  iiämlicben  iOS^ 
drücke,  durch  deren  Subtralction  sie  gefunden  wurden,  Dun  noch* 
mals    beziehungsweise    subtrabirl,    so    ergeben    sieb  auf  gleiche 

Weise  die  beiden  Formeln: 

d_ 
(_l)«+i  1  n  1    ayf-lW-' 

III.     S      ,  .  1 — —  =  —  ä—  +  =i~y-  cosec  «Vp  -  -  .  Ä       „ 

und 

IV    s  (-■)"^'   __   ' '  g(-i)'*'. 

ytt^  +  Sn  +  B  ^yg^  yqie^" — e-!")  y'  n*  +  y* 
Mau  sieht  nobl  von  selbst,  d^ass  die  beiden  Formeln  I.  mil 
11.  die  Summe  derjenigen  Glieder  der  Reihe  S — ^  ,  ,  ~  aa- 
drücken,  welche  den  ungeraden  Stellenzablen  entsprechen; 
durch  III.  und  IV.  hingegen  wird  der  Unterschied  zwischen  den 
Gliedern  an  den  ungeraden  und  den  geraden  Stellen  deiselbat 
Reibe  gefunden;  I.  and  III.  dienen  für  den  Fall,  wenn  d*-*J^ 
additiv,  II.  und  IV.  aber,  wenn  eben  diese  Zahl  subtraklN 
ist;  die  Werthe  von  p  und  q  sind  gleich  anfangs,  übereiDstllll' 
mend  mit  §.  64.,  angegeben  worden.  Uebrigens  zeigt  schon  üt 
ßeschaSenbeit    dieser  Ausdrücke,    wie  es  auch   aus    ihrer  Ablc^ 

tung  als  notbwendig  sich  eTkennen  lässt,  dase  in  I.  and  IL  -r 
eine  ganze,  folglich  -  eine  durch  4  theilbare  ganse  2|BI 
sein  m&Ese,  in  III.  and  IV.  geofigt  es,  wenn  ö~  eine  ganzeimi 
daher  -  eine  einfach  gerade  Zahl  ist.  Wie  sich  hieraas  m 
selbst  versteht,  dürfen  diese  Formeln  auf  andere  Wertbe  vn 
-  nicht  angewendet  werden,  nur  wird  man  biebei  nicht  übersehen, 
daas  die  Zahl  0  sowohl  zu  den  einfach  geraden,  als  auch  zu  den 
durch  i  thellbaren  Zahlen  gerechnet  werden  mäaae, 


_  g-  66. 

Sämmtliche  in  den  §§.  63.,  64.  und  65.  entwickelte  Sumnientor- 
meln  yersagen  ihren  Dienst,  sobald  die  Koeffizienten  y,t,i 
so  beschaffen  sind,  dass  ä*:=4j'6  oder  Ifl  —  4yf  =  0  ist.  Denn 
bei  dieser  Voraussetzung  wird  sowohl  p  =  0,  als  auch  ^  =0,  und 
biedurch  nehmen  alle  bezeichneten  Ansdrücke  eine  unbestimmt« 
Form  an  und  lassen  auf  solche  Art  ihre  U n brauch b arbeit  für  d« 


k. 


r 


Die  hiirmiinlscften  Reihen. 


roriiegendeo  Fall  nicht  verkennen.     Der  Grunit  iliese»  Umstandet' 
ist  leicht  einzusehen,  weil  bei  dieser  Voraussetzung   der  f^enner 

^68  allgemeinen  Gliedes  ■  ~  ,  ■; — ~—  sich  in  ein  Produkt  ans  zwei 
gleichen  Paktoren  zerlegen  lüsst  und  dafier  die  Eigenschaften 
licht  besitzt,  nelche  nach  @.  51.  vorhanden  sein  müssen,  damit 
^e  Reihe  durch  die  harmonischea  Konstanten  summirt  werden 
kSoBe.  Vielmehr  ist  in  diesem  Falle  die  Reihe  eine  harmonische 
der  iH-eiten  Ordnung,  von  n-elchen  erst  später  wird  gehandelt 
nerden.  üebrigens  ist  wegen  dieses  Ausnahmefalles  keine  be- 
undere  Aufmerksamkeit  anzuwenden  erforderlich ,  weil  sein  nenn 
^ch  nicht  vorausgesehenes  Eintreffen  durch  die  Beschaffenheit 
im  Resultates  der  vorhergehenden  Formeln  jederzeit  selbst  zu 
HkenDen  gegeben  wird. 

Ausser  dem  eben  betrachteten  gibt  es  für  einige  der  aafge- 
llellteo  Formeln  noch  einen  zweiten  Fall,  in  welchem  sie  zur 
&ufBadnng  der  gesuchten  Summe  nicht  tangllch  sind,  und  diese 
Dubravcbbarkeit  ebenfalls  auf  die  vorhin  erwähnte  Weise  selbst 
lueigeu,  nämlich  die  Formeln  I.  des  §.  64.  und  III.  des  g.  65.  dann, 
'naH'Vp  eine  ganze  Zahl  ist,  die  Formel  II.  des  §.64.,  wenn 
Vp  ein  Bruch  mit  dem  Nenner  2  und  einem  ungeraden 
ZlU«,  endlich  die  Formel  I.  des  §■  69.,  wenn  Vp  eine  unge- 
rade ganze  Zahl  ist.  Ohne  sich  in  eine  umständliche  Erörterung 
dieser  einzelnen  Fälle  einzulassen,  soll  doch,  um  nicht  genöthigt 
KI  sein,  später  abermals  hierauf  zurückkommen  zu  müssen,  bo- 
gleich  hier  kurz  gezeigt  werden,  nie  man  in  denselben  den  be- 
■  timmten  Werth  der  gesuchten  fjamnie  zu  finden  Im  Stande  sei, 
AiMSiis  sieb  zugleich  ergeben  wird,  dass  unter  den  diesen  Fäl- 
Igd  zsm  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  die  Summe  nicht 
dImb  analytisch,  sondern  sogar  rational  sei,  und  desshalb  ihre 
Ailliindting  eigentlich  nicht  zur  gegenwärtig  in  Verhandlung  stehen- 

tin,    aondern  zur   nächst  folgenden    Aufgabe    gebüre. 

Demnach  soll  angenommen  werden,    dass  Vp  entweder  eine 

Kknze  Zahl  oder    auch    ein    Brnch  mit   dem   Nenner  1,    und 

fidglieh  in  beiden  Fällen  IVp  eine  ganze  Zahl  sei.      Wird  unter 

Üeser  Voraussetzung  ii 


—  IVp 
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und  wenn  dieser  Wetlh  in  dem  t;leich  anfange  dee  §.  i>j.  i 


aufgestellten   Ausdrucke  subetituirt   wird,    erhält   i 
sIeich  die  Summenformel : 


"y««  I  ä»  +  * 


•iyVp 


VPl' 


durch    deren    Hilfe    die  ^eeucble    •Summe   stets  ^efutidt 
bann,    sobald    '2V/i   eine   ganze   Zahl    und    daher   Vp   \ 
ebenfalls  eine  solche  oder  auch  ein  Bruch  mit  dei 
»er  2   ist,     Diese  Formel  dient  daher  anstatt  1.  und  U,  i 
in  den  angezeii^ten  Ausnahmelällen. 

Aus  der  eben  erhaltenen  lassen  sich  auf  die  nfi 
welche  tn  §.  65.  angetvendet    wurde,    nocb   zwei   andere 
ableiten,    welche  in   den  vorhin  bezeichneten  Aasnabm 
die  l^telte  von  1.  und  III.  des  §.  66.  au  treten  geeignet  I 
wird  nicht  nütbig  sein,  die  keiner  Schwietigkeit  unterliegenA 
nung  hier  zu  wiederholen,     Die  Formeln  selbst  ergebe»  B 

.,       ^  I  1_ 


''7{2n-l)«  +  ÖC2n-l)  +  «- 


^7»^ +  3»  + 


.-lyVp-"* 


''+2;-vp 


deren  erste  ihre  Anwendung  findet,  wenn  Vp  eise  % 
ist,    die  andere   hingegen,    sobald   IVp   eine  ganzi 
folglich  Vp  entweder  eine  eben  solche  oder  auch  einen  1 
mit  dem  Nenner  2  bedeutet. 


Der  einfachste  Fall,  in  web 
gestellten  Summen  formeln  si«h 
wenn    darin    ä^O  angenommer 


1  die  in  den  £§.  64.  und  66.  >ai-| 
senden   lassen ,    tritt  dann  ei 
ird.     Hiebei    handelt    es  sicbifl 


weil  unter  dieser  Voraueeelzung  auch    -  =  0i8t,  und  0  stets 

die  geraden  Zafilen  gerechnet  werden  muss,  um  die  Formelnll 

und  in.  des  §.  64.,  so  wie  um  die  sämmtlichen  Formeln  des  k-^\, 


Knar:    Die  hnrmniiiscAtn  Reihen.  427 

irch  die  Aonahnie  5  =  0  wird  a>  =  —  -,  i/p— V— -  ""d 
um  nun  den  Aiiedrßcken  durchgängig  eine  reelle 
'utiii  zu  ertlieilen,  kann  zugleich  in  I.  des  §.64.  und  I.  und  III. 
GS  §.63,  c  mit  — E  Teetauscht  werden,  wodiircii  man  l'aigende 
plfiicbungen  erhält: 


«-„2„_,),_,=4vrrg'""^2V  f 


III. 


Diese  sechs  Formeln  enthalten  die  von  Euler  gefundenen 
nichtigen,  hieher  gehitrigeii  fSuraniirungen ,  welche,  wie  man  aus 
det  hier  Torgcnommencn  Ableitung  sieht,  nur  den  ersten  und 
einracbsten  Fall  zur  Anwendung  der  in  den  §§.  64.  und  t)5.  aafge- 
)  nm  fassen  deren  Ausdrücke  darstellen. 


I      InBes 


In  Bezug  auf  den  Gebrauch,  welcher  sich  von  den  eben  an- 
geltihrfen  Euler'scheu  Summirungen  machen  ISsgt,  mUge  es  ge- 
Kattet  »ein,  eine  Bemerkung  t>eizufügen,  die  auch  auf  die  vor- 
hergelMDdeD  allgemeineren  Formeln  ihre  Anwendung  findet  Man 
iflegt  sich  hiebei  nach  dem  Vorgange  Euler'e  auf  Fälle  zu  be- 
lefirSnkeD,  in  netchen  die  hier  durch  y  und  £  bezeichneten  Koef- 
KleBten  reelle  Werthe  besitzen.  Diese  Beschränkung  ist  aber 
lioeswegs  als  nothwcndig  in  der  Natur  der  Ausdrücke  enthalten, 
ebnelv  dürfen  darin  obne  Anstand  für  y  und  i  auch  komplexe 


W'"" 


Kna 
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Werthe  aDgeiiommen  werden.  Freilich  nerden  \a  diesem  letiUi- 
ren  Falle  un  mittel  bar  nur  Summen  von  Reihen  mit  kompleieo 
Gliedern  gerunden,  und  man  dürfte  desshalh  geneigt  sein,  die- 
ser weiteren  Aaedebnung  des  Gebrauches  einen  sehr  geringen 
VVei-lh  heizalegen.  Allein  bekanntlich  lassen  sich  durch  das  Zn- 
sammenziehen  zweier  oder  mehrerer  Reihen  der  letztge  dach  leg 
Art  zuweilen  wieder  Reihen  mit  reellen  Gliedern  daraas  ab- 
leiten und  dadurch  ihre  Summen  analytisch  darstellen,  welti^e 
auf  andere  Weise  vielleicht  nur  schwer  zu  erreichen  sein  dSrfleo- 
Ein  Beispiel  mag  genügen,  um  die  Richtigkeit  dieser  Be- 
hauptung ersichtlich  zu  machen.  Selxl  man  in  den  beiden  etslen 
Formeln  des  §.  67.: 


y=\ 


ind     i  =  n 


I  erhält  man  daraus; 


1        w(t— 1)    cnny«— e-nuryg-f 2iainwmv 
~2m""^   2niV2  *  e"«V3-(.c-"«va  — acoanwrV 


«•  +m«.i~     2™»!  "^  2mVi'  e-«v(_  g-mav* 
"  2m«  ~  2n» V2  '  e™  "vt»  +  e-m^v«  —  2  cos  mnV2'  J 


Nun  ist  aber : 


2m*f 


folglich    auch: 

uder  nach  geschehener  Substitution  der  vorhergehenden  Wettbe: 


.*— "9™*  + 


£tV2   , 


■"v^-fasi 


mV2 


"n*+m*  2m*  '    im.*  '  e™v«-j.e-""'va-2coaniwV3' 

Es  ist  ferner  einleuchtend,  dass  man  auf  dem  betretenen  Wege  I 
auch  noch  weiter  fortschreiten  künnte.    Denn  setzt  man  in  dei 
letzten  Ausdrucke  anstatt  nt  sowohl  mVi,    als  auch    mi/ — i,  i 
ergeben  sich  daraus  offenbar  die  Werthe  der  beiden  SumnieD: 
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r 

^taoB  wieder  auf  gleiche  Weise  nach  imi)  nach  die  Summe  eiuer 
|eden  unendlichen  Reihe  analytisch  ausgedrückt  gefunden  ner- 
ivn  bann,  deren  allgemeinee  Glied  unter  der  Form 
I 

enlbalten  ist,  nas  für  eine  additive  ganze  Zahl  auch  r  sein  mag. 
Dieses  einfache  Beispiel  irird  hoffentlich  hinreichen,  den 
NnUen  zu  zeigen,  ivelchen  die  angeführte  Erneuerung  des  Ge- 
braoches  der  Euler'schen  Formeln  auch  in  anderen  mehr  ver- 
iridtelten  Fällen  zu  gewähren  vermag. 


ä-  69. 

Um  anch  die  Anwendung  der  allgemeineren  Formeln  der  §§.  Ö4. 
ttnd  66.  an  einem  Paare  von  Beispielen  nachzuweisen,  sei  zuerst 
die  unendlicbe  Reihe  zur  Summirung  vorgelegt,  deren  allgemei- 
nes Glied 

I 
2n'  —  6(1  +  5 
M.    Die  Vergleichung  mit  dem  in  §.  64.  aufgestellten  allgemeinen 
Bliede  zeigt,    dass  hier 

j.  =  2,     6  =  — 6,     1  =  5, 
»ithio-=:  — 3  eine  ungerade  Zahl    und  ^  —  iyi^  —  X   sub- 
'raktiv  sei. 

Daher  mass  hiehei  die  Formel  IV.  des  g.  64.  zur  Anwendung 
tommen,   und  es  ist: 

_V(4yE— at)_V4^,    ^^^    a  +  y^-6  +  2^      , 
9^  2y  4        '  2/  4 

Inrob  die  Substitution  dieser   Werthe   in  der   bezeichneten  For- 
id  erhSIt  man : 

1  n    e« e"»  — i  1  re     e" — 1 
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Dieses   Beispiel    dient  zugleich    als    Beleg  eu  der   in   §.  8.  aadl- 

gewiesenen  Bedeutung  des  Summenzeicfaens  S  für  den  Fall,  i*«ii 
m  eine  t^anze  subtraktive  Zahl  ist,  indem  vermüge  III.  in  %.%.: 


"(in-D^  +  l-      "(l-'JnJHl"     ' 
ist. 

Als  zweites,  etwas  mebt  vernickeltes  Beispiel,  auf  tvelciie« 
auch  die  Bemerkuni^  des  §.  68.  ihre  Anwendung  findet,  mai;  die 
unendliche  Reihe  sunimirt  »erden,  deren  allgemeines  Glied 


ist.     Diese  Reihe   lässl  sich   zwar   durch  keine  der  vorhin  aafge» 


stellten  Formeln    unmittelhar   surainit' 
leicht,    dasg 


>'ohl  aber  find^fa 


ist,  wo  beide  einz 
mirbaren  gehören. 


Reihen  allerdings  zu  den  nach  §.  61.  sin>' 


— ;   zn  erhalten,   hat  mi 
-1,     i=~i.    folglich  ■ 


was,   weil  es  eine  ungerade  Zahl  ist,    zeigt,    dass  die  4 
mg  durch  die  Formel  II.  des  §.64.  zu  geschehen  habe. 


I  oder,  wenn  man  zur  lifirzeren  Darstellung  des  Ausdrncfees  | 


Durch  die  Substilatian  dieser  Werthe  in  II,  de«  %.  54.  . 
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=  :^-(pi— *i'')(8»Rf -(pi  +  vi-O- 

(^gani  gleich«  Weise  oder  noch  kürzer  durch  TertauscM 
Bit  — 1  in  dieser  letzten  Formel  erhSIt  man  auch: 

* „a_„+l  =  :^  •  O'i  +  ?i  ■ «)  tang  J.  (pi  -  ?,  -0  - 
I  die  Substitution  beider  einzelaen  Suromen; 

p^[(Pi  — Vi  Otang;^  (p,+*/i  ■«')  — (/»i+'/i   Otauglc;*,-^,  " 

Hier  erübriget  noch,  dem  Ausdrucke  eine  reelle  Form  zu  ver- 
leiliea,  vfüs  durch  die  Enlwickelung  der  einzelnen  Glieder  und 
na^iherige  Einführutig  der  Exponential-  anstatt  der  gleichgeltenden 
gniometrischeo  Funktionen  imaginärer  ßiigen  ohne  Schwierigkeit 
hennkstelligt  werden  kann.  Es  uird  nicht  nuthig  sein,  die  iui- 
mohlD  etivae  umständlicbe  Rechnung  bieher  zu  setzen;  als  Ke- 
siltit  derselben  ergibt  sich: 


Sr 


1 


Pi  (ei'"  —  e- 


'")- 


inp,« 


Wb  nun  nur  anstatt  pi  und  qi    die  durch   diese   Buchstabei 
■filchBeten  besonderen  Wertbe  zu  setzen  braucht. 


§.  70. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  bereits  drei  von  den  in  ^,  53. 
■Ugesprochenen  Aufgaben  einer  zivat  kurzen,  doch  zu  dem  ge- 
SCDwSttigen  Zwecke  genügenden  Betrachtung  unterzogen  wurden, 
Mcibt  mir  noch  übrig,  auch  die  letzte  dortige  Aufgabe  in  glei- 
cher Weise  zu  bebandeln.  Diese  Aufgabe  wird,  nie  schon  in 
5.54.  bemerkt  nurde,  stets  durch  die  gleichzeitige  AuriUsung  aller 
tei  früheren  Aufgaben  gleichfalls  gelUst;  sie  erfordert  daher  die 
ErAHInng  der  grössten  Anzahl  von  BedingnngE^leicliungen  yud  ist 
iben  desshalb  in  der  Anzahl  der  möglichen  Auflüsangen  am  mei- 
len  basehränkt.  Zu  ihr  gehören  die  ersten  derartigen  Sumrai- 
laMD,  tvelehe  roa  Leibnitz  und  Jakob  Bernoulli  gefunden 


I 


r 

I 
I 
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arden,  und  sie  bietet  schon  desshatb  ein  grüsseres  Interesse 
ar.  Zwar  erfolgt  die  Aofslellung  der  Bedingungsgleicbangeo 
ganz  aur  dieselbe  Weise  und  mit  gleicher  Leichtigkeit,  wie  bei 
den  früheren  Aufgaben;  dentioch  dürfte  es  für  angemessen 
tet  werden,  sich  hier  nicht  auf  das  einzelne,  früher  durchwog 
gebrauchte  Beispiel  <2  =  5  zu  beschränketi,  sondern  vielmehr  die 
zur  algebraischen  Summirbarkeit  nothirendigen  Beding] 
cfaungen  für  die  kleineren  Differenzen,  etwa  bis  (^  =  6,  abgeson- 
dert aufzustellen,  um  hiedurch  in  den  Stand  gesetzt  zn  werden, 
die  Vergleichung  sowohl  mit  der  früher  betrachteten  analytiscb«! 
Summirbarkeit,  als  auch  mit  einem  in  der  Folge  zu  behandelndei 
besonderen  Falle  mit  Leichtigkeit  vorzunehmen  und  die  auf  aolebe 
Art  sich  ergebenden  Unterschiede  deutlich  hervorzuheben. 

Noch  muss  hier  bemerkt  werden,  dass  durch  die  ErfSUm^ 
der  bald  aufzustellenden  Bedirigungagleictiungen  die  Summe  der 
Reihe  eigentlich  nur  dann  wirklich  ein  algebraischer  ADstlracfc 
wird,  wenn  zugleich  sowohl  die  Anfangszahlen  und  DiSereDieo 
aller  einzelnen  Reihen,  als  auch  die  eben  diesen  Reihen  zngehir- 
renden  Faktoren  algebraische,  nicht  etwa  transzendente  Werlbt 
besitzen.  Auf  diese  Unteracbeidung  soll  Jedoch  in  der  Folge  kelM 
weitere  Rücksicht  genommen,  sondern  jede  Reihe  stets  al«  iF' 
gebraisch  sumrairbar  angesehen  werden,  snbald  ihre  Summe  dtidi 
eine  endliche  algebraische  Funktion  der  eben  genannten  ZalileD 
dargestellt  werden  bann,  mögen  auch  vielleicht  einige  dieser Zib' 
len  für  sich  betrachtet  transzendent  sein. 


§.71. 

Was  nun  zuerst  den  Fall  betrifft,  wenn  alle  nach  j.  i 
samroenzuztehende  Heiben  die  gleiche  Differenz  d  =  l  habt 
zugleich  alle  Anfangszahlen  derselben  ganze  Werthe  1 
kommen  in  de»  Konstanten,  die  solchen  Reihen  angehören, 
hin  weder  ein  Logarithmus,  noch  eine  Kreis fanktion  vor,  soodm  | 
nur  die  einzige   primüre  Konstante  C,   wesshalb  in    dem  vorans-  [ 

gesetzten  Falle  auch  die  Snmnienformel  des  §.  49.  überhaupt  keiiii  I 
andere  nicht  algebraische  ZabI  enthalten  kann,  als  eben  C, 

folglich  notbwendig  algebraisch  wird,  sobald  letztere  daraus  weg- 1 
föllt.     Aber  vermöge  des  in    g.  56.  Erwiesenen   muss    C  ana  dw  1 

Summe  jederzeit  verschwinden,  sobald  keine  andere  von  ihr  veh  1 
schiedene  primäre  harmonische  Ronstante  in  eben  dieser  Snniine  I 
vorkommt,  ohne  dass  es  faiezu  der  Erfüllung  irgend  einer  anderes  I 
Bedingnogagleichnng  bedarf,    als  der  allgemeinen  des  §.  48l u 
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^^■■n  welcher  die  Konvergenz  der  Reihe  überhaupt  abhängt, 
^^^fci^ilit  sieb  hieraus  der  Satz,  dass  jede  aus  harmnni- 
Bneri  Reihen  der  ersten  Ordnung  mit  der  gemciu- 
ehaftlichen  Differenz  I  und  durchgängig  ganzen  An- 
ingsiahlen  nach  §,  47.  entspring  ende  unendliche  Reihe 
Othnendig  algebraisch  summirbar  sei,  sobald  sie 
«nvergent  ist,  d.  Ii.  der  Bedingungsgleichung  des  §.48. 
rutaiiricht,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  jede  unendliche 
teihe,  deren  allgemeines  Glied  eine  rationale  gehro- 
ikens  Funktion  von  n  ist.  algebraisch  aummirbar  sei» 
»erde,  sobald  der  Zähler  wenigstens  um  2  Urade  nie- 
dtiger  ist  als  der  Nenner  und  zugleich  der  letztere  in 
«(n  Produkt  aus  lauter  von  einander  verschiedenen 
Viktoren  von  der  Form  nfa  zerlegt  »erden  kann,  bei 
ViUhen  a  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Es  würde  gnnz  leicht  sein,  für  den  hier  besprochenen  Fall 
Hne  and  sogar  melirere  bestimmte  Furmeln  aufzulinden,  um  daraus 
lue  Somtne  der  Reihe  zu  berechnen,  ha  sich  jedoch  hald  tiele- 
|nll*lt  ergeben  tvird,  andere  etiras  umfassendere  Ausdrücke  auf- 
W*)lfl'>)  ■"  t^elcben  die  hier  anzuwendenden  nur  als  einzelne 
H/IS»  euthalteri  sein  werden,  dürfte  es  nicht  nothivendig  sein,  die 
<elk^jSndige£a1ivickelung  dieser  letzleTen  hier  vorzunehmen,  son- 
der» aull  nur  am  gehurigen  Orte  darauf  zurückverwiesen  werden. 


Wird  min  zu  dem  Falle  übergegangen,  dass  die  gemeinschaft- 
ictw  Differenz  aller  einzelnen  Reihen  (/^2  sei,  so  sieht  man 
Mu- j.  32.,  dass  in  den  zugehörigen  Konstanten  ausser  C  ,  welche 

SlU,  da  sie  von  selbst  wegfallen  muss,  nicht  weiter  beachtet  zu 
Verden  braucht,  nur  noch  die  einzige  nicht  algebraische  Zahl  ^2  vor- 
kommt, und  zwar  nur  in  den  Konstanleu  mit  ungeraden  Anfangs- 
itM«n,  durchgängig  mit  dem  Koeflizienten  1  behaftet.  FUr  das 
'Wegfallen  dieser  Zahl  aus  der  Summe  bat  man  dab«r  die  Bedin- 
mgagleichung  F,  ^=0,  welche  nebst  der  allgemeinen  des  §.68., 
ile  fiir  d  =  i  die  Form  Fu+F,  ^0  annimmt,  erfüllt  werden 
lus,  um  die  Summe  algebraisch  zu  machen.  Durch  die  Auf- 
SHDg  dieser  zwei  Gleichungen  erhält  man  mm; 
Fo  =  0       und       F,  =  0, 

k.    es  müssen  ffir  rf  =  2  die  Faktorensummen  der  Rei- 
!ii     mit    geraden    und    Jener    mit    ungeraden  Anfangs- 


raiscb  werde. 


1 


;    Dfe  harmonischen  Reihen. 
ch  0  sein,    damit    <tie  »u 


Hieraus  folgt  von  selbst,  dass  in  ilem  Falle,  wenn  keine 
anderen  Reihen  als  nur  sulche  mit  ungeraden  An< 
fangSBahlen  gegeben  sind,  die  Summe  (itets  alge- 
braisch sein  müsse,  sobald  die  Reihe  nur  üherhaupl 
konvergent  ist,  uiler  auf  andere  Weise  ausgedrückt:  jede 
unendliche  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  ein«  rsi- 
tionale  gebrochene  fun  ktion  von  ii  ist,  wird  stela  alge- 
braisch sumniirbar  sein, sobald  der  Zähler  nenigstei 
um  '2  Grade  niedriger  ist  als  der  Nenner,  und  zngleicll 
der  letztere  in  ein  Produkt  aus  lauter  von  einander 
verBGhiedeuen  Faktoren  von  der  Form  'hi^a  zerlegt 
werden  kann,  bei  welchen  a  durcbgaui^ig  eii 
rade    Zahl    ist. 


5.73. 

Fijr  d=:3    enthalten    vermöge  g.  33,   diejenigen  1 
deren  Anfangszablen  durch  3   nicht   theilhar  sind,  ausserj^ 
die  beiden   nicht  algebraischen  Zahlen    H  und    n,  und  ] 
erstere  durchgängig  mit  dem  KoeFQzienten  \  versehen,  %  b 
hat  bei  den  Anfangszahlen   von  der  Form  Sn^-I   den  K(ig 

ten  ^y-,  beiderForni3H+2ali(>r jj,--    Das  VerschwindM^ 

beiden  Zahlen  aus  der  Summe  der  Reihe  erfordert  daher  ^ 
füllang  der  zwei  besonileren  Bedingungsgleichungen 


ir,+u; 


^0 


18 


18   ' 


F,  +  Fj : 


durch  deren  Auflösung,  iu  Verbindung  mit  der  allgemeinlj 
dingungsgleicbnng  des  g.  58. ,  welche  hier  in  F^  -f  F^  -\-Jt 
ilhergehl,  man  erhält; 

Fo  =  0,      F,=0,      F,  =  0, 

d.b.  die    Kaktorenaummen    derjenigen    Reihen.  J^f^ 
Anfangszahlen    zu   den  Formen  3n,    Sn^-I,    3n-t-2gehil 

,    müssen    einzeln  genoiuinen  gleich   Ose 

Reihe  algebraisch  summirbar  werde. 

Dass  hieraus  ähnliche  Folgerungen  abgeleitet  werden  I 
wie  In  $.  72.,  ist  von  selbst  einleuchtend. 


Ute  UarmottincAeH  Kei/ten, 


§.  74. 

[4en  Werlhen  der  Koiistatifen,  welche  zur  Differenz  (/ =  4 
',  lioniuen  vermüge  §.  34.  ausser   C  nur  die  beiden  nicht 

icben  Zahlen  /2  und  n  vor.  Die  erste  dieser  Zahlen  er- 
^ni  allen  Konstanten,  deren  Aitl'angssahlen  durch  4  nicht 
id,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  sie  bei  den  Ait- 
I  von  den  Formen  4»+l  und  4»+3  den  Koeffizienten 
Anfangs  zahlen  von  der  Form  4»-|-2  hingegen  den 
^tet)  )  erhält;  in  den  Konstante»,  deren  AnTangszahlen 
j^lheilbar  &ind,  ist  /2  nicht  vorhanden.  Danjit  daher  die 
His  d«r  Summe  tvegfalle,  niuss  nothviendig 

I  +  i  ''«  H-  5  *3  =  0       oder      .3  f ',  +  2F5,  +  3F3  =  0 

)  Zahl  n  erscheint  nur  in  jenen  Konstanten,  deren  An- 

i  den   Formen  4n  + 1    und  4n  +  3  angehriren,  und  zwar 

Irsteren  mit  dem  KoelliKienlen    \,    bei   den  letzteren  mit 

B  Wegfallen  vnn  ir  aus  der  Summe  wird  desshaib  darch 
Sfaong 


-t\^a 


;F|  — Ui  =  0      oder      Fi- 

I  ^iogt.     Somit  müai^en  zur  algebraischen  Summirbarkeit  •! 
Ipfei  Bedingungsgleichungen 


r  Heihe 


(:*;  +  fa=0,      3F,  +2/a  +  3Fj=0,       F,-f,=0 

\  erfCtlt  werden,    nas,   tvie  man  sich  leicht  überzeugt. 
^ivt  mit 

(.Her  Beschaffenheit  dieser  Gleichungen  sieht  man  sogleich, 

I  stet^  Genüge  geleistet  »erde,    sobald  alle   Faktor^n- 

izeln  genommen  gleich  ü  sind,  dass  daher  unter  dieser 

nfsnng  die   Reibe    geiriss  algebraisch  summirbar  sei; 

■  Jt^nn  jenen  Gleichungen   auch   durch   andere  Werthe 

mummen  entsprochen  n'erden,  was  hei  den  früher 

teien  Differenzen  nicht  der  Fall  war.     Um  diess  an  einem 

^'einfachen  Beispiele  zu  zeigen,  beschränke  man  sich  auf  Rei- 

M,  deren  Anfangszahlen  die   Differenz  4  nicht  übersteigen,  wo- 

^  die  obigen  Bedingungsgleicfaungen  in 


jirgehen. 


^iimmt  man  nun  A  willkürlich  an 
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Daher  wird  das  allgemeine  Glied  der  Reibe 

Ä_         ^Ä  A       .  ^ -l6»'  +  g0n- 

4„_3  —  4n  -2  +  4n  - 1  +  4n  ~"  (4n— 3)(4n— '2)(4»— l)4i 

und  die  Summe  derselben  vermüge  §.  4Ü.  und  nach  gescbehi 
Subelitution  der  Werthe  aus  $.34.: 

1|4  2|4       314       4|4 

gefunden,  vras  offenbar  bedeutet,  daas  das  erste  additiveG 
der  Reibe  der  Summe  aller  rolgenden  subtrakli  ven  Oii« 
gleicb  sei.  Man  sieht  hieraus  zugleich,  dass  es  ausser  der  el 
erhaltenen  keine  andere  algebraisch  summirbare  Re 
gebe,  ivelche  ans  den  vier  harnioniscben  Reihen    S  ,    S  , 


nach  Anleitung  des  §.  47.  entstehen  könnte. 


§.  75. 


2|4^j4 


Die  zur  algebraischen  Snmmirbarkeit  erforderlicbsB  B 
dingungsgleicbnngen  in  dem  Falle,  wenn  d  =  5  ist,  sind  hn  Vi 
tiergehenden  bereits  aufgestellt  ivorden,  indem  in  §.  39.  die  bifdi 
sur  analytischen  Sumniirung   nothivendigen   Gleichungen:     \ 

dünn  in  $.60.  mm  Wegfallen  der  Zab)  n  di«  iveitere  ( 


endlich  In  §.  62.  zum  Verschwinden  der  Zahl  a  dm 

F,  +  Fb=0 

gefunden  wurden.    Diese  Gleichungen,  welche  sieh  leid 
einfacheren  Formen 

FpCtO,       F.  =  -F.  =  -F|.(v5+2),      F,  =  - 

hringen  lassen,  zeigen,  dass  Fq  keinen  anderen  Wertll4 
hen  dflrfe,  von  den  4  übrigen  Faktorensummen  faim 
wlllfaflrilch  angenommen  und  daraus  die  übrigen  bestinuntl 
liünnnn. 


Die  fiarmutiisclten  Hel/ten. 
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Will  man  sich  auch  hiebe! ,  <vie  e^  im  Vorhergehenden  ge> 
vtSholicfa  geschah,  auT  Reihen  beschränken,  deren  Anrangszahlen 
■nicht  grlisser  sind  als  die  Differenn  5,  so  gehen  die  i  Bedingungs- 
|;leicbungen  in 


^~A 


.^4  =  0.        ^1  =  — ^a  =  — J(V5  +  2),       ^3 
über,  tvodurch  das  allgemeine  Glied  der  Reibe 

1^^ A{V^  +2)       A{,Va\1) A_ 
5n-4           5m— 3      +      5«— 2           3n- 
_       25(v^  —  !)(«-  «')  -HO  -  4  V5 
-'^■(5„-_4){5«-3)C5«--2)(5«-l)' 
Summe  derselben 

Ciun  Behufe  der  algebraischen  Summirharkeit  in  dem 
[''alle,  iveuii  die  gemeitischaniiche  Differenz  aller  einzelnen  Reiben 

6  ist,  sind  offenbar  vier  Bedingungsgleichungen  zu  erfüllen, 
ISralich  nebst  der  allgemeinen  des  §.  5S.  noch  3  besondere,  nm 
S«  nicht  ikigebraischen  Zahlen  li,  /3  und  n  aus  der  Summe  weg- 
kllen  zu  machen.  Es  ist  leicht,  auf  die  schon  wiederholt  ange- 
'andte  Weise  sich  zu  fiberzeugen,  tlaas  diese  Gleichungen  un- 
littelbar  in  den  Formen 

Fa + /; + f  1 + 1\  H  F,  +  /;  =  0 ,      Fl  +  F3 + f 6  =  0 . 
Fi  +  Fj+F^  +  Fft  =  0,        3F,-HFi-F4— 3*i  =  0 
o  Vorecbein  kommen,  sich  aber  auch  einfacher  durch 
=  F„— 3F,,     F3  =  — Fo,     F4  =  3F,— 2Fü,     F^  =  Ff,  —  F^ 
itdrQcben  lassen. 


}A.[  S  — (V54-2).  S  +(V5  +  2). 


vrird.  Dass  hiehei  die  nämlichen  Bemerkungen  ' 
haben,  ist  zu  sehr  in  die  Augen  Tallend,  um 
.Dg  zu  bedürfen. 


Beschrankt  man  sich  auf  Reihen,    deren  Anfangszablen 
sser  sind  als  die  Differenz  6,  so  gehen  letztere  Gleichungen  ii 


ht 


^As—3A, 


iriteii  wl 


eichen  ) 
in  sollen,  auch 


At  =  —Ai,      A3  =  3A—ViAt„      At  =  Ai-A 
wenn  A  nnd  Ai  willkürlich  angenommen 


Die  harmmiiicheu  Hellieii 


At—--'AA-At,     ^3  =  — 3.^-2,^, , 


=2J+d,.     .^5  =  3^+^, 


erhäjt.  Da  hier  Kwei  von  cie»  Pulctoren  willkürlicli  an^enoiiimei) 
trerden  tlürleii,  fulgf  hieraus  von  selbst,  daas  es  bei  d  =  6 
unter  der  angenorumenon  Beschränkung  eine  weit  grüs 
Man II ig  faltigkeit  von  Reihen,  die  sieb  algebra 
summiren  lassen,  gebe,  uU  diese  bei  den  kleineren  üiffereo* 
Ken  der  Fall  war.  Uauplsächlich  um  diesen  Umstand  sicbtbu 
hervortreten  zu  lassen,  wurde  die  Aufstellung  der  einzelnen  B^ 
dingungsgleiclmngen  bis  faieher  fortgesetzt,  ohne  dass  es  notlti 
wendig  sein  wird,  es  durch  Ausrpchnong  von  Beis|)ielen  nfihei 
zu  zeigen. 


§■  77. 

Wie  bei  den  zwei  vorhergehenden  gibt  es  auch  bei  der  gc- 
^enivärtig  in  Verhandlung  stehenden  Aufgabe  einen  besondei 
FaK,  in  ivelcheni  es  nicht  nuthlg  ist,  zn  den  Bllgemeineit  Regelt 
seine  Zuflucht  zu  nehmen,  iveil  dabei  die  algebraische  Snmmh' 
barkeit  der  Reihe  schon  aus  den  besonderen  aufgestellten  B 
guogen  unmittelbar  nach  §.  19.  nachgewiesen  werden  kann,  abne 
dazu  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Bedingsgleicbmigen  M 
tiedifrfen. 

Werden  in  der  SDromeiiforoiel  des  §.  49.  die  Differenzen  all( 
einzelnen  Reihen  als  einander  gleich  angenommen,  so  vcr«nildef 
sich  dieselbe  in 

x^A.C-VA^.  C  ^A^.C\A^.  C+ 


Vermöge    der   Bedingungsgleichu 
sie  durch   C  nultiplizirt  wird. 


lg    11.    des   5-  ^ 


folglich  i 

abzieht. 


Setzt  man  nui  Fernei 


A.  C  +  /i,.  C+A-  6'  +  ^a.C+....  ^0. 

ald  a\d  a|d  a\d 

ch,  indem  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergebendl 
dass 


,  =  a  +  m,rf,      fl,  =  a  +  wia€/,... 


sei,  wo  m^  rnj,  m,,  ...  belieliigo  ganze,  additive  od« 
Wahlen  bedeuten  sollen,  so  ergibt  sich  aus  §.  19. 


Die  fiarmouixcheH  fleihcn. 


a^id       a\d     a■{■ln^d\d 


\  nnrch  die  Subslitutioo  dieser  VV«rthe  erhall  man: 
x  =  —A,.  S -A.S'  — A.S'- 

f\i  Blrf  a\d 

Wie  luan  »iehl,  nird  mittest  dieser  Funiiel  die  Suiiime  der  Reih« 
durch  die  TaktorcD  .4,,  A^,  A-^,...  io  jedegniali^er  Verbindung 
mit  einer  durch  m,  m, ,  w^,.,.  ausgedrückten  bestimmten  Anzahl 
ron  Gliedern  der  Reihe  Ä'  dargestellt  und   daher  mit  BerGdcsich- 

tigung  des  in  §.  70.  (iesagten  gewiss  algebraisch  seio. 

He  vörbin  angenommenen  Werihe  von  n, ,  a^,  na''--  »»igen. 

dieselben  Tur  den  Modul  d  mit  a  und  daher  aucb  unter  ein- 
ander kongruent  seien,  was  vermute  der  von  Gauss  ange- 
führten Be>. eich  tiungs weis«  durch 


=  Ol  ■ 

ausgedrSckt  irird.     Dahi 


E  ag  = 


.  (modrf) 


1  dich  die  Voraussetzungen,  aus 
welchen  die  algebraische  Summirung  der  Reihe  durch  die  Formel 
I.  abgeleitet  wurde,  durch  die  beiden  Gleichungen 


.i  +  ^i+^  +  .4,  +  . 


n  =  n,  =  dj  =  «3  = 


.  (modrf) 


[darstellen,  was  folgenden  Satz  gibt:  Jede  aus  harmonischen 
lHihen  der  ersten  Ordnung  mit  gleichen  Differenzen  d 
h$.47.  entspringende    unendliche    Reihe    ist    durch 
e!  I.  algebri)is<:h  sumrnirbar,  sobald  die  Sum- 
mer Faktoren    der    einzelnen    Reihen  gleich    0    Ist 
l^tttle  Anfangszahlen  der  letzteren  in  Bezug  auf  den 
%ia\  d  einander  kongruent  sind. 

Nach  §.  51.  kann    dieser   Satz   auch   auf  folgende  Weise  aus- 
fcesprocfaen  werden:  Jede  unendliche  Reihe,  d^ren  allge- 
■         1  Glied  eine   rationale  gebrochene    Funktion  von 
villi  vermöge  1. algebraisch  sunimirbar  gefunden. 
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Knar: 


Die  hannnnhchen  lieiAeii. 


sobald  der  Zäbler  dieser   Fanbtion   wenige 
Grade  niedriger    ist  als   der  Nenner  i 
letztere  aus  einrachen  durcligSngig  von  ein«? 
schiedeiien    Faktoren    bestellt,     ivelche    uuf   dif 
7(4"  gebracbt  eine  solche  Ueschaffenheit    habe 
ihre    Uiilerscbiede  durchgängig  ganze,    add 
subtraktive  Zahlen  sind. 

Als  Beispiel  hiezu  soll  die  unendliche  Reihe 
den.  deren  allgemeines  Glied 


ist.  Hier  sieht  man  sogleich,  dass  der  Zähler  um 
driger  ist  als  der  Nenner,  lernet  besteht  der  letzl 
einfachen  Faktoren,  welche  auf  die  ausgesprochene  1 

"-3-       "+ä      "»''      "  +  -3 

und  daher  nicht  nur  sümmtlich  Fon  einander  verecl 
dem  auch  so  benchalfen  sind,  dann  der  Unterschif 
ans  ihnen  eine  ganze  Zahl  ist.  Durch  die  Zerlegu 
brilche  erhült  man  nun : 


1 


17 


{3n— 2)CdM+7)(3?i+ 13)  ~  5n  — 
folglich  ist 

A -X  A -" 

''-40S'     "'— 162' 
ferner: 

a  =^  l,      «1  =  10,      (ij 

dann: 

10-1      ,, 
,»=—3— =  3,     m,= 


'—      162ij;  +  m0w' 


270' 
d=3; 


'—      162  U 
Es  versteht  sich 


/l      1      lA       29  /l     I      1       I        1 

U  +  J+v+äroU+ä+S  +  ra  +  is,^ 

seihst,  dass  ganz  das  gleiche 


Die  harmonSucUcn  llelhen. 


menformel  <ies  §.  49.  erhalten  t^'er- 


ich  durch  die  allgeme 
9n  kSnne. 

Die  ohige  Formel  I.  ISast  noch  eine  sodere  in  manchen  Fäl- 
iti  bequeme  DarstelluNg  zu.  Zu  diesem  Znecke  denke  man  sich 
Ile  gegebenen  einzelnen  Keihen,  hei  ivelchen  die  Cleichheit 
brec  Differenz  en  bereits  früher  vorausgesetzt  wurde,  nun  auch 
indi  der  Grüsse  ihrer  A  nfangszali  len  aufsteigend  ge- 
tTdaet  vor.  Ferner  kann  hier  stets  angenummen  iverden,  daxs 
n,  ffll,  m,,  wia,.,..  die  in  natürlicher  Ordnung  wachsen- 
den ganzen  Zahlen  1,  2,  3,  4,....  seien,  wenn  man  nur  die 
Faktoren  derjenigen  Reihen,  welche  bei  dieser  Anordnung  etwa 
Fehlen  sollten,  als  gleich  0  setzt.      Auf  diese  Art  bedeuten 


b  der  Ordnung  die  Zahlen 
a  +  rf,     a  +  2d. 


und  beziehungsweise  die  Faktoren  der  Reihei 


und  die  Sunimenfoi 


nel  I.  geht  ii 


-^3-  Ä  —A..  S  - 


"dir,  wenn  man  die  hier  nur  angezeigten  Summen  in  ihre  einzel- 
<■«  Glieder  zerlegt,  und  dann  die  gleichartigen  zusammenzieht,  in 


-(-4,+/),+^3  +  J,+...)---<'l.  +  ^a+'i4  +  .-.)- 


-(.d,  +  -44  +  .-.)-, 


-('!*  +  ■■■)■- 


1 


aller,    Nun  ist  aber  vermüge  II.  in  §.  48.; 

u.  s.  f. 
untch  die  Substitution  dieser  Werthe  ergibt  sich  endlich : 


Die  Aarmimisc/ieii  Rellteii. 


II;""W  =  ^.;  +  M+ /(,) .  j^-_,  +  M  + /l.  +  A) 


')de^  io  Ltiizeret  Form  ausgedrückt; 


111. 


•I' 
ie  WW 


Mao  wird  biebel  wohl  nicht  übersehen,  dase  die  | 
und  III.  keineswegs  eine  unendliche  sei,  sondern  notli 
abbrechen  müsse,  sobald  alle  wirklich  vorbandeneo  Faktor 
der  einielnen  Reihen  in  die  Formel  eintreten ,  weil  von  dort  < 
wegen  der  Bedingnngsgleichung  II.  des  §.  tö.  alle  fernerea  filr 
der  in  II.  oder  III.  gleich  0  werden.  Setzt  man  in  den  Formel 
I..  II.,  III.  a  =  I  uni)  </=  I  ,  so  gehen  dieselhei 


IV 


«  =  .^.(+(^f^,J.i+(J+^,^-^aJ.i+(d+^^+.^,- 


Vl.   x^S 


J  +  ^i+/la+...  +  /l„-l 


I 


Aber,  und  man  sieht  leicht,  dass  di»ie  Ausdrücke  zur  AniSlidmi 
der  Summe  in  dem  Falle  des  ^.  71.  gehraucht  werden  kSiiUi 
und  daher  eben  ttiejenigen  «rnd,  auT  welche  dort  hingedeutet  wuri< 

Uehrigens  darf  man  die  besondere  Bedeutung  nicht  ans« 
Acht  lattton,  welrlie  Im  Vorhergehenden  den  Paktoren  Ai.A. 
A^,  /l«, ...  bM  Ableitung  derFormetn  n.  und  III.  beigelegt««! 
den  i-l,  welch«  daher  auch  in  V.  und  VI.  gillig  bleibt,  in  L  oa 
IV.  binjjeKen  keineHw«!;»  die  nämliche  ist.  "^I 


8.  ™.  " 

Olv  FüMHoln  des  j.  ??■  gestatten  eine  Ausdehnung  ihres  G' 
%gMKkWi  tll»  idehl  unerwähnt  bleiben  darf.  E«  ist  nämlich  m^ 
llkk.  4hM  duToh  4i9Mlben  suiveücn  sogar  Reihen  algebraifc 
«la^K  wortleii  hOnn^n,  bei  welchen  die  dort  auTgestellten  Vv 
uMT^rn"'  iilK<>ntliii)i  gar  nicht  eintreffen.  Diess  ist  dona  d< 
i^^Mtbatd  dw  utniclneii  Keihen,  aus  welchen  die  zu  summireiK 
it^kj.  Q.  hatvorgchun  soll,  wenn  sie  alle  zusammen  b< 
1  ijfcifrn  lanbTi   >*vHr  deu  in  ^  77.  voi-MSgcsetnlet 


liie  harmoaisclien  Reilieii.  443 


iilclit  entspreche»,  hipgegen  sich  in  zwei  oder  ni  eh  rcreGruppen 
abtheilen  lassen,  bei  deren  jeder  ISr  sich  allein  gtnomme 
jene  Bedingungen  vorhanden  sind,  vrns  sehr  ifohl  geschehen  kam 
In  einem  solchen  falle  lässt  sich  offenbar  die  Summe  jeder  eii 
xeluen  eolcheii  (iruppe  nach  §.  77.  algebraisch  ansgedräckt  be- 
etiinnien,  und  da  die  au  suinmirende  Reihs  aufi  Att  Vereinigang 
alter  dieser  Gruppen  entsteht,  wird  durch  die  Additiou  aller  Sum- 
men dieser  Gruppen  zugleich  die  gesuchte  Summe  algebraisch 
ttu^edrückt  gefunden.  Ein  »ehr  einfaches  Iteispiel  dieser  Art 
Vietet  die  Reibe  dar,  deren  allgemeines  Glied 

24n+7 


1 


(3n-2)(3n  +  l)(4«  +  l)(4w  +  Ö} 
Oller,  in  Partialbruche  zerlegt,  1 

II  U  II  II 

3k— 2      3n+I       4w+W4n+5 

Ut  Hier  sieht  man  auf  der  Steile,  dass  die  Voran!<setzungen 
4es  5.77.  nicht  eintreffen,  sobald  alle  4  Reihe»  im  Zuaammen- 
hnif;e  genommen  weiden,  weil  die  vier  Faktoren 

keisetnegs  so  beschaffen  sind ,  dass  ihre  Unlerschie 
giugig  ganze  Zahlen  sind.  Betrachtet  man  hingegen  die  aus  I 
d«  beiden  ersten,  und  auch  die  aus  den  beiden  le 
Puüiilbrücben  hervorgebenden  Reihen  abgesondert  von  ein- 
>  ist  klar,  dass  sowohl  bei  der  ersten,  als  auch  bei  der 
iweitcii  Gruppe  die  Bedingungen  des  §.  77.  vorhanden  sind.  Wirk- 
lidl  findet  man  auch  nach  der  Formel  I.  des  §,  77.  die  Suiuoie 
fe'  ersteo  Gruppe  ^ 

n-,f3  =  ri' 


gelegten  nnendlicben  Reihe 


bieüCs  Beispiel  zeigt  zugleidi,  dass  auf  solche  Art  zuwei- 
len auch  Reihen  algebraisch  summirt  werden  können,  deren  ein- 
zelne Differenzen  nicht  dnrcl^ängig  einander  gleich  eind. 


*e  Summe 

d«r 

streite 

Gruppe 

4     .i             A 

-ri-5*  =  -5 

MeH  wird 

die 

Summe 

der  vorgeleg 
3        4        1 

Die  harmontsehen  SeiAen. 


§.  79. 

Dnter  den  Formeln  des  §.  77.  ist  als  ein  besondstM 
ein  bereits  seit  langer  Zeit  bekannter  Ausdruck  enthalten,  der 
eben  desshalb  und  auch  seiner  Zierlicbheit  wegen  augefChtt  n 
werden  verdient. 

Nimmt  man  in  5.77,  an,  die    Werthe   der  Faktoren    J,4. 

A^,  Ai seien   nach    der  Ordnung  die   Glieder  der    vennSge 

der  biDomiscben  Reibe  entwickelten    Potenz  (1 — 1)"*,    wo  m  eise 
beliebige  additive  ganze  Zahl  bedeuten  mag,  nämlich; 


^=1,     A,  =  - 


^.=' 


1.2      ' 


m(n>-l)(m-^ 


BO  folgt  hieraus  zuerst: 

A  +  Ai  +  A^+A3+.. 

Ferner  erhält  man: 

^+^,=    1-^: 

A  +  AifAt  = 


Betrachtet  man  nun  die  Reihe 


m(»i-l)(m- 
1.2.3 


ao  erkennt  man  leicht,  dass  bei  ihr  sowohl  die  Summe  der  f»' 
toren  aller  einzelnen  Reihen  gleich  0  ist,  als  aucb  alle  .^nfsng^ 
sahlen  der  Reihen  einander  in  Uezug  auf  den  Modul  d  kongruw' 
»iud,  und  demnach  die  Voraussetzungen,  aus  welchen  in  §.  77. dl* 
algcbraiBcbe  Summirbarkeit  abgeleitet  wurde,  wirklich  eintreS» ' 


Das 


Mnar:    Die  HarmoaiscAen  RelAen.  44.'i 

id  diess  Ul,  wie  man  aua  der  Differenzenrechnang  iveisEi,  wenn 
als  veränderlich  und  da  =  d  angenommeD  wird,  nichts  anderes. 


i-i)-H^r^)' 


(- 

ider,  wie  obnebin  bekannt, 

__^ M>!rf"  

{fl+C«-l)rf)(a+«*0(«+(n+l)rf)-(t+(n  +  m-l)rf)" 

UeHtialb  kann  die  Summe  der  obigen  Reihe  auch  durch 

dugralellt  werden. 

AU  Summe  derselben  Reihe  erhalt  man  durch  die  Formel  il. 
des  {.  77.  den  Aasdruck : 

■        1       (»"-1)       1      ,{m-l)(m-2)         1 
a  I      *tt+rf+  1.2         'a  +  2d 

(m~inm-11)(m-Z)    _J_  . 
l.'2.3  "a  +  3rf  + 


"«  ebenso  viel  ist  als 


(—1)"'-' .  ^- 


'©■ 


(m— I)!rf'"-^ 
a{a  +  d){a-Hd)....(a  +  im-l)dy 

Durch  die  Gleichselzung  dieses  und  des  vorbergebendea  Werthe« 
W  Summe,  und  indem  man  zugleitb  beiderseits  durch  mld'"  di 
^dirl,  ergibt  sich  die  bekannte  merkwürdige  Summirunft 


I. 


I 


*'{a+(K-l)d)(a+nrf)(a+(n+l>rf)....(a+{n+m-I)rf) 

_  J J 

—  md'  a(a  +  d){a  +  2d)....ia  +  (m~l)d)- 

Das  nämliche  Resultat  hätte  wohl  auch  auf  kürzere  Weiae 
innittelbaT  aus  f.  19.  abgeleitet  werden  können ;  hier  wurde  jedoch 
m  eingeschlagenen,  obgleich  etwas  umständlicberen  Wege  der 
orzag  gegeben,  weil  dabei  zugleich  nachgewiesen  werden  sollte, 
BS  diese  letzte  Formel  keineswegs  eine  selbständige,  von 
r    ««hergehenden    verschiedene,     algebraische    Sumrairung 


Die  liarmmilar/ien  fle/'Acn. 


I  besonderer   Fall  der  u 


§.80. 

Um  zu  Terhülen,  dass  die  Summirang;  des  §.77, 
in  ihrer  Anwendung  keine  grüssere  Beschränkung  erleide,  alsoii' 
umfänglich  nothwendig  tat,  wird  die  Bemerkung  von  einigen 
Nntien  sein,  dass  dort  keineswegs  vorausgesetzt  wurde,  die  An- 
fan^siahlen  a,  n,  ,  o^,  "j,.. .  aller  einzelnen  Reihen  seiea  darct* 
gSngif;  ganze  oder  auch  etwa  rationale  Zahlen,  sondern  nur,  Ais* 
alle  diese  Zahlen  einander  in  Bezug  auf  den  Modul  d  kongrueiir 
seien,  d.  h.  dass  die  Unterschiede  je  zweier  aas  Ihnen  durch '/ 
getheill  g»nze  Quotienten  geben,  oder  mit  Rücksicht  auf  den 
«weiten  in  §.77.  ciilhaltene»  Ausdruck  des  Uesetzes.  dasa  file 
Untersehiede  jeder  Eweiaurdie  Form  n-f-o  gebrachter  Faktoten  des 
Nenners  ganze  von  0  verschiedene  Zahlen  seien.  Aus  die- 
sen Annahmen,  in  Verbindung  mit  der  allgemeinen  Bedingiiii|>- 
gleichung  des  $.  48.,  wurde  dort  die  algebraische  Sunimirbarkell 
der  Reihe  als  eine  nothwendtge  Folge  abgeleitet.  I.>ei«sbalb  luun 
sich  die  Formeln  des  §.77.  zuweilen  auch  auf  Reiher  anwenden, 
liei  welchen  die  vorhenannten  Zahlen  keine  ganzen  oder  rati*' 
naien,  sondern  irrationale  oder  mit  Berücksichtigung  ilnisNli 
was  in  S.70.  angeführt  wurde,  selbst  transzendente  Wertet 
besitzen,  wenn  sie  nur  den  AnsgeEprochenen  Bedingungen  Genii^ 
leisten. 

Ein  Paar    leichter    Beispiele  v 
machen. 

Bei  der  unendlichen  Reihe,  d< 
I  

('J«  +  vi-  DO"  +  v«+S)  ~  ^ 

'  )at.  ergibt  sich 


das  tiesagte  ganz  deutllcb 
allgemeines  Glied     j^^^H 

^_        IM 


n  =  \/2+I,      ",  =  V2  +  S, 

Ungeachtet  aber  auf  »lolcfae    Art   a    und    a,  irrationale  Zahlte 
sind,  kann  die  Reihe  dennoch  nach  §.  77.  summirt  werden,  weü 

oi—fl       Vi  +  5  — V2— 1      „ 


«Im  ganao  Zahl  ist,  und  auch  der  BedinfungsgteicfauDg  d«B  §^ 
viiUptuvben  ist.  Wirklich  findet  maa  die  Summe  dieser  ReiM' 
tlvivh  «Ue  Form«!  I.  des  f  77. ; 


I  erhält  man  ffir 
Ugenieines  Glied 

1  i  1 

i  1 24  H  12 

()ti  dgrch  die  Formel  I.  des  §.77.  den  Ausdruck: 
I       ^         1       ^ 3B+7 

Beide  dipse  .Sumniirungen  kiiniien  im  Sinne  des  §.  70.  bIb 
sleebraische  aiii^eseheTi  werden,  obgleich  di»  gel'uudenen  Aus- 
IjUj&figenllich  irrational  nder  tr  an»<2end  enl  sind. 

Weiln  man  die  in  §■  77>  voraus<re8elzlen  Bedingungen  xur 
H«rb«{tjbrting  der  algebraischen  Summirbarkett  einer  Reibe  mit  den 
6<£ii{|ingsgleicbuogen,  weluhe  in  den  g$.  71—76.  zu  dem  nämlichen 
ZveAt  aul'f^efunden  nurden,  vergleichen  «III,  darf  der  nesentlicbe 
{Jnitand  nicht  übersehen  nerden,  du«e  die  letzteren,  nie  man 
au  iftrer  Uerleitung  enlnioimt,  aussch  liessen  de,  d.h.  solche 
>ind,  deren  l^rrüllnng  nicht  nur  die  algebraische  Sumnurbark«! 
Iir  Reibe  als  notliwendige  Folge  nach  sich  zieht,  .sondern 
leren  Nichterfiillnng  Eugleich  die  gedachte  Art  der  Summirung 
j^tlidi  ausschliesst.  Üie  gleiche  ausecblieBsende  Eigen- 
iefcart  kommt  jedoch  den  Bedingungen  dee  f.  77.  nicht  zu,  indem 
llrt  nnr  erwiesen  wurde,  dass  unter  den  augenoramenen  Voraus- 
tHiunften  die  algebraische  8ummirbarlceiC  der  Keibe  geiriss  lor- 
mden  sei,  ohne  aber  durch  das  Nichleiu  treffen  jener  Voraus- 
lelzangen  die  bezeichnete  Suuimirung  in  allen  Fällen  auszuschlieii- 
«D.  Hieraus  ergibt  sich,  datis  jederzeit,  sobald  die  SuDioirrnng 
Mh  §.77.  oder  auch  §.78.  auf  solche  Reihen  angewendet  mrd, 
Km  Anfangszahlen  und  Differenzen  ganate  Werthe  besitzen, 
ttkwBadig  auch  den  entsprechenden  Bedingungsgleichungeo,  wie 
I«  in  den  §§.  71—76.  für  die  Jileinereu  Differeuzen  wirkticb  au^ 
«teilt  worden  sind,  aber  auch  Tür  alle  grüsaeren  Uifferenzen  auf 
Itisbo  Weise  Bufgestellt  iverden  künnten.  Geniige  geleistet  sein 
Itee,  nicht  aber  auch  umgekehrt,  wenn  den  zuletzt  bezeichneten 
»iebangen  Genüge  geschieht,  auch  die  Summirung  nach  §.  77. 
ir  j-78-  vollzogen    werden  künne. 


J 


1 
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Von  der  Richtigkeit  der  ersten  dieser  beiden  Behaapta 
kann  maa  sicli  durcli  die  nähere  Betrachtung  der  deni  $.77. 
Grunde  liegenden  Voraus-setzuiigen  leicht  überzeugten-  Dent 
dort  aur^estellte  Annahme,  dass  alle  Anfangszahlen  der  ^nic 
Reihen  einander  in  Bezucr  auf  den  Modul  d  kongruent  seien, 
(lentet  nichts  anderes,  als  dass  alle  jene  Zahlen  durch  d  gel 
einerlei  Best  gehen  und  daher,  wenn  dieser  Rest  mit  r  bezeici 
wird,  sämmtliche  Faktoren  der  gegebenen  Reihen  zu  det  in  j 
durch  Ft  dargestellten  Summe  gehüren,  tvelche  dann  n-egen 
Konvergenz  der  Reihe  nolhnendig  gleich  0  sein  muss.  Man 
demnach  Fr:=0,  und  da  ausser  diesen  keine  anderen  Faktti 
vorhanden  sind,  werden  auch  alle  anderen  Faktorcnsui» 
zeln    genommen  gleich  0  sein,  d.h.  es  ist 


=  f,  =  F.  =..,=  F,  =  ...  =  Fä-i 


cnsUBUMM 

dun^H 


Der  in  §.  78.  erklärte  Fall  einer  erweiterten  Anwendunf^ 
mein  des  §.77.  unterscheidet  sich  von  dem  vorhergeheadeiH 
dadurch,  dass  dabei  nicht  nur  eine  einzige,  snnderii  znaini 
mehrere  Faktoronsummen  mit  verschiedenen  Restn  li 
kommen,  die  aber  ebenfalls  alle  einzeln  genommen  gleidlMx 
Demnach  lassen  sich  die  in  den  g§.  77.  und  78.  angenonooC 
Voraussetzungen  in  allen  Fällen  durch  die  eben  aufgestelitnfill 
cbungen  ausdrücken. 

Nun  sind  die  in  den  §§.71—76.  gefundenen  Bedingung 
cbungen  ebenso  tvie  diejenigen,  tvelche  für  grössere  Oiffneitl 
auf  gleiche  Art  sich  linden  lassen,  von  solcher  BeschaffeiAa 
dass  darin  kein  Glied  vorkommen  kann,  welches  nicblein^ 
verschiedenen  Faklorensummen  zum  Faktor  hat,  woraus  foigt,^ 
diesen  Gleichungen  jederzeit  geniss  Genüge  geleiattt  lA 
sobald  alle  Faktorensnmmen  einzeln  genommen  gleich  0  ri| 
ohne  jedoch  den  Fall  auszuschliessen,  ob  ihnen  lit«1 
vielleicht  noch  durch  andere  Werthe  der  Fakt«r«| 
summen  ebenfalls  entsprochen  werden  könite.  Betiadf 
man  insbesondere  die  Bedingungsgleichun^^en,  welche  In  f{ 
§§.71.,  7-2.  und  73.  für  die  Differenzen  1,  2,' 3  aufgestellt  «(dl 
sind,  so  siebt  man,  dass  sie  genau  die  nämlichen  sind,  vitjj 
so  eben  für  die  Anwendung  der  §§.  77.  und  78.  ausgedrückt  fl 
den,  ttnd  da  die  ersteren,  wie  schon  früher  bemerkt,  ausschlitl 
sende  sind,  so  folgt  hieraus  der  Satz,  dass  es  für  die  fftfd 
renzen  1,  2  und  3  keine  anderen  algebraisch  sanifti 
baren,  nach  §.47.  entspringenden.  Reiben  gebe.ft\*ri 
diejenigen,  deren  Summen  aueh  nach  §.  77.  iiDiji 
sich  linden  lassen. 


1 

I 
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Die  in  §.  74.  für  ti  =  4  gefunden«!!  Bedingungsgleichungen 
r  die  algebraische  Summirijarlieit  der  Keihen  sind,  ivie  schon 
M  Anblick  xeigt,  nicht  mehr  identisch  mit  den  hier  für  die  An- 
endting  der  §§.77.  und  7S.  aurgestellten;  jenen  wird  zwar  stets 
enüge  geleislct,  soliald  alle  einzelnen  Faklorensuniinen  gleich  0 
Inj,  hingegen  kann  ihnen  auch  noch  durch  andere  Werthe  der 
'iktoren  summen  enttsprochen  »erden,  wie  eben  das  in  §.  74.  berech- 
tt(  einfache  Beispiel  beirei^t.  Für  d  =  i  gibt  es  daher  auch 
.Bdere  algebraisch  summirbare  Reihen,  deren  Sum- 
teil  ans  §.77.  und  §.78.  nicht  abgeleitet  werden  kilnnen. 

Zd  dem  gleichen  Schlüsse  gelangt  man  offenbar  auch  durch  die 
Vsigleichung  der  in  §.  75.  und  §.  76.  angegebenen  Bedingungs- 
l^ichungen  Tür  </  =  5  und  f/  =  6  mit  den  hier  zur  Anwendung  der 
Soramirungsmelhiide  des  §.  77.  und  §.  78.  aufgestelllen  in  erhüh- 
to  Haasse ,  und  es  wird  wohl  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  ^^^ 
llei  aDeD  grosseren    Differenzen    um   $a   mehr    der  nüinliche   Fall       ^^H 

■ 

muss  eine  tnehtige  Eigenschaft  iiauhgeiviesen  werden,      ^^H 
wektie  allen  jenen  Reiheti   zukoninil,    deren   Summen  nach  §.77.       ^^^| 
"ilerf, 78.  gefunden  werden  können,  ohne   dass  sie  jedoch  auch       ^^^| 
*i'  (Udere   algebraisch  summirbare  Reihen    im  Allgemeinen   sich         ^^^ 
iflS^oeii  lässt.     Wie  liekannt  ist  man  im  Staudi^.  aus  der  Summe 
WieriiDendlichen  Reihe  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl 
ffftr^r  ersten    (Glieder   dadurcli    herzuleiten,  iiiileni   man  von  ihr 
ÄSunme  derselben  unendlicben  Reihe,  jedoch  von  ihrem  (n-|-l)ten 
OUede  angefangen   berechnet,    abzieht.      Dieses    Verfahren   lässt 
|A  aehr   leicht  auf  diejenigen    unendlichen    Reihen    anwenden, 
t^(4iB  nach  §,  77.  und  §.  78.  summirt    werden  können.     Denn  die 
Wdeit  Sunimenformeln    1.   und  II.  des  §.  77.  ^ind   co   liescbaffen, 
^  luitteUt  derselben   die  gesuchte  .Summe   durch   einige  erste 
weder  der   harmnnischen    Reihe   S   aasgedrflckt  gefunden   wird. 

Bti  einer  jeden  bamionischen  Reihe  aber  wird  aus  dem  ersten 
{Riede  das  (/i  +  l)te  nnd  überhaupt  aus  jedem  Glieds  dus  nte 
nrauf  folgende  erhalten,  wenn  man  anstatt  a  durchgängig 
f^tiid  und  ebenso  anstatt  a, ,  Oa,  oj,...  überall  a,-|-nfZ,  a^-X^nd, 
IlTni2,...  setzt.  Bemerkt  man  hiezu  noch,  dass  durch  diese 
lÄstitntionen  weder  die  Werthe  der  Fakturen  A,  J,,  A^,  A^,..., 
koch  auch  jene  der  im  §.77.  mit  tu,  m, ,  m^T  Wg,...  bezeichneten 
Glhlen  eine  Veränderung  erleiden,  so  ist  sogleich  klar,  dass  aus 
TLeU  XLI.  30 
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jedem  der  swe'i  AusdrücLe  I.  uod  II.  des  §.  77.  die  Saiu 
selben  uneodfichen  Reibe,  jedoch  von  ihrem  (m-fl)teD  C 
gefangen  berechnet,  sotvohl  durch  die  Formel 


als  auch  durch 

gefunden  werde.  Durch  dje  beziehungsweise  Sublraklion  dietwt 
beiden  von  den  Formeln  I.  und  II.  des  §.  77.  ergeben  sich  dem- 
nach für  die  Sanime  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  die 
beiden  Ausdrucke 


\a4^<ii(1il      a|d/  \a-Hidtil     a  |  d/  \irfail  |  d     •■ 


<;-JTS2)+<''+4)(i-M^) 


a  +  (n  +  i)dj 
if  die  etwas  kürzere  Farm 


bringen  Ifisst. 

Wie  in  §.  77.  darf  auch   hier  nicht  übersehen    «rerdeff','^ 
41«  Buchstabeu  A,  A„  A»  As,...  in  ).  und  in  II.  aod  III.  Nich 
elB«tl«i  Bedeutung  haben.     Während  sie  nänlicfa  in  I.  oachdc 
OvJnaug  die  Faktoren  der  gegebenen  Reihen   5  ,   S  .   S  ,  S  ,. 

■Id    d,|d    «,ld  a,M 
^oaelchafla,  drücken  sie  in  II.  und  III.  die  Faktoren  der  Reibe 
^  .     >I^     .     <$     .     S     ,...  aus.    wesshalb  in  diesen  letxten  F# 
«<i    »M:-!    ■+>ii|<i    a+3d,d 

•imIu  di«  Faktoren  derjenigen  Reihen  gleich  0  a  _ 
vImi  ihOm««!,  welche  eina  nicht  vorkommen  sollten. 


angetMnoMB  Ml 
len.  ^J 


R!r ,  B 
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-'Um  z.  B.  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  von  der  In  §.  77. 
nvcbiieten  unendlieheii  Reihe  zu  Gnden,  ergibt  dieselbe  mch 
■^^jogleich 

Fflia 


ltri\I+3ii]S       l|J/         ^/U\t+3»|3        113/ 


__  9n'H-24T.  + 13  29(6n  +  23) 

»äO      135{3n+l)(3n+4)(3n+7)      270(3n  +  10)(3»  +  I3)' 


Bei  jenen  Reihen,  welche  nicht  unralltelbar  nach  5.77.,  son- 
ern  nur  nach  §.78.  summirt  werden  küimeo,  braucht  man  nffen- 
ttr  nur  daa  eben  gelehrte  Verfahren  auf  jede  einzelne  nach  der 
«rligen  Vorschrift  sich  erfjebende  Gruppe  von  Reihen  anzun-en- 
IBD,  um  auch  in  einem  solchen  Falle  die  Summe  der  ersten  n 
Slieder  der  gegebenen  Reihe  durch  einen  gescbloüsenen  algebrai- 
eben  Ausdruck  dargestellt  zu  erhalten. 

Die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der  in  §.  78.  beispielsweise 
«»gelegten  Reihe  ündet  man  auf  diese  Weise  durch  wiederholte 
.nneudmig  der  Formel  I. 


\,l+3nl3      113/        II\5+ta|4      W 


I  I 

I  5       (3n+l)(4n+5)' 

I  Ferner  wird  es  kaum  der  Erwähnung  bedürfen,  dass  die  in  $.80. 
MDUchte  Bemerkung  über  die  Ausdehnung,  welche  den  Forraelu 
|e«  {.77.  in  der  Anwendung  auf  irrationale  und  transzen- 
Icdle  Werthe  der  Anfangszablen  zuweilen  gegeben  werden  kann, 
itn  auch  bei  der  gezt^igten  Sunimirung  einer  endlichen  Anzahl 
l«r  «rslen  Glieder  jener  Reihen  ohne  Weiteres  ihre  Giltigkeil 
«balle.  So  findet  man  für  die  Sunimen  der  ersten  n  Glieder 
bD  den  beiden  in  §.  80.  als  Beispiele  angefiihrten  Reihen  die 
ijasilrlicke 
X      %    -L         «       _3v2-'2  ÜH+V2+2 

Hünia  14  2(2n+V2+l)('2ii+V2+3) 


8    Vn+'i"      iH-i+«b|s/        iaVi7£+l|a      a+i+Mia/ 

(  3n+7 tiH+3n+7  

'ia(«  +  l)(n43Kw+6)        l2(2n+«+l)(2nf:n+3)(2«  +  «+5)' 


h 


all e Ar:  Safe  »iir  le  chaiigcm.  des  vnrinW.  ilans  lesiniegr,  mulUpl.i^S 


le  changement   dea    yariitbles    dans   les  inte- 
grales multiiiles. 

Far 
Monsieur  Dr.  G.  F.  FT.  Baehr 

ä   Groningue. 


^tit  que  la  subalitution   de   nouveiles    variables  daiis    lee 

1   multiples   a  et6  appliquee   le  prcmier    par   Euler  aux 

I   doubles,    et   qu'apres    lui  Lagrunge  l'a   elendue  aux 

I  triples.     La  symetrie  de  la  forniule  pour  ces  deux  cas 

l^ment  prevoir  ce   que  celle-ci  devient  pour  un   nombre 

|pe  de  variables;    mais  il  semble  que  les  d^DionstratiuriE 

I  general  laisseot  encore  k    desirer  quant  ä  TevideDce 

i  du  raisoonemcnt.     On  n'y  foÜ  pas  commeut  les  liini- 

lAuvelles    variables  dependent  de  Celles   des   ancieouea, 

i  |e  eigue  du  produit  des  differentielles  daiis  l'int^grale 

I  reste  indetermin^.     Au  coutraire,    ea  s'appuyant  sur 

qiri^t^,   qu'en  g«n<iral  on  peut  decomposer  une  integrale 

b«n  UD  certain  nombre  dliitej^rales  serablables,    ou  l'ordre 

Etrations   est   cbange  arbllrairemeiit,    on  est  coaduit  k  la 

^ginirale  de  ti-aDsfuruialion  d'uiie  maniere  directe  et  natu- 

ni  d^termine  en  meine  temps  ce  sigue  et  ces  limites. 

Mut  de  montrer  cela,   il  ne  sera  pent-€tre  pas  sans  interäl 
ler  pour  la  transforination  des  integrales  simples   une  de- 
llioii  geometrique.  qu'oti  ne  trouve  pas  dans  les  Iraites  sur 
integral. 


Soit  decrit  daus  langle  droit  I'OA  (tab.  IV.  Gg.  1.) 
|ae  rectangle  ABCD,  et  dans  1' angle  adjacent  XOZ,  sur 
I  base,  le  trapeze  ABEF,  doiit  les  ctAäs  AF  kX  BE  soot 
Si  Ton   construit  ""   troisieme  ttapeze,   en  menaut 
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CH,  DG,  FP,  EM  paralleles  ä  la  base  AB,   puis  HK^ 
paralleles  ä  l"hypothenuee  FE  et  faisant  PQ=OJ.    JtfWj 
ce  troisienie  trapeze  MPQN  sera  ^al  au  prem'ier  ABCD^ 
En  effet,  les  ttiangles  eetnbtables  OGJ ,  OHK  et  ELF  ^ 
OG.OJ=  0B:OK=.EL:FL 
i:'est-ä-dire 

AD:PQ  =  BCiiaiS  =  l^P:AB, 


AD  +  ßC:PQ  +  iaN=MP.AB. 


dODC 


(AD+  BC)XAB  =  iPQ^MN)  X  JHP, 

ce  qui  prouve  r^|;ali(^  des  deux  aires  ABCD  et  JUPNQ. 

Si  l'on  prend  CD  parallele  ä  AB,   QN  sera  parallele  1 
e(  alors  on  aura  de  mäme  rectangle  ACss  rectangle  Ptfim 

General  erneut  on  peut  repröeenter  l'intägrale 


=/'■  '•<^ 


par  nne  alre  plane  ABQP  (tab.  iV.  ng.2.)  cDinprise  ' 
des  abscisses,  nne  courbe  PQ  ou  ^  =  F(x)i  et  les  ordon 
trämes  AP  et  BQ,   correepnndantes  aux    abRcisses    OJs 
OB=:xn.    Elle  est  alors  la  limite  de  la  somme  des  rK 
inscrils  teln  que  abcd,  quand  le  iiombre  de  ces  rectanglea  aM 
ä  l'inßni.     Si  par  les  poliils  e  et  f,  on  les  ordoniiäes  pTo| 
da  et  cb  coupent  une  courbe  quelconque  PQ",  trac«Je  dans  J 
XOZ,  un  tuene  des  paralleles  k  OX,  et  du  poiot  t,  oü  lel 
geroent  de  cd  coupe  Taxe  des  y,  une  parallele  i'A  ä  la  c 
de  PQ' ,  puis  km  parallele  h  OZ,  on  l'ormera  une  aaita  i 
niigles  tels  que  ghlm,   qui  respectivement  seront  eganx  i 
angles   abcd.     La  somme  des  rectangles  abcd  etant  ^galejl 
de»  rectangles  ghlm,  ces  deux  eommeg  convergeront  vers  q 
limite,    qui,    pour  la  deruiere  Eomme,    sera  represent^e  [ 
A'B'Q"P"   comprise  entre  certaine  courbe  P"Q',   formte  | 
polnts  /,  Taxe  OZ  et  les  ordonnees  extremes  A'P"  et  C^ 
rMpundantes  aui  abscisses    OAi  =  1^  et  Bi  =  t 

II  est  Evident  qu'A  la  limite,  lorsque  le  rectangle  ghltn  i 
InDtilntent  petit,  t'it  sera  parallele  älatangenle  en  e  älacoml^j 
•t  «I  I  aquation  de  cette  courbe,  par  rapport  aax  axes  OX% 
>Im  (T  fli  d«6  I,  est  :e=s9>(i),  od  aura  alors 


dma  lei  inUgrules  miilUples. 


Er^qualion  de  P'Q"  sera 
=  Oi.  Tang  kiO  =  y<p'(z)  =  F(x)  v\i)  =:  Fi9^)ip'^^) ; 
ot,  si  auK  aires  on  substilue  les  integrales  qu'etles 
(eprägentent ,  et  remarquant  que  pour  avoir  l'aire  A'B'^P'  on 
p«ul  coneidtirer  i  comme  variable  indepeiidante,  Ton  obtient 

y '■  Fix)dx=J'^'  F[<p:)  <p'(z)dx, 


et  l'an  voit  am  la  ßgure  qae  Xq  =  OA'  et  1h  = 
»ni»  par  les  ^quations 

^o  =  v(io).  JE«  =  ?>(»")■ 
Ia  figare  donne  encore  la  denionslration  de  la  formule  ponr  la 
^ifferentation  des  fonctions  de  fonclions.  Quand  on  considiie  i 
camme  variable  primitive,  j/  sera  une-  Tonction  de  fonction  de  z, 
et  m  sera  Taccroissement  de  ^  qui  correspood  ä  raccroissement 
«rbitraire  gA  de  i,  tandis  que  l'on  a 

cn=  ed.  TaDgndc  =  ep.  Tang;)«/.  Taug  ndc, 
l^e  qitf  Jl  la  limite,  lorsque  ep  est  infiniment  petit,  devient 


:  OB'   sont  d^ter- 


,     dy    dx 


d^    da: 
~  dx'  dz' 


Oa  pent  ^tendre  cette  demonstratio  n  g^om^lrique  ä  un  nombre 
)[aetcooqae  de  variables,  en  prenant  successiveraent  (tab.  IV. 
Bg.3.)  Oü,  OV,  OW,  etc.  pour  axes  d«5  u,  e,  w,  etc.,  et  tra^aat 
fäns  les  anglea  droits  ZOÜ,  UOV,  FOTV.efc.  des  courbes  pour 
(l^reseoter  les  fonctions  z:=:ip,(u),  u:=^(v),  i}:=ipg(w),  etc.  Alors 
■  rerra  snr  la  figure  que  l'on  a 

ä    =dF^~.—  .~  ■'^'^^  .^^dw, 
*  dx    dl      du       dv      die 


dy      dy   dx   dz    du   du 
dv>     dx'  dt' du'  dv' dm' 


■id^rons  maiDtenant  en  premier  lieu  l'iategrale  double 


t  iiir  le  cAaiigemcHI  t, 


j=y"'y  *'*'  p{x.y)d^d^. 


et  supposons   qu'on  venille   sabstiluer  aus  variables  x^ 
noavelles  variables  u  et  c,   li^es  aux  prenüires  par  IaJ 

il  faudra  coainiencer  par  introduire  ä  la  place  de  y  une  des 
vellee    variables   v,    et  ä  cet  effet   on  deduil  des    denxj 
HoDnees,  par  l'elimination  de  l'aatre  variable  U, 

de  äort«  qu'en  pasaot,  pour  determiner  lea  limites  det| 

^{x)=ax.v),    <p{x)=zfix.t,). 
et  supposant  que  ces  ^quations  dooiient 

.m  aura  d'abord 


-/■"/"'■ 


F(.<../)f,d'- 


car  pour  chaque  valeur  particuliere  de  x  l'inl^gratioB  I 
ä  V  dotinera  la  indme  valeur  que  Tint^gration  par  rappi' 
l'int^grale  primitive,  de  sorte  qu'en  les  deux  cas  on  , 
t^grer  ensuite  par  rapport  ä  :r  la  ni£ine  fonction  da  i 
m&mas  limites  Xq  et  xr. 

Apr^s  cela  11  reste  eiicore  ä  remplacer  x  par  l'aod 
variable  u,  au  moyen  de  la  premiäre  relation  doonee  i 
maiB  on  ne  voit  pas  d'abord  comment  cela  se  ponrrait  fi 
que  cette  relation  contient  v,  qui  est  la  variable  de  la 
miete  Integration  ä  faire,  de  sorte  qu'ainsi  Ton  est  condail  i< 
ger  auparavant  l'ordre  des  integrations  dans  la  derni^re  forme  i 

LaUsant  de  cöte,  ici  de  m^me  que  dans  ce  qui  snit.  Ics 
oü  la  fonution  k  integrer  devieadrait  infinie  ou  disconteoD«  4 
les  limites  de  l'int^gratioD,  on  peut  supposer  que  chacUDC 
fonctions  '^lix)  et  tpi{x)  croisse  tnujoars  dans  le  meine  seu  < 
les  limites  x^^  et  Xn- 

S'il  en  ätait  autrement,  on  pourrait  partager  rmlenal 
^t^o  k  Xn  en  parties,  pour  chacune  desqnelles  cela   eAt  lieut 


-i 


^Kcet 


üaiis  Ifs  iiilesiiii 


effet  enlre  x^  et  a. 


dx~ 


par  ordre  de  grandeiir  les  t 


dx 


~0, 


qai  seraient  comprises  eotve  ces  limilea,  et  alors  ä  la  place  de 
3  off  aurail  ä  cocsiderer  une  Goinme  d'iritegraleü  semblables,  pour 
thacuiie  desquelles  les  fonctions  i//,  et  if,  satisferaient  a  la  sup- 
posltiun. 

Soit  doric  3;a>ar(,,  et  supposons,  pour  fixer  les  idees,  que 
Bhacane  des  fonctions  ii>,{x)  et  if,{x)  s'accroisse  positivement  de 
yh  k  Xn,  qu'enlre  ces  limites  ou  alt  toujours  %i>,(,x)  <^(p,{x),  et 
fne  Je  plus  -^Xxn)  <^  f>,ixj}.  Alors  ('integrale  J  devra  £tre  ^leii- 
Wne  a  Ions  les  points  dnne  aire  ABCD  (lab.  IV.  fig.  4.),  com- 
CDtre  deux  coorbe»  AB  et  CD,  doiit  les  ^quations  eont 


PSBTxo  el 


=i/',(^).    c  =  V,(^). 


rdonntSes  extremes  a'o/J  et  XhC,  correspondaiites  aux  abs- 
ei il  faut  remarquer  que,    d'apres   les  eupposi- 
»Ons  futes  par  rapport  aux  limites,  c«tte  aire  dolt  ßtre  parcourne 
l^lis  le  sens  des  v  et  des  x  positifK.     Cette  integrale   sera  donc 
K^ale  i  la  soiume  de  trois  iat^grales  semblables,  etendues  respeu- 
livement   aux  aires   ABE,  EBFD  et  BFC,    dans   lesquelles   se 
portage  l'aire  ABCD.     L'integrale  relative  ä  la  partie  ABE  a'oh- 
lioadn  aussl  eit  integrant  d'ubord  par  rapport  ä  x,  depuis  x=:Xft 
tsqv'ä  la  valeur  de  x^aö  en  fonction  de  v,    que  donne  l'equa- 
=^,(^)i  *t  ensuite  par  rapport  ä  p,  depuls  ti  =a-(,,4  ^ij^/a'o) 
a'kti  =  XoE  =  x„B  =  tl'Xx«);    Celle  relative  ä  £ÄF/;,  en  in- 
rant  d'abnrd  pat  rapport  ä  x,   depuis  x=Xo  jusqa'ä  x:=Xn, 
.   ensuite    par   rapport  ä  v,    depuis  v  =^  XgE  =^  tfr ^Xn)    jusqu'ä 
=X„D  =  XnF  —  <p,(.Xo) ;    Celle    relative    ä    DFC,     en    int^granl 
rd  par  rapport  ä  x,  depuis  la  valeur  de  x^cä  en  fonction 
que  donne  l'^quation  v  =  ip,(x),  juaquä  x^x„,  et  ensuite 
r  rapport  ä  c,    depuis   0  =  9/^:0)    juequ'ä,    v  =  xnC  ^  ^li^n)- 
i  ^quatioDs 


=  V,(^). 


~-g,,(x). 


h  qai  revient  au  m^me,  des  equations 

^ix)=fix.v).      q,{x-)  =  f{x.l>}, 


%,(.")'      ^  =  «'"{«). 


45?"  Baehr:    Sole  rur  le  c/ianeemeul  des  pariabieg  \ 


^=:/'-"''  *./♦■■"'  r*.+/'-'-  *./'■ 


i  la  signifieil 
le  poiqyilj 


ou  rordra  des  int^grations  est  ioterverti. 

It  impOTte  de  remarqaer  que  cette  formii]«  sabsiste  tauJDi 
qoelles  que  soient  lea  fonctions  il'.(^)  «t  9i,(x),  ponrva  qne  < 
cune  d'elles  croiase  toujnurs  dans  le  roäme  aens  eotre  les  ümi 
x^  et  Xu-  Sapposons,  par  esemple,  qae  les  courbes  ^,(ii) 
ip,{x)  se  coupent  entre  x^,  et  Xn,  que  la  premüre  s'accrotssef 
dis  que  la  seconde  d^croisse  constamment  entre  ces  limites,  com 
le  repr^sente  la  fig.S.tab.  IV.  Alors,  ayant  ^gard  ä  lasignifisil 
des  liniltes,  on  rerra  que  la  partie  de  J,  depuis  le  [ 
uantre  G  des  conrbes  -41,  et  9,  jusqua  l'ordonn^e  c 
respoodanle  ä  Xn,  est  negative,  de  Sorte  qae  Ton  asmfl 

J  =  integr.  (AGD)-\MgT.(GBC). 

oü  maintenant   les    dem    aires   AGD  et    GBC  doivent  6tK  f 
courues  dans  le  sens  des  x  et  v  positifs;    mais,  dans  1 
cas,  la  Tormule  repr^seDtera 

intögr.  (ÄßE)  —  integr.  {EBFD)  —  integr.  {FD<\ 

oä  les  trois  aires  doiTent   ätre  parconrues    dans  le  sa 
ajoutant  les  deux  demUres,   elles  se  r^duisent  k 

integr.  (ÄBE)  —  iptegr.  (BEDC) 


integr.  (AGD  +  EDGB)  —  integr.  (EDGB  +  BG^ 

ue  qoi  se  reduit  ä  la  valeur  precedente,  parce  que  les  ten 
+  EDGB  et  — EDGB  se  delraiseot.  De  la  meme  maniira 
se  couvaiticra  de  Tideotit^  des  deux  deini^res  formes  ie  J  i» 
d'antres  cas  possibles. 

MsiDtenant  il  est  clair  que  Ton  peut  introduire  a  i  b  ^ 
de  X,  au  nioyen  de  la  relation  x  =  fi(u.v)i  car,  qaoiqn«  ci 
relation  iatrodursse  en  ludme  temps  c,  le  resullat  de  la  prcml 
inlegratioD,   qui  doit  avoir  (ieu  par  rapport  4  u,   sera  Ift  11 


J 


r 


ria/w  les  liitigraUs  miilliples. 


foDction  de  e,   qoe  celle  qae  Ton  aurail  obteone 
rapport  ä  x,  pourvu  que  les  limites  de  u  soient 


it^rant  par 
'en  ablernen! 
dt^duUes  de  Celles  de  x. 

AiDsi,  s\  x  ^fi(u.v),    donne  ii  =  ^,„(x.d),  aux  limites 

dt  1t,  corresponderont  respectivement  les  limites 

^..Ma-v),    ^..,(x„.e),    ^„.(i'r.c.v).    '\tt,„((p„v.t)) 
ie  K,  et  l'oD  auTa 

'  dr.  /  F'du+J  dv.J  '      F'rf« 


«9^ 


B>„. 

ce  que  devient 

1 

^.^= 

=  F(2 

r^df  df. 

«Iwtitution 

9D  y  Bubetitue  /i(«. 
nx.t)z=y^XF{x.n 

).     II   6.1 
devicnnent 

Evident  que  par  cette 
respectivement/,(w.r) 

«  F(/i/^ 

tandis  que  pour 

.avo 

r  ce  que  de 

vi  eilt  -4-  OD 
de 

diffärentie 

l'idcRtil«  /~9  =  AA-f)   BDcceseivemeot  par 
qni  dgntie  les  ^quations 

rapport  ä  «  et  ».    ce 

f  = 

^^f+^r 

t  = 

Ä 

i- 

ioDt  la  secoode  sert  ä  elimlDer 

f.- 

»rle  que  Ion 

oblient 

rfA    df 

indh_ih^ 

da '  dv        du' 

% 

'  d^Bignant  par  x  et  y  les  Tonctiona  d  et  f^  on  aar» 

y  -'■^=>^-S)\du    de      du    du) 

i  que  dans  le  calcul  du  factenr,    qni   multiplie  le  pto- 

r'äudv   des    oouvelles    variables    daiis    l'int^grale  traDsform^e, 

I  Taut  qu'on  prenne  en  consideratioD  par  rapport  ä  la  quelle  de 

;  variables  doive  avoir  lieu  la  preiniere  Integration;    car,  dans 


4tiÜ  Baehr:    Sote  sur  te  changemenl  des  variables 

V*   ce  facteor  change  de  sign«  sl  l'on  ^baoge  eotre-eüe»  lec 
variables  «  et  o. 

II  suit  de  ce  qui  pröcede  que  i*on  obtient  ies  iimites  daof 
l'integrale  transformäe,  si  u  est  la  variable  de  la  premi^re  inte 
gration : 

1®.  en  elimioant  y  et  u  entre  ies  relatioDs  x  =  fi{t*v\ 
y=/t(u.o)  et  r^quatioD  ^  =  ^(ar)  ou  yz=^(x),  ce  qui 
donnera  v  =  ^,(x)  et  o  =  q>,(x) ; 

*2^.  en  ^liminant  entre  Ies  m^mes  öqnations  Ies  ancieDnes 
variables  or  et  y^  ce  qui  donnera  u  ^  i|^m(^/»o*v)  ^ 
u  =  ^,„{(p„v.v);  et 

3^.    en  tirant  tf  =  ^,,,(o.ar)    de  x=:fi(u.v). 

Seit»  pour  prendre  un  ezempie  oü  la  thöorie  s'appliqoe  fici- 
lenient,  l'integrale 

J=/    *  /    *  dydx, 

OÜ  l'oD   voudrait  snbstitner  k  x  et  y    Ies   variables  ti  et  v,  au 
nioyen   des   relations 

ar  =  iiCo6v,    jf^uSinü; 

on  aura  if{x)  =  ^o  ®^  V(^)  =  3f«*    L'^limlnation  de  y  et  «  entre 
ces  deox  relations  et  Tequation  y^yo  ^^  ^==3f>  donne 

r  =  *,(x)  =  ArcTang^,     ©  =  9,(0:)  =  Are  Tang^; 

SP  X 

Celle  de  JT  et  y  entre  Ies   m^mes  equations,  ce  qui  dans  ce  (MS 
particulier  revient  a  eliminer  y  dans  y  =  iiSinr« 

X 

et,  X  =  üCosr,   donne  tc  =^,^(r.a:)=  g^,  tandis  que  l'on  troi« 
V^-i-u;    on  a  donc 


aMbd 


Smv 


F 


dans  les  tnUprules  uiulUples. 
somtne  de  ces  trois  integrales  daane  en  effet 
7  =  (a:B— aroXff»— .Vo). 
Hume  rintägrale  priniUive;  mais  dans  ce  cas  od  pout  aussi  > 
iT  la    (ransformee    par  des    consideratioDs    geom^lriques.      Soit 
■  >  2o   et  yn'^ys,,    alors  {'integrale    primitive  est  ^gale  a  Tai 
»itive  ABCD  (tab.lV.  6g.  6.),   et    les    nouveiles  variables  sont 
s  coordonaees   poiaires  des  points   <1ont  les  aociennes  sonl  les 
»otdonnees  rectangulaires.     Integrer  udu  par  rapport  ä  u,  depui 

=sa-  °      jasqu'ä  «^^— ,    c'est  prendre  les  Elemente  da  plan 

»,  compris  dans  l'angle  BAx,^,  sont  situ^s  sur  un  m^nie  rayon 
ectear  faisant  an  angle  u  avec  Ox^,  et  cette  somme  est  posi- 
VC,  parce  quelle  est  prise  dans  le  sens  oü  ce  rayon  augmente; 

lUgrer  ensuite  le  tesullat  par  rapport  ä  v,  depuis  Tange  =^ 
uqn'i  Tange=  —  ,  c'est-ä-dire,  depnis  v=ÄOxyiBfpi'a.v=BOx, 

'e>t  prendre  la  somme  des  Clements  qui  sont  compris  dans  le 
riaogle  BAE,  mais  cette  somme  sera  negative,  pnisqu'elle  est 
»Tiae  dans  le  sens  oü  c  diminue ;  donc  la  premiere  partie  de  l'in- 
^dpale  tiaosformee  donne  — Aire  AEß.  La  seconde  partie  don> 
Ben  premierement  la  somme  positive  des  Clements  qai,  sur  un 
näte  rayon  vecleur,  sont  compris  enlre  les  ordonnees  correspon- 
ilanles  aax  abscisses  x^  et  Xn,  et  ensuite  la  somme  positive  de 
iscs  ^Idnients  <jut  sont  compris  entre  les  rayons  vecteurü  OB  et 
OB,  c'est- ä-dire  l'aire  ^EBFD.  La  troisteroe  partie  donnera 
premierement  la  somme  positive  des  elements,  qtii,  sur  un  meme 
lyonvecteur,  sont  compris  dans  l'angle  DCF,  et  ensuite  la  somme 
B^live  de  ces  elements,  qui  sont  compris  enlre  les  rayons  vec- 
taid  Of  et  OC,  c'est-ä-dire  — AireFßC.  Ainsi  la  transfor- 
ü^  donnera 

—  aire  a£B+aire  £ßFÖ-aire  FDC, 

9  qul  86  röduit  ä  l'aire  du  rectangle  ABCD. 

Si  Ton  behänge  entre  elles  les  lettres  u  et  e  dans  les  rela- 
kas  qol  lient  le?  nouvelles  variables  aux  aaciennes,  c'est-ä-dire, 
Ton  pose 

ar^pCosa,    y  =  pSinw, 
anra: 

t,  ix)  =  V{ä»  -V  So')  .     <P.  («)  =  V{3^  -f  Sn«) , 


4 


iM'^e.ti)  =  AieSio 


—  So 


t»(9'*o-p) 


=  AfcSin=^, 


Hole  siir  le  nhaugemeni  det  tartables 

*^{ar.e)  =  ATcCoi=-,  et   F,  =  — o. 
«I  la  tiaoarorm^e  sera; 

J=—  \  I  ürfp.  /  du 

VIV+So'l  C..B=il  VlloHs,»)  «01»=^ 

ce  qDi  se  v^rifle  encore  ais^ment  par  des  consideratione  g^nf 
Iriques.    En  effet  (tab.  IV.  fig.  7.).  integrer  par  rapport  ä  «  depi» 

Cos«^—  jasqu'ä  SinM="^,  c'est-ä-dire,  He  u=mO.V jnaqil'B 

u^nO^,  c'est  prendre  la  somme  negative  des  elementa  da  pluii 
qni  soat  compria  dans  langte  EAB  et  situiis  eur  un  inline  «k 
de  cercle  mn,  dont  le  rayoii  est  Oin^c;  integrer  eusuiteMn- 
soKat  par  lapport  k  v,   depuis 

e'est  ^tendre  celte  aomme  k  l'aire  ÄBE,  oä  BE  est  un 
cercle  decrit  du  centre  O;  ainsi  le  premier  terme  enire  lea 
chets  dotiite  —  aire  ABE.  Le  second  lerine  donne  preraieremtPl 
[a  somme  »egalive  de  tous  les  eleraents,  qui  sur  an  ra^me  in 
de  cercle,  sont  compris  entre  lea  ordonneeG  extremes,  corresp*!' 
danles  anx  abscisses  xo  et  ctn,  et  ensuile  la  somroe  negative  d( 
ces  äl^menls  n^gatifs,  parce  que  cette  somme  doit  etre  priae  dau 
an  aens  oü,  sur  la  ligure,  le  rayon  c  diminue,  la  limite  iiifdrienn 
V(7a*-^yo*)  etant  plus  grande  que  la  limite  superieure  V(%M-jr^> 
ainal  te  dcuxi^nie  lernte  donne  -(-^i'^  DFBE,  ou  DF  est  nn  are 
d«  cercle  decrit  du  centre  O.  Le  troisieme  reWeDt  ä  — aire  DfC 
«I  kinai  la  transformee  est 

—  \~  ABE  ^  DFBE- DFC  \ 

J=--\~(Ami^DbBE)+(mBE+bFB)—ibFB-^D6BCi 

\  »t,  i^dttisant, 

J  =  ADb  +  DbBC  =  ÄBCD. 
}|.  dans  la  m^roe  iDtdgraie,  lea  reUtioDe  entre  (es  n 
Im  tDclvnnes  variables  sont 

3-  =  Ott  +  jJ»,    jr  =  o'ii  -f  /S'd  . 


BMW-  I 


' 


dans  tes  Inl^gralea  mulUple». 
Kil^sigiie  le  detenDinant  aß'—tc'ß. 


fd^ons  Riaintenant  rintttgrale  triple 

S  Atre  etendue  &  tous  les  points  de  l'espace  compriB  eotn 

anrlaces  courbes  ABCD  et  EFGH  (tob.  IV.  ßf;.  8.)  au 
^z^K{x.y)  et  i  =  <ä{x.y),  et  terminäe  d'uoe  pari  par  deux  por- 
{Hoas  de  cilindres  HPQG  et  EKSF,  doot  les  equations,  ainsi  qne 
t^e«  de  leurs  intersections  PQ  et  RS  avec  le  plan  des  xy,  soient 
is:^(«)  et  y=g!(^),  et  de  lautre  par  les  plana  x  =  Xa^OJ, 
t  ssxm^^  OK.  Les  differenles  nianieres  dont  on  peut  parcourir 
M  «Space  donneront  lieu  ä  autaut  de  changemeDls  daDS  l'ordre 
pm  bit^gTatiooe. 

On  peut  admetlre  qu'entre  les  limitee  de  Tint^graie  le«  aor- 
be«B  n  et  ü  n'oat  aucun  polnt  pour  lequet  le  plan  tangent  est 
Krallele  au  plan  des  xy,  car,  aoaloguement  ä  ce  qui  a  iU  dit  ponr 
nl^^al«  double,  on  peut  toujouTB  decomposer  J  en  partiee,  qui 
Misfont  ä  cetle  suppositiou.  Supposons  de  ploa  qu'entre  ces 
JBites  «n  ait  toujonrs 


q>(x)  >  V(j:),     a{x.y)  >  «ix-s). 

to  ces  foDctions  augmealent  en  m£nie  teoipe  que  ^el  g,  et  que 
)  plus  des  valears  particuliäres 

Äe  =  v(^„)   et  Jä  =  .)p(Xo), 

i  quo  de 


Bathr:    Kote  tur  le  cftangemenC  lies  variable^ 

CQ=it{x„.^iix»)   et   AB  =  n(xo.g>Xo), 
SB  =  n{a:„.tpx^    et    PN=ä(Xo.'i(>Xo), 

la  seconde  soit  pIuM  grande  que  la  premi^re. 

Apres  ccla,    ei  x  do'it  rester  la  variable  de  la  i 
^ration,  on  coupera  l'eepace  /fF  par  des  plans  paralleles  an  p 
des  yi,  ce  qui  donnera  des  interseciions  comme  la 

BD=  a[x-  ^x),         CE  =  n(_x.ipx). 
BF—äix.'^x).        CG=  ä(a;.<px), 
tandis  qae  les  ^quations  des  coaTbes  DE  et  FG  sont^i 

i  =  K(x.y),    i  =  ö(a^.y). 

oä  X  est  considere«  comm«  nue  constante ;  et  apres  avoir  ilat 
l'intdgrale  ä  l'aire  DEFG,  on  iategrera  le  resallat  par  laffSt 
s,  Ae  Xf,  h  o-fl.  Ici  on  peot  intervertir  l'ordie  des  intjgratii 
par  rapporl  ä  y  et  i,  «t  si  des  ^quatious  des  cootbes  DStLi 


deniWi 
tleles  an  p 

"1 


I  lire 


,  cDmme  il  a  et«  montr^  ponr  les  integrale! 


'-f'-W 


FdS  + 


ni' 


Si  y  dolt  dftvenir  la  variable  de  la  derni^re  iolegration,  ob  pr 
dm  Im  pUnsstoiuts  paTallelee  au  plan  des«;,  ce  qui  lionnera  ew 
des  llitera»ctions  comme  la  üg.  9.  lab.  IV..  mais  ici  nn  an> 
pi«r  trols  CM  )»r  rapporl  an  plan  s^canl;  c'e«l-ii-dilB. 
'  «  dM  ceurbes  PQ  el  RS,  od  y  =  t:>(x),  ys# 
=  ♦.<*).  *=V.(J').  OD  aora 
I».  <!•  jr  =  J/'  =  »(«o)  jn«q«'i  J=*rQ  =  »(»J(| 
.4S  =  >^.  ,IC  =  *.(,!. 

«»•=ö(»,.,),   cc  =  e(»jt.,)i 


ilans  les  inleyrnlas  multiples. 


r 

^B  BD=  n{x^.y),         CE  =  «(j:,.y), 

^m  BF  =  Uo(:co.ff),       CG  =  «(ar-ff); 

^^^  de  ff  =  9(3:0)  *  ff  =  ÄS  =  9(a;«) : 

^H  AB=q),(l,),  .AC  =Xn, 

^H  ßö=  ^(<p,y.fj).      CE  =  ro(a:«.ff), 

^H  BF=aiep,y.ij),     CG  =:  ö(a;..y); 

^^H^  lee  äquatioDS  des  coorbes  DE  et  FG  aonl 
J^^  t  =  n(x.y),     t  =  M(a;.ff), 

Jn?  ^tsnt  l'axe  des  x,  et  ^  etant  conslaiit,  Aidsi,  quand  t  reste 
I  Tariable  de  la  premiere  irit^gration  J  devient  la  samme  de  trois 
lUgrales,   savoir: 

L I  ♦"•'rfj  I  '■'"  ä.  1  °""  Frf.+ 1  ""■'^,  r-  ^  I  •"■•"  Cd. 

^^^)  I  -a  lll'.<l)  Im'^-I     '     \   '0  Im«-!») 

^^B-  +        "  dy\   '     dx\  Vdi-, 

nS,  'l|aand  on  preiid  .x  pour  la  variable  de  la  premiere  integra' 
OH,  cbacune  de  ces  integrales  se  parlage  de  nuuveau  en  trois 
ntres,  et,  si  de:«  ^quatioos  des  courbes  DE  et  PG  on  tire 


*=««(»■'),  ff 

I  a  ätä  monträ  po 

=  ".(*• 

*). 

t^grales 

doa 

,™.i 

ur  leg  in 

bleu. 

•'d, 

1  1   Jf(.fi,y.i,)         '    -   '■■ 

tc 

"  rai+ 

dA 

1  OUo. 

0^- 

""» 

11  ""'■'"  rfz 

»0 

V^+ 

1  OUo-y) 
1  "(i,-») 

H 

;;f^ 

+  1°"" 

1  EU» 

a.(s 

'*i 

1 1  ""■•''  dz  1 

"  Vdx\  1 

-tu,.») 

H 

0,(s, 

Vdxi- 
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Si  i  doit  deveolr  la  variable  de  1a  derni^re  iDlegration, 
prendru  lee  plana  at^cants  (tab.  IV.  fig.  8.)  {laralleles  aa  plaa  des 
et  leurs  intcTsections  avec  l'eepace  limitä  DF  seront: 

l**.  De  i  =  i*D  =  w(a:o-'f^ü)  juaqu'ä  j  =  CQ=  ji(ar«.i| 
des  triangles  laixtiligtie»  APb,  requation  de  la  coarbe  ab  i 
t^n{x.y)  ou  y  =  n,(x.i),  oü  :  est  constant.  Les  coordon 
du  po'mt  b  gnnt  d^termin^es  par  cette  equation  et  l'equalioi 
la  courbe  PQ,  y=Tp(^);  aupposons  que  Ton  en  tire  x=i-if 
alors  on  ^tendra  l'int^i^rale  ä  Taire  donl  APb  esl  la  projec 
en  intägrant  d'abord  par  rapport  ä  y,  de  ^  :=:  niR  =  i^(x)  jnA 
j=  ni(>  =  jt,(a:.i).  e'  ensuUe  par  rapport  ä  x,   de  x  =  x„  jus 

20.  De  t  =  a(x„.iiix„)  juaqu'ä  i  =  Jß=«(ao.9)^o),  de«  < 
drilat^resmiililtgnesPctJQ,  l'equation  de  cd  etant  encore  t=n(j 
au  y=n,(.r.i),  de  Sorte  qu'entre  ces  liniites  de  i,  on  inidg 
premiärffment  par  rapport  a  tf,  de  y  =  ^(:r)  jnsqu'ä  y=%f,i 
puis  par  rapport  ä  x,    de  2:  =  .Tq  jusqu'ä  ;r^;C)i. 

3".  De  x  —  7t(X(,.ipxi,)  jasqua  1=^  BS=  Jt{Xn-'px^,  dies  j 
tafooes  niixlitignes  PReffi,  les  coordoonees  dn  poiot  «  <i 
d^termin^es  par  l'equation  de  ef,  z^nix.y)  ou  if  =  R,(x.i}, 
par  Celle  de  RS,  y:=.if(^x);  si  celles-c'i  donneot  x=:<pjti\,' 
l^gration  pour  ces  aires  se  partagera  en  deux  parties,  de  X= 
jnsqu'ä  x^=tp„{t),  tl  faudra  integrer  de  j:=tfi{^)  jusqn'i  j|=( 
et  de  o^  :=  9ifl,W  jasqu'ä  j-  =  ,rn,  de  y  =  V'W  juaqi'ä  y=i«,(J 

40.  Do  t  =  «(a^,.fl)*«i)  jnsqu'ä  z=PB=<L(,Xf,.-ifx^,  4t»i 
dritatöreB  loixtitigaes  PQSH,  pour  lesquels  od  iol^grera  de||=c^ 
jusqa'ä  g  =  q>{x),   puis   de   x:=x^  jusqu'ä  x=Xn- 

A  partir  de  :  ^  PB,  les  diflerentes  sortes  d'airee  m 
droni  et)  ordr«  ioTerse,  de  sorte  que  les  intersections  sereat 

5".  de  t  =  ö(xo-S'Xo)  jnsqu'Ä  i  =  CO=ö(j,.U'J'0,  iki| 
laj;oD08  abQSB,  les  coordonnees  de  A  etant  d^tenuste 
l'^UAlioi)  de  «&,  t=ü(x.jr)  ou  5  =  0,(7.1)  et  par  ceUs  d«J 
j|si^(;r);  si  c«ltes-d  deodeot  jrz=^^(t),  l'bt^graliai  pan 
•llW  ••  partagen  es  deax  parties,  de  x=:Xo  josqa'ä  x  =  f 
tIbMdra  Irtigrer  de  jr=ö,(x.i)  jasqua  y=n>(*),  et  de  *=f| 
>IM|«'i  *=»,.  d«  >=♦<■»)   i  J  =  9(*). 

tt*.  Da  T  =  ü{j'»^uiJ  j»^««  t  =  £A  =  ü(f^9»^,  dlMj 
M»Hna  edSK,  lequll«»  de  cd  eint  £=:ü<'-y)  ««  g^Sfß 
<tv  «M<«  ^ventre  ces  Itflittes  de  t  aa  iategrexa  frvmiinm^\ 
HIlltMi  i  y.  depais  ,=:ö^*.i)   jas^a  ,=t(*>,    H*  »«,^ 


dans  les  integralts  mulUpUs 
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\  De  t  =  ä(^i>.ip;)7o)  jusqu'ä  xt^FS^zäixn-'px»),  des  tri- 
V'tfS,  les  coordoonees  de  e  M&at  d^termin^es  pat  l'eqna- 
ae  ef,  jf=ü,(x.i),  et  par  celle  de  RS,  y:=tp(x),  si  cel- 
ie8*ct  doDnent  x^:(p^^(i),  riiit^gration  aura  lieu  d'sbord  par  rnpport 
\y,  de  ^=ö,{3:,i)  jusqu'ä  y  =  ip(.x'),  puls  par  rapport  ä  x,  de 

X  =  4)„():)    jusqu'ä    X:=Xn- 

\      Ainsi  «n  aora: 


dl  I 


\\';~"'ä.\ 


Vdg 


+  1  dz\'dx\  Frfff  + 


Fdj, 


"Fdyl 


ore  daDB  ce  resullat  Vordre  des  integrations 
I  reniarquera  dans  tes  Ggureg  8.  et  10.  (ab,  IV., 


!  Pour  changer  en 
Ipar rapport  h  a:  ely,  < 
:  ilne  ron  a 

j' '         Ja  et   Jc=:3t,(xo.i),       Ö'*=i/<(t„»)  =  wXt/>*-*). 
t'e=<p(ri>^)  -  n^f^-i),         Kd  et  Kf=n.lxa.x), 
t  qoe  le  plan  söcaot  coupe  la  surface  tc;  et. 

Ja   et  70  =  0,(^0.1),        b'b  =  '^(tp^)  —  Ö,(ip^.z). 
b'e  =  <p(ip„t-)  =  ä,(,tp„t.i),        Kd  et    Kf=ä,(x^.x), 

snd  le  plan  säcant  coupe  la  surface  ü.  Alors,  si  Ton  sappose 
':^e  lee  differentes  interseclions  sont  ijemblables  ä  Celles  qui  sont 
i'l^Gentees  dana  la  fig.  10.  tab.  IV.,  ce  qui,  comme  on  l'a  tu  pour 
'<  hl  ialägrales  donbles,  dunnera  toujours  la  valeur  des  rnt^gralee 
:;4todaes  ä  ces  aires,    pourvuque  les    ordonn^es  des   courbes  ab, 

B:oniine  celleg  de  PQ  et  RS,    angmenteot  toujours   dans 
sena  entre  les  liuiites  de  x,    on  aura: 


I    r-       ' 

9U 


.  ''Vh 


"1  rj_» 


rii 


9m 


.V    'rii 


fix 


\ 


'  Vdi 


"'Firj 


r'vi.\ 


•IX 


•'V*X  ^  •  *■  J 


3,i.s,.»>  9,(vi 


r 


daits  tea  tMiegrales  muUiplet. 


Supposons  ensuite  que  ilans  la  meme  integrale  triple  on 
niiUe  substiluer  de  nogrelles  variables  u.c.te,  liees  aux  ancieD- 
IS   par  les  relations 

'.  a:  =  ^,(u.c.w),    y=^(«.e.«.).    »  =  ^,(«.b.m.); 

1  de  Celles -ci,   par  letiminatioD  de  u  et  e, 


.  =  F,(..,.»),    *  =  g 


dw. 


t,  qu'ä  la  place  de  t  on  peat  introduire  co,  ce  qui  donnera 

dF. 
J=fdxfdySV{x.y.F^)^dw. 

p  l'oii  deduira  les  limites  de  w  de  celles  donn^es  pour  :,  an  moyen 
I  r^aatioD  i=^Fi{x.y.w).  Uans  celle  integrale  an  inteiTer- 
I  l'ordre  des  int^grntions  par  rapport  ä  ^  et  w,  et  >/  deviendra 
I  la  aotniDe  de  trois  integrales  semblables,  savoir: 

dF, 
J=EfdxSdwfVix.y.F^)^dy, 

Ü  a  la  place  de  y  on  ponrra  introduire  une  des  nouvetles  variables 
t  ea  deduisant  des  relations 


:r  =  /i(tj.ii.wi),     y  =  f^{u. 
I  de  l'autre  variable  m. 


9  =  F,(«, 


«■>.  iy=^<^ 


-.  Efd^fd«f  r(..F..F,) g  .^d,  . 


i'on  d^terniinera  les  limiles  de  v,  au  moyen  de  Celles  tramiw 
tt  g  dans  l'integrale  prec^deiite,  et  de  l'equatioß  y^F^ix.v.v)). 
In  an  changera  dans  celle-ci  l'ordre  des  int^grations  tellement 
,  :r  devienne  la  variable  de  la  premiere  Integration;  alors  ä  la 

^e  de  X  Oll  peut  introduire  la  derniere  nouvelle  variable  u,  an 

■■ü  des  ^qnationH 


=  /lC«.».w), 


da:  =  -ji  du 


lU. 
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doiit  la  preini^re  semra  anssi  ä  döduire  les  limites  de  »  de  cell« 
de  X  dans  la  derniere  transformatioD  de  J.  Finalement  Ton  ob 
tient  aiii«i 

oü  dau»  t\  et  F| ,  ainsi  qae  dans  leurs  coefficients  diflKreotieb,  i 
re»te  encore  a  siilistituer  fx  et  f^  ä  la  place  de  x  et  y, 

Keniarquant  que  des  relations 

i>u  a  tir«  sinx*«<ssivemeot 

il  <M  «videu(  que  la  «ubsUtution  des  trois  premieres  dans  lei 
de«Uk  dfi«ii<»r^Hi^  equatioi»  donoera  des  ideDtites,  savoir 


Jone  ^(/\''V''\>  d^viiHit  yif\*f%'f^)*  D«  ^lus,  OD  p«Bt 
ri^tH^  c<<»  id«iimfeii(»  par  rapport  a  Tiine  quelconqoe  des  lettro 
«>  1^.  w.  iH  aiitst  la  pr^iitwce  d*eUes  donne»  ecrirant  :r,  y,z,  paa 
dtMÜguec  le<»  t'ottccivi»  fift-tz  de  «,  r  et  w, 

im      dx  "  dm  ^  djr  *  if «       ffar  ' 

th       dFx   dx     rfJF\    djf 
Jv^  dx  *  de       dy  *  dv* 

cfa dFx    ^  m£Ei  ^ 

Ä""7Er'Ä''"  rf^    du' 

dF  dF 

dM4i(  kM  «hHix  derttA^fs«  senriroDt  a  äiminer   -7-^  et  -r-^   de 


pt^Mttkk«,   qiii  j^Ww  doBvetm  -^ 


dx    -•    dy 


X.y.2 


tWaimuMWi  i  «^  effirt  par  D     ^'     le  deteminaBt 

M*  P«  V 


^  dx  dx  dr 
i  dm'd^'di^ 

a.r.«^         dm'dr'dtt 

'  d2    dz    dz 
du* dr'  dm* 


dans  ies  int^ffraies  multiples. 
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»seotons  de  la  mdme  inaDiere  Ies  d^termiDants  d'ordre  in* 
qui  peuvent  ^tre  form^s  des  ^l^ments  du  pr^c^dent,    de 


le 


D 

X 
Ui 

>0 

dx  dx 
du  '  dv 

dy  dy 
du'  dv* 

U.V 

dz    dz 
du'm 

dy  dy 
dudv 

u.v 

-Z>^*,  etc., 
U.v* 

etc.. 


$  deux  dernieres  des  trois  äquations  präeädentes  donnent 


d¥\ 
dx 


D 


z.y 
u.v 


D 


y.z 
u.v 


dF, 


D 


t  — 


x.z 
u.v 


D 


x.y 
u.v 


D 


x.y     dy 


u.v 


U.V 


ant  ces  valeurs  dans  la  premiere,  Ton  tronve: 
x.y    dFi      dx       y.z      dy   n^^^.dz    j^x.y 

ß  •  "~i —  =   1 —  •  MJ  •—  "5 —  .  MJ  T  j —  •  ßß  > 

U.v     dw      dw      U.v     du>      u.v  *  wu>       u.v 
d'apres  la  regle  pour  la  formation  des  däterminants,    se 


dFi  _     U.V.W , 
dw  ■"    j^x.y 
u.v 

iant  ensuite  Tidentitä 

fi^F^ifi'V.w),    ou  y=:F^(x.v.w), 

rfF« 
)ort  ä  V  pour  obtenir   -t—,   et  par  rapport  k  u  pour  411 

El 

Ix  ' 


on  a 


dy     dF^   dx     dF^ 
dv      dx    dv        dv 

dy dFg   dx 

du      dx  ' du* 


dF\, 
dv 


D 


x.y 
u.v 


dx 
du 


*T1 


^t§etr 


Im  c 


des  tariables 


^ .   I 


.  'r?Qr«cMMeBC  1«»  roBctioiis  f^^^  ^,  /s-    La  forme  deJ, 
'natfacttn«  ies  liiaües.   o»  ciange  pas,  si  la  premiere  io- 
/nsRKiMtt   .fHC  ^v«ff  j«i  ^wr  rapport  a  v.  mais  le  d^termioant  de- 

itti^ia    1    :^«ftaMe!e  eaire-eil«»  dMX  coloaue»,    et  il  repren* 
*  M^itt;    «-  <4   *.:ir.:i  >«nit  Tonire  des  integrations. 


7. 

l'^iw    e  ..M>  ;£^NM<at&  nvuc^  ieMootrerons  aoparaTaat  qae 

^Mt^  . 't4«|(i'«Mi»  :!MAüpie  v|tt«icoitt|ae  'in  pcoc  chauger  arbitrairenent 

Jiu.-«  ^e«>   iU<i|goüuuti..     A  Je<  eliM  \\  snllini  de  montrer  qoe  loa 

..HM%    u^ffr««Ktir     jctirr»  in  i«tu  inte^ranoi»  successives,  car  alors 

.4  -«|H*U(HM  «te  v.*i^  *.»nM««ii^  Mur  la  meaie  v.iriabie  aiMoera  celle- 

^'t  .1    iifc  :'.'iü^   v4tt«eic^tt«|it«*   iiaii$  l'onire  des  inre«zrati0as.    Soppo* 

Mi^«»  «41M  .r^.   r«»  •■    ^^»  ...^a  soieoc  !es  variable»  des  »tegratioDS 

s^^%*-«««&^«^»^  eft  viti«     oa  ^«Miilte  iacenrertir  r->rdre  des  utegratioDS 

.VA»     tiip(^w«i    s    :»  ei  -Tpri*  tetlemeoc  ^ve  ceile  par  rapport  a  a>|i 

aa«^^  4k«>«r    leu  ,i»jkü(  ct?i{e  par  rappoit  a  Xp.     On  peat  admeltre 

V41M    tk^   -aitf^ra&Mu«^   $ii«.*tr«««ives  jusqaä  ceile  par  npporti^ 

>a»  04«  ;:d[iK'«iKN>«>«  is  :«<>rte  qa'en  posant 


i  tu4«|(c<4Äf)  .1  i»««  la  tsme 


<2x.-«- 


-^ ,.x»' 


*»-»'. '.-l- 


Nh4  i*  ^***  ^al^Hir  particaliere  de  x«  entre  les  limites  conat 
v?^   lo  la  d#«ui4w  iats^ratioo ;   t^i  ane  ralear  particnliere  de  aM| 

.uic    «^  liMiil«^   V»-x(.5j  et  9,_i(|,);    |,_a  une   valeor  paitm 

*s>;  ac,;».  >»  •*»«»^  ^^  \umt^  1/«-«(|..|..i)  et  <p— aß-.&i-i)J-1 

A.  Ä^**   «"♦   ^•^^^^  particnliere   de  Xp+«   eotre  les  nh*^ 


r 


ilam  let  tniegnites  tnnlöjtlea. 


brticnliejreä  que  prennent  ces  limites  poui 
M  des  variables  qut  prricedent;   alors 


les  valenrs  particiili^- 


■  ■kj,\^.Xf\\.X^dx^ 


integrale  double  de  la  m^me  forme  q<ie  celle  consideräe 
,    savoir : 


^1  >,».'f.- 

*da:y  ri.a!.y)d,. 


Hjurae  celle-ci  peuf  ätre  traDeform^e  e 

',".~<i.+"''p+il    .      /"''.■"-■ 


'  ^,y  "'■"-■  *'+'■'''  F.rf^rt, 


,yvv. 


'''pf4--fp+»'»'p+ll 


^  dxpj^^'+^   F,(iEp+i 


Fnrppose  qae  les   ^qvattous  xp  =  ipp  et  aip  =  <pp  ont  donn^ 

[  =  '^p'    et  3:p^i  =  g)p'.     Pour   un    Systeme  quelconque  de  va- 

i  parliculieres  In-I«— i  ••■■  €i>-|-s  la   valeur  que   donne  J"  sera 

ple  Jt  Celle  que  donne  J';    si  doiic  on  determiiiait  J'   et  J"  en 

pDctioas  de  In-ln-i  —  lp+2>    '*'■  obtiendrait  deuK  fonclions,   qui 

r  an  nnnibre  infini  de  vateurs  de  leurs  variables  auraierit  des 

leurs  ecialos,    donc  il   faut  que  ces  fonctioos   soient   identique- 

mt  Egales,  c'üst-ä-dire  reipresaion  analytique  de  J"  sera  aprös 

{^nction  l;t  menie  que  celle  de  J'.     II  est  donc  perniis  d'inter- 

'  dans  J  l'ordre   des  lotegratioDS    par   rapport  ä  Xp  et  Xp^i 

1  fussent  des  constantes  doDo^tes,   patce 

1  int^grant  dans  la  transformee    d'abord  par  rapport  ä  Xp+i 

lensDite  par  rapport  ä  Xp    on  obtiendra  la  m^me  fonction   de 

f,fjrn—i---Xp+i  qae  si  l'on  eüt  integre  dans  ('integrale  primitive 

H>rd  par  rapport  ä  Xp  et  ensuite  par  rapport  ä  a;p-|-i. 

Ecrivant    dans  J*   et  J"  xn.x^^t  ....  ip+s  i  la   place   de 


k. 


I 


i/aiis  let  integrales  mitlUpies. 


19  BVo'iT  dätermin^  les  limites  de  U|  on  changera  l'ordre  des 
tions  par  rapport  k  x^  et  «i  telleinent  que  x^  devienue  la 
'atiabie  de  la  premi^re  Integration,  ce  qu'i  peTDiedra  d'inlroduire 
■t  ä  la  place  de  x^,  eo  d^du'isant  des  n  —  I  dernieres  relatioiis,  par 
l'rilimiaalioii  des  ?i  — 2  nouveiles  variables  i^.u«....  tio,  l'^qualion 

Wsuite  on  transforoiera  de  nouveau  les  integrales,  doot  se  c^oni- 
^se  la  sonirae  d'int^grales  oblenne,  telleroent  que  x^  devUnne 
la  variable  de  la  premiäre  iategration,  pour  la  templacer  par  tig, 
U  moyeu  de  requation 

Xg  =  Fa(ui.U3.Kg.x^....x^, 
dednKe  des  n — 2  dernieres  relations   par  1' Elimination  des  n  — 3 
iHonnlles   variables   u^.u^. ...«„■     Coutinuant   ainei,    apr^e  avoir 
nmptac^,  au  ntoyen  de  l'equation 

Xp  =  Fp(U|.«a  ....Up.itf+l  ....Xn) 

dralle  des  n — p  +  1  dernieres  relations  par  l'^liroiaation  des 
**— ji  nonrelles  variables  Up^i.iip+2----un,  une  variable  äj,  par  ti|i, 
^  chmgeT  l'ordre  des  integrationa  fcllcnieDt  que  la  premiäre  iotä- 
gntlon  doive  avoir  lien  par  rapport  ä  Xp-\-i,  et  rempla^ant  alors 
'•^rii  lur  Upi-i,  on  obtiendra  eoGii,  comme  on  la  vu  pour  riotä- 
6*^^  triple,   pour  J  une  somme  d'intrigralea  semblables,   savoir: 

IJ=:2/rf«,/dKs..../F(Fi.Fa.F,....Fp....F„_i./„) 

dui  'dti^""duj,""dun~i    du»'       ' 

»i  l«B  limites  des   nouvelles  variables  oot  6t6   d^dnltes  successi- 

*«menl  de  celles  des  ancienncB  au  moyen  des  Equations  Xp^Ff. 

II  est  evident  que  Fp  devieadra  /p  si  ä  xp+i.arp^-a  ....xn  i>d  y 

•lAgtituelesrel3tions/'p+i.../'n,  etpar  cons^quent  ^'{F,.Fa...F,...^) 

('(A  Yi  ■■■-/")  ^'  l'on  y  remplacc  les  aDcieones  variables, 
nt  eücore  restöes,  par  leurs  valeurs  eo  fonctions  des  nou- 
Pour  savoir  ce  que  devient  par  cett«  Substitution  le  pro- 
coÜüGcienls  differeutiels  des  fonctlons  Fp,   od  diSerentie 


=  Fp(M,.«a.tt)  ....  Up.Xf^t.Xp-yt.:.Xn), 


4 

MBt  d«s  l'onctions,  el  Ion  obtient  les  n— p+  l  equaiions: 


,  a-p+i  etc.    representent   /"p,  /"p-j-i  etc.,    successivement   par 
^port  aux  variables  indäpendantes  Up.  Up-|-i...Un.  dont  ^Ep^-i . Xp+t-.^» 
i  d«s  fonctions,  el  l'on  obtient  les  n— p+l  equations- 


«laiis  leg  integrales  miUllples 


T„g^„>  eil+SL'.g  (I,,     TmgV  >  a!ij(i!!  (2). 

Jang^< 5 —   {A), , 

iTon  peut  effacer  \A^  qui  est  <^'iA^;    ensuite  oii  ii 


Ting- 


'"^^^-^m.  T.»g'»$2^i*^.g(2)i  fi. 


SDppoae   205  <  1  ße ,    les   valeurs  'lA^. 2ßn .Iß^, SA^   ae 
t  par  ordre  ascendant,  et  l'oii  a  successivement;    laA>2ag 
t<Ift:l«,>2«,  el  lft<3ft:2ri,>l«,   et  1J,<3^„  ce  i|iii 
i  les  integrales 

I.  de  Tan?«<«|2^5....2B,  |2B,....  IB,  I  lBi....3^, 

Teils'.  I  I«.  ■■■■3ft   I  1».  ■■■■M.  I  2..  ....Ift 

u  de  u  =  3a  ä   u=li3. 

i".    u  s'eteiiilra  de  3b  ä  2^,   si  3a  <  Iß  et 

3a  >  la,    3b  >  2a,  _^_ 

2^<V.    23<3(i, 


^  tn'Taiig*«)— aia' 


,  Sa. 


2!-(I), 


^,»TaDS>i.-ji, 


,(2),  . 


ßr 


supposant  ^  >  -  ■  oii  peut  effiacer  30,  qai  alors  est  <2ar, 
I  ^a'euesl  2aT<2^,   de  sorte  qu'il  teste 

lo,<lft,     lo,<2A,    2o,<l^r, 

LT«ig'»>''\ V     .aL  (1).     TaBB«»<=:-iä!-.(2). 


»T  ^.  -Jt 


*^: 


■     •»; 


tiuaut 


':...imJ..*    •c    .eiiui 


'.   ^ 


»— -      --'r-l-i 


im 


«-.i— .    •  '«»4-- 


-  A 


/.rn  (.'^11 


ii-^k      lUp^l' "  dUn 


dana  /et  inUgmles  muitiples. 


(  daas  cette  formule  succeesivement  p:=],  2,  . 


dFf  _    D{xp.Xp\i.. 


C-) 


du^        Dixa.Xf...  !fn)' 

äXn 

le   d^terminant  D[xn)   est  simplenient  -j-  .':  le    pro- 
^qaatioDB  et  de 

dfn        dx«        „,     . 


=  0(:r,  ,:r,.j;3  . 


rf«, /da,  . . . .  /  F(jE,  .  a^a  . . . .  a:„)  .  flCar, .  a, . . . .  a^„) .  rfih , 

;.  repT^senteot  lea  foDctions  fi.f^etc,  et  DiXi.x^-.-Xn) 
niinant 


d«, 

<fa, 

rfx, 

du. 

■<(».■ 

■<j^' 

da 

•■S- 

di,- 

dl» 

le  la  fonction  sous  le  Heroier  Rigne  d 'Integration  ne 
;  ei  l'oD  change  l'ordre  des  int-^gTations ,  seulement  eile 
sigoe  —  a\  cet  ordre  devient  tel,  que  l'on  doit  ichan- 

jtiombre  irapair  de  fois  entre-ellea  deux  colonnes  du  d^ter- 

D. 

7. 

cas  oü  lea  Douvelles  variables  soat  li^es  aux  anciennes  par 
ictiona  impÜciles  ee  dädait  aisäment  da  pr^^dent. 


IIa  ehr:    Note  itir  h  cMiwem^t  « 

forniule  g^n^rale  serail  de  pvu  •l'urllkT" 
snbstitulioDS  successivoK ,  uuus  c**n*\Ai  < 
gialfl  donble 


H\f 


dans  laquetle  on  a  sulwtihie  a  x  i 
aux  prenii^Tes  par  les  mlalioiiR 


soit  J:»>;r„  et  yn>s,.  uli  ■ 
les  valeurs  de  x  ai  At  g  yo 


^^1  nCosr 

«,  pour  simpllßcr  le  nfsnonKi 

JT  et  de  9  sojent  d«R  <|iiit)il<i<< 

»  =  V(a;»  +  S»)  auesi  en  inl-.i 

I  Ri^mo  toujourtiposllirs,  'I"  ■■•^- 

I— 

'  Cos-  ' 

la  ptemier«  de»   valm 
mi^te  des   valeuri   ,1 
jours   ptuB  pQtitff  r\\v 
faites  par  rappnrl  - 
Ces  cnndiKiinp 


petile  dfts  vsl" 


aoM  ies  inUgrales  muUipies.  483 


z"  ^  ^,  »    rr  -^  r*"     ^ 

^n         ^»         Xn        Zn 

icu,  alors  Ies  quatre  in^galitds  präc^dentes  donnent 

out 

Tang»>22.,    Co8r<— Ti?^ , 

Tangr<  — ,    Cosf?> — sp-^ , 

>u  carr^^  ce  qui  est  permis  parce  que  toutes  ces  quaii- 
"sitives,  et  r^duisaDt  k  Tang*p, 

^x^  ^*^»    ^T^ w^ ...    «1 


rn         -  o  -^o 


Tang'D 

Mons  C  il  suit  qn'oD  a  döjä  toajours  lax<l/3i,  2ai<2/9|, 
>  seules  conditions  qai  däcoalent  de  Oi  et  ßi  sont 

..   iire 

..  «>>-^;^.— s(l),    Tanger <-^^;^.^  (2);     J 

le  la  plas  petite  de  ces  limites  de  TaDg^  jusqa'ä  la  plus 
il  faadra  faire  varier  TaDg^  de  la  plus  grande  des  valeurs 
Mi'ä  la  plns  petite  des  valeurs  ßi ;   mais  on  aara 

t  que 
TaDg'»$^'''^y"'(l),    Tang««,<^=^'(2).       B 

Ton  suppose  que  Ies  donnäes  soient  tellement  que  2B^IB, 
l^facile  de  voir,  ayaut  ägard  ä  C,  que  Ies  valeurs  lA,  IB, 
de  Taug^o  se  suivent  par  ordre  ascendant  de  grandeur, 
*on  aura  dans  Ies  intervalles  successifs 

de  lA  k  IB,    la,  >  2ai  et  2ßi  <  1  ft , 
„  lBk2B,    2ai>l«i    „  2ft<lA, 


M 


2Bh2A,    2«,>lci    „  l|Ji<2/Ji; 


32- 


A 


iSole  siir  le  c/ttiiij/t^mcnt  dfs  rariiMi-s 


Soll  encore  rintegrale  tnple 

J=i  i''    H"  f'"  dxdydi. 


les  limites   ötant  des    constanles  |)OBitiTeB,    dont  les    snp& 
soient    les    plus    grandes,    et   les    anclennes    variables    li^aa  ■ 
nouvellea  par  les  relatioiis 

^:=u8iu«>CoBC,    jr  =  HSiritoSinv,     i^uCostl 

L'int^grale   devant  Atre  ätendue   ä  tontes  les  valeurs  < 
(|ui  satisfnnt  h 


wCoav 


cüs  condilions 
limites.    Tniit  v 
positivemeiit,  Co 
dne  de  l'integrali 


jointes 


ttSinuiSiDti 


uCosu 


c  auppositioDK   faites  par   rapport  I 

Hl  prend   m  =  v'(3;'+y'  +  i')   totg« 

Cosv  et  Sin  t),  seront  daiis  tonte  l'äe 

des  quantites  positives,    de  sorte    qu'il  e 


que  les  valeurs  de  u  doivent  tr>ujours  satisfaire  aux  six  condid« 
ä  la  fois 


(I). 


SintoSint 


<!s;;; 


Cosp 


(1). 


(2), 


;  (ä)- 


I 

^^H  et    par    conariqueiit    rintegration   par    rapport   ft  u,    poar    cba^ 

^^H  Systeme    do   valears  de   e    et  de    w,    devra  s'etendre  de   la  pfl 

^^H  grande  des  trois  quantites  1«,  la,  3q  jusqu'ä   la  plas  petile  t» 

^^P  trois  quantites  \ß,  2/3>  3^.     Üoi>c 

^^H  1".     u  s'etendra  de  la  ü  1^,  pour  toutes  les  valeura  ^ 

^^H  tfl  qui  salisfoDt  k  \a-\,\ß,  et 

I 


■  il  auit,  pai  la  divisi 


^  <  3p. 

I  doit  alore  avoir 


riam  les  iiilegm/es  multiples.  485 

a  lieu,    alors  les  quatre  inegalile«   präcedenles  donnent 

|lSvnnt  au  carrd,  ce  qui  est  perniis  parce  que  toutes  ces  quan- 
fßQXtt  positives,  et  r^duisant  k  Tang'c, 

y„2  »„*TanK*w-:c.' 

Tang»« 


-  (2),  . 


IDoditions  C  il  suit  qn'on  a  d^jä  tonjours  lt(i<lj3|,  2«,  <2^„ 
(•Iw  seules  conditions  qui  deconlent  de  a,   et  ^,  soot 


i  de  [ft  plu8  petite  de  ces  limited  de  Taog^o  jusqu'it  la  plus 
f^ande  il  faudra  faire  varier  Tang'v  de  la  plus  grande  des  valeurs 
fa,  JQsqu'ä  la  plus  petUe  des  valeurs  |3i ;    mais  on  aura 

1„,>S«,,    \ß,\lf, 
idvaat  que 

i  sl  Ton  suppose  que  les  donn^es  soient  tellement  que  2B>1£, 
.   est   facile  de  voir,  ayant  egard  ä  C,  que  les  valeurs  lA.  \B, 

,  2^   de  Tang^  se  suivetit  par  ordre  ascendant  de  grande 
\  que  Ton  aura  dans  les  intervalles  s^uccessifs 

de  M  ä  10,     la,  >2c(,  et  2j3,<IA, 

„    IBäSB,    2a,>l«i    »   2|J,<1A, 

.,  2Bä24      2«,>l«i    ..  tp,<2ft; 


484  Baehr:    Note  sur  ie  changement  des  variables 

donc  de 

Tg%o=:l2i  k  TaDg*to=li&Jlfaudra  faire  varierTg^t^  de  l«|ä2ß| 

tandis  que  «  varie  de  la  a  1/3;    noos  indiqoeroDS  ces  integrale;s 
de  la  maniere  auivante,  dans  le  tableau  ci-dessous. 


V.    Limites  de  Tang%o 

Tang*r 


»>        » 


\A....\B 

1«!  ....2A 


\B....2B 


2a|^  ...•  2pi     2fir|  ....  if^ 


2B....U 


99  »9 


la....  Iß 


2^.    U  n'y  aiira  point  de  valeors  de  o  et  to,  pour  lesquelles  » 
8*^endra  de  2o  k  2j?«   parce  qoe  cela  exigerait 

2a  >  lo,    2a  >  3a, 
2/J<lß,    2ß^3ß, 
d*oü  par  la  division 

dont  Tane  est  en  contradietion  avec  C;  pour  la  möme  raison  il  n'y 
aura  poiat  dintögrations  de  ti  =:  3a  ä  ti  =  3/?. 

3^.    u  s'^tendra  de  la  ä  2ß,  poar  celles  des  valears  de  r  et« 
qui  satisfont  k 

la<2ß 
et 

la  >  2a,     la  >  3a, 
2/}<liS,    2/3  <3ß, 

qui  donnent  respectivement 

Tang©<^ 
et 


on 


<§ <> 


äaiis  leg  integrales  muUiples. 


~''nt  OQ  peut  effacer  log  parce  qn'en  vertu  de  C  on  a  la^^Zti^, 
L  ^t  Borle  quc  la  valeur  de  c  qui  satisTait  k  la  condilion  So:,  tiatis- 
I  Ilit  ä  plus  Torle  raison  a  Ivg,  et  comme  on  a  aussi  Sog  <  0 
L  te  reste  qu'ä  satUfairfi  aux  deux  conditions. 


488  Baehr:    Seie  smr  ie  changement  des  variables 

dont  OD  peat  dbcer  S/Jg  ^t  est  toojoiirs  plus  grande  qoe  2^|; 
on  a  aiiMn  lo^  <^s,  et  il  ne  reste  qoe  ies  conditions 

la^<l|^^    2ai<lfc,    2«5<2i55 
d'oü 


TaogHi 


■*•  *0  2rO 

donc  on  pe«t  e&cer  ia  coaditioa  S/l«;    ensuite  on  a 
suivaat  qiie 

ici  le«  valenfs  14«»  \B^y  2J4,  ^B^  se  suivent  par  ordre  ascen- 
daut,  OMia  TaagHv  devaat  ötre  plus  petite  quo  ^A^,  il  a'y  aora 
que  deiix  iatorvattea»  da  14«  a  IB^y  et  de  1^4  a  2A^\  et  I'ob 
aura  to^jollrs  Mft<^ft>  tandis  qae  saccessiTenient  lag  >  205  et 
:!«(^  ^  lc(««  c«  qui  donaera  sealement  Ies  denz  iotegrales 


Liia.  de  Taa^Hv  1 1^  • . .  •  \B^ 
„      ^    Tang^  I  \a^ \ß^ 


LmS^  •  •  •  •  ^23a 
2^5     ,,,.  Iß^ 


,.      M        a  de  ic  =  2a  h  u  =  3ß. 

7^.    «  H  al^ra  de  3a  4  1/}  si  3a  <  1/3,  et 

3«  Mo>    3a  >  2a, 
lß<,iß.    l/J<3/3, 

ava 

>3?^*^'  a^i«  ^-^'  aro« 


daat  QU  ptNA  fll^oer  ^  qui  eat  >3ß^,  taadu  qoe  d^ji  2a^<3( 
dow^U  reut» 

)%<l<^.    lt%>aViti.    2«^<1^6 


flertc/tliffimgerf. 


L  inf^r. :  Tang  c 


_yji 


Tang«: 


loTangtc  p       inlangu 

[«ccorde  avec  le  deniier  taltleau  7. 

^viilent  i[ue  Ton  ii'a  pris  les  integrales  prec^denles  que 
.,._ir  des   exetnples   oii   I«b  caiculs  piiissent  s'achever.     On 
.__^ue  1a  deleriuination  des  limites,  dans  le  cas  [e  plus  grins- 
et  lorsque   les   inägalites  h  reaoudre   tie   sont   pas    lineaires, 
Pjelle  h  de  graiides  diHGcultes,  surtoat  quand  les  aticien 
les  n'ont  pas  de  relation  geometrique  avec  les 

IT.,..,,.       1        ..„.-.■    ^nr 


Teiles. 


|iT»b,  rV.  Fig.  J.  1 


nqup  au  point  d'in 


L   des  JigacB  AB  et  liF  lu 


Berichtigungen. 

ffBerichtigungen    zu    der    Abhandlung    des   Herrn 

I  V.  Pfeil  io  Tbl.  XU.  ^^,  XV. 
1^.  Z.  10.  V.  u.  statt  „  C"  8.  m.  „  C." 

.  15.  statt  „g  civinnt"  s.  in.  „getvinnt." 

,  IL  statt  „Fig.  IV."  s.  m.  „Fig.  VI." 

,     6.  V.  u.  In  einigen  Exemplaren  scheint  statt  „BB' " 

unrichtig  „BB"  zu  stehen. 
,    7.  statt  „C"  s.  in.  „C"." 
,     1.  statt  „Taf.  11."  s.  m.  „Taf.  I." 

r  die  beiden  Figurentafeln  schreibt  mir  Herr  Gral'  v.  Pfeil: 

LAüf  Taf.  I.  Fig.  Xni.  rauss  es  statt  6"  heissen  C.    In  Fig.  XV„ 

jl  bei  den  Zahlen,  folgt  auf  16  die  ZiGTer  27,     Es  inuss  heis- 

In  Fig.  VIII.  niDss  statt  C  stehen  C  und  statt  C  muss 

[  €y.    Dieser  Fehler  ist  besonders  wichtig,  weil  er  die  Ent- 


Berichllgungen. 

Wickelung  auf  S,  10.,  ziveiter  Fall,  Z,  10  p.  j».  las!;  HnvetsläniHicli 
macht.  Minder  nichtig  ist,  dass  Fig.  XVI.  der  liezCigliche  Bog» 
sar  nicht  in  3  Theile  gethellt  ist.  Fig.  V.  ist  durch  blosses  Pin- 
biren  getheill,  vfas  man  erkennt,  wenn  man  mehrere  Thetle  id- 
gleich  in  den  Zirkel  nimmt.  Bei  den  grösseren  Theitungen  glo; 
das  nicht  an,  uml  diese  eiiid  gut,  Bei  Fig.  X.  fehlen  die  Zifun, 
Sie  sind  jedoch  nicht  wichtig." 


Berichtigungen  zu  ThI.  XLI. 
S.  72.  [8.  3)]  anstatt  "» ^ Je  +  i  V^c* - 3A  setze: 


1.  anstatt  „den  griisseren"  setic;    .,den  nrüMi- J 
ren  oder  kleineren." 


>   setze: 


3i 


>■ 


Literar.  Ber.  Nr.  CLXIl.  S.  8.    Vom  Anfange  des  Brief« 
Herrn  Prouhet  an: 

Zeile  5  für  „objef "  s.  m.  „objef." 
„     y    „  „m'en  a  fait"  s.  m.  „m'a  fail." 
„  22    „   „m'ötre"  s.  m.  „m'ctre." 
„     4  v.u.  rar  „eujfet"  b.  ra.  „sujet." 


TerKeiclinlsa  der  In  ScfarSn'a  BlebensteUigeii  Ijog;*rit)l*l 
meo  neuerdings   aufgefundenen  Febler. 

JS«.  9.     Tafel  I.  S.  182.  lDg98175  statt  0009  lies  *009. 
„  10.        „    11.  „    359.  Diff.  zwischen  logtangSSoSS' ar  n 

40"  statt  636  lies  536. 
„  11.        „     II.  „    359.  Diff.  zwischen  logtangSSoSS'^  a 

50"  statt  6.35  lies  535: 
„  12.        „    11.  „   35Ö.  Diff.  ewischen  Iogtane25»55'80*  i 

56"  statt  636  lies  636. 


Lilerarischer  Stricht  Cl.XI. 


Literarischer  Berieht 


I  Juli  1863  sUrI)  in  Polstlani  der  Prediger 

Dr.  Wilhelm  Lebmann 

1  Lebensjahre,  dem  das  Arctiiv  einige  werlhvolle  Auf- 
Stie  verdankt.  Sein  reger  unausgesetzter  Fleiss  war  vurzüglicb 
Ktcanomiscben  Studien  geividmet,  nie  namentlich  aus  den  Astro- 
'  «misc&en  Nachrichten,  die  viele  wertbvolle  Arbeilan  von 
'^iD  eotbalten,  bekannt  ist. 


Geschichte  der  Mathematik. 

hematischo  Beiträge  zumKulturlebe 
|lt  Dr.  Morits  Cantor.  Mit  vier  Tafc 
Bfibmidt.    1S63.    8». 


irrede  sagt  der  Herr  Verrasner:  „Man  ist  2 
fegung  t;elangt,  A&ss  die  Menschheit  einem 
(dessen  einzelne  (Glieder  in  ininiern'i'inrender,  wenn  auch 
i  stets  auf  den  ersten  Blick  er&ichllichen  Verbindung  stehen. 
I  b«t  eich  rier  Genissheit  nicht  versch Hessen  können,  dass 
i  &«T*egung  des  einzelnen  Gliedes  früher  oder  ep&tcr,  mehr 
r  WMiger,  auch  den  fibrlgen  sich  mitfhetle,  und  daher  auch 
Ir  im  Zusammenhange  betrachtet  un<I  beurtheilt  frerden  kiinne. 
I^di«  Geschichte  der  einzelnen  Kulturen  mussteii  einer  Knl- 
jbhkbte  weichen.  Man  suchte  nachzuweisen  und  die  Schul«, 
n  Versuch  fragte,  wachst  täglich,  das«  das  KuIturleKen 
,  Vülker    ebensoR'^pig    abgeschlossen    ist,    wie   ihr 

r.Hti.i.  1 


49Ö  Berichtigungen. 

uicicelung  auf  S.  10.,  ziveiter  Fall,  Z.  10  p.  p.  fast  unveTstSnd 
macht.  IVlinder  nichtig  ist,  dass  Fig.  XVI,  der  bezügliche  Ba 
t:ar  nicht  in  3  Tbeile  gellieilt  ist.  Fig.  V.  ist  durch  blosses  1 
biren  getheilt,  was  man  erkennt,  wenn  man  mehrere  Theile 
(fleich  in  den  Zirkel  nimmt.  Bei  den  grösseren  Thetlungen  f 
das  nicht  an,  ntid  diese  sind  gut.  Bei  Fig.  X.  fehlen  die  Ziff< 
•Sie  sind  jedoch  nicht  nichtig." 


Beiichti 

igungen  zu  ThI.  XL|. 

S.;2.[8.3)J  «i).t.U  «;^{e±iVi:"-36  seUo! 

1 

=  lc±tVc'-a6 

'                               "i 

Jjc±iVc^-3&. 

„  75.  Z.  4  V.  o.  anstatt  „den  grösseren"  setze 
ren  oder  kleineren." 

„  75.  Z.  7  „  „        „ 

>   setze:    ^. 

„75.  Z.10„  „ 

<    ..     < 

„  76.  [14.  2)1          „ 
„77.  [15.2)1 
.,96.  14) 

34       „        4. 
34      „        6. 
<  +  16„        >  +  16. 

Literar.  Ber.  Nr.  CLXII.  S.S.    Von.  Anfange  d 
Herrn  Prouhet  an: 

Zeile  5  für  „objet"  s.  ni.  „objet." 
„     y     „  „m'en  a   faif"  s.  m.  „m'a  fait." 
„  22    „  „m'Ätre"  s.  m.  „m'6tre."          " 
„     4  V.  n.  für  „Bujfet"  9.  m.  „sujet.« 

I 

„den  piiaj 

I 

es  BrieteA 


VeTKeichniss  der  in  ScIirSn's  siebenstelligen  IioguH 
men  neuerdlngH  anfyefandcnen  Febler, 

N».  9.    Tafel  I.  S.  182.  logöSI^  statt  0009  lies  *009. 
„10.        „    II.  „    359.  Diff.  zwischen  logtangaSOfiS' 30*  t 

40"  statt  6-36  lies  536. 
„11.        „     II.  „    359.  Diff.  zwischen  logtang25O65'40"  I 
,L       ,  '  50"  statt  635  lies  535. 

,„  12.-.  I  ,k.  n.  „   -359.Diflf.  »wische»  logtane2SO55'S0'  I 
.,    ,         ,    ,,  06"  statt  636  lies  536. 


Lilerarischtr  Bericht  CLXl. 


Literarischer  Berieht 

CLXl. 

I7le>i  Juli  1863  starb  in  PotsiUm  A?s  Preüiger 

Or.  Wilhelm  Lebmann 

n»  63Bfeu  Lebensjahre,  dem  Aas  Archiv  einige  »erlhvolle  Auf- 
'älie  verdankt.  Sein  reger  unaus<;e8et2ter  Fleias  ivar  vurzüglieh 
istiDnomischen  Studien  geividmel,  nie  namentlicb  aus  den  Astro- 
loraigcben  Nachrichten,  die  viel«  nertbvolle  Arbeiten  von 
bn  enthalten,  belcanut  ist. 


(*esnhiohte  der  Mathematik. 


UatfaematJGche  B 
»r   v«n  Dr.    Moritz 
I.  W,  Schmidt.    1863. 


sutD  Kulturleben  de 
Mit    vier  Tafeln.      Halle. 


S". 


In  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Verrasser:  „Man 
'flbenseügung  [;elangt,  das»  die  Menschheit  einem 
teicht,  dessen  einzelne  Glieder  in  imniernährender,  wenn  auch 
iefat  stets  auf  den  ersten  Blick  ersichtlichen  Verbindung  stehen. 
(m  bat  sich  der  Gewtssheit  nicht  verschliessen  können,  dass 
i^e  Bewegnn;;  des  einzelnen  Gliedes  früher  oder  späler,  mehr 
l«r  nentger,  anch  den  fihrigen  fiCh  miltheile,  und  daher  auch 
hr  im  Zusammenhange  betrachtet  nnil  beurtheilt  werden  künne. 
ticb  die  Geschiebte  der  ein£elnen  Kulturen  inu^sten  einer  Kol- 
(feschlehte  weichen.  Man  suchte  nachzuweisen  und  die  Schule, 
K  den  Versuch  wagte,  wächst  täglich,  dass  das  Kulturleben 
\t  TSlker  ebensowenig  abgeschlossen  ist,  wie  ihr 
Thl.XU.Hfl.l,  1 


2 


Uterartscher  Beruht  CLXI. 


politisches  Leben.  Das  ist  eigentlich  selbstverständlich,  uni 
dennoch  gilt  es  hier,  noch  manche  Vorurlheile  zu  Fernicbter 
Es  gilt  noch  immer  den  Beweis  zu  führen,  das»,  wo  VTdker  Trieit- 
lieh  Dil  er  re'indlich  zusamnientraren  und  längere  Zeit  mit  einander 
verkehrten,  nnthweiidiger  Weise  die  Bildung  derselben  sich 
mischen  musste,  dass  aber  auch  rüclfwiirls  der  Schluss  geiogu 
werden  könne:  Wenn  bei  VGlkerscbaften  eine  Aebl- 
lichkeit  auf  diesem  oder  jenem  Gebiete  der  Gejsles- 
entwickelung  staltTindet,  so  ist  das  meistens  kein 
blosser    Zufall,    sondern    die    Folge   von    gegenteiliger 


Bit 


ng  Ode 


,   ürspr, 


I 


Zur  Beweisführung  hiefür  hat  man  die  (iülterliguten  der 
einzelnen  Religionen,  die  Wortformen  der  einzelnen  Sprachen, 
die  Kunstslj'le  der  Bamverke  und  Skulpturen,  die  Literaluren 
mit  einander  verglichen.  Da  nun  nichts  natürlicher  ist,  als  im 
bei  dem  Verkehre  der  Vlilker,  nie  hei  dem  der  EitiMlnen 
solche  Verhältnisse  sich  ergeben  raussten,  welche  eine  nftllie- 
matische  Bildung,  einlacbster  Art  wenigstens,  theils  nütliig 
machten,  theils  voraussetzten:  so  lag  für  den  als  Matbemitikff 
mehrfach  bewährten  Herrn  Verfasser  ein  Feld  historisch-nult'' 
malischer  Forschung  im  obigen  Sinne  vor,  welches  zu  betit' 
ten  sich  Kohl  der  Mühe  verlohnte.  Und  wir  glauben  in  fleiTlut, 
dass  kein  Leser  das  vorliegende  Buch,  in  wetcheni  der  Ben 
Verfasser  eine  grosse  histarische  (ielehrsamkeil  und  Beleeeniiiil 
entwickelt,  ohne  vielfache  üelebrung  und  ohne  den  Getrinn  mit' 
eher  neuen  Aufschliisse,  aus  der  Hand  legen'Wird,  weshalb  *l> 
also  recht  sehr  auf  dasselbe  nufmerksam  machen,  ohne  nach  du 
Natur  unserer  literarischen  Berichte  naher  auf  seinen  Inhalb 
noch  viel  weniger  auf  eine  Kritik  mancher  Ansichten  des  HeW 
Verfassers,  die  wir  auch  anderen  (allgemein)  historisch  und  Hpmi- 
lich  mehr  gebildeten  Männern,  als  wir  selbst  zu  sein  ans  rSboci 
dfirfen,  in  diesem  Falle  wenigstens  theilwEise  fiberlassen  miiMteii 
eingehen  zu  können.  Alle  literarischen  Nachweisungen  und  Bemif 
stellen  sind  «ehr  zireckmassig  an  das  Ende  verwiesen,  woditnik 
die  Lecture  jedenfalls  leichter  und  angenehmer  gemacht  wird. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  die  Haupttendenz  des  Btl 
ches  deutlich  genug  bezeichnet  haben,  müssen  ntr  uns  amua* 
dem  mit  der  folgenden  Angabe  der  Ueberschriften  der  Haoptlb- 
schnitte  begnügen,  ivoraus  man  zugleich  sehen  »ird,  das  ilti 
Geschichte  der  Zahlr.eichen  sich  nie  ein  rotber  Faden  durch  d« 
ganze  Werk  hindurch  ziehl,  wie  dies  auch  gnr  nicht' 
konnte. 

Einleitung,    —  I.  Die   Egypier.  —  ü.  Die    Babyloniei 


LUerarischer  Bericht  CLXI.  3 ' 

Die  Cbinesfin.  —  IV.  Die  Inder.  —  V.  Das  Leben  des  Pytbago- 
ras.  —  VI.  Die  Ceometrie  des  Pytbagöras.  —  VII.  Die  Arith- 
metilc  des  Pythagoras.  —  VIII.  Die  Zahlzeichen  der  Griechen.— 
IX.  Das  Rechenbrett.  —  X.  Das  Rechenbrett  (Forlsetzung).  — 
XI.  Die  Zahlzeichen  der  Rilnier.  —  XII.  Römische  Mathematiker. 
XIII.  Die  Werke  des  Boethius.  —  XIV.  Die  Handschrift  E.  Mul- 
tipiication.  —  XV.  Handschrift  E.  »ivieion.  Minutien.  —  XVI. 
[^Ibagorische  Zeichen.  —  XVII.  Die  Zahlzeichen  der  Araber.— 
XVIII.  Arabische  Rechenkunst  ~  XIX.  Isidor  Beda,  AIcuin.  — 
XX.  Odo  Fon  Clüny.  —  XXI.  Gerliert's  Leben.  —  XXII.  Gerherf» 
Mathematik.  —  XXIII.  Abacisten  und  Algorithmiker.  —  XXIV. 
Leonardo  pon  Pisa.  —  Sclilussbetrachlungen.  —  Anmerkungen. 


Arithmetik. 

Bemerkungen  über  ältere  und  neuere  matbemali- 
sche  Tafeln.  Von  A.  Gernerth.  (Besonders  abgedruckt 
aus  derZeitschrift  f.d.österr.  Gymn.  VLHeft.  S.407ff.). 
Wien.    C.  Gerold'a  Sohn.     1863.     8». 

In  dieser  Schrift  hat  der  Herr  Verfasser  die  Resultate  einer 
sehr  mQbevollen,  höchst  verdienstlichen  Arbeit  veröffentlicht,  die 
ihn,  wie  wir  ihm  gern  glauben,  eine  längere  Reibe  von  Jahren 
beschfiftigt  hat.  Nachdem  Gauss  in  seiner  bekannten  Abhand- 
lung (Astronomische  Nachrichten.  MA.äi.  S.I81-187.) 
nachgewiesen  hatte,  dass  in  Vega's  „Thesaurus  logarilb- 
iDornm"  unter  6»ü3ä  Logarithmen  Im  trigonometrischen  Theile^ 
nach  einer  auf  Wahrscheinlichkeit  beruhenden  Schätzung  zwischen 
3L983  und  47746  fehlerhafte  zu  erwarten  seien:  war  eine  Arbeit, 
wie  sie  jetzt  von  Herrn  Gernerth  vorliegt,  in  der  That  gans 
an  der  Zeit,  und  leider  hat  die  von  demselben  vorgenommene 
sehr  sorgfältige  und  umfassende  Revision  einer  grösseren  Anzahl 
Slterer  and  neuerer  mathematischer  Tafeln  die  Richtigkeit  des 
«DD  Gauss  aus  Wahrscheinlichkeitsgründen  abgeleiteten  Re- 
sultats im  Allgemeinen  leider  nur  zu  sehr  bestätigt.  Herr  G. 
theiltdie  revidirten  Tafeln  in  drei  Klassen:  A.  AeltereWerk 
b.  Neuere  Werbe  mit  wenigen  Fehlern.  C.  Neuere 
'Werke  mit  vielen  Fehlern.  Nach  der  angestellten  Revision 
betindeti  sich  unter  100  Tabulargritssen : 


1 


0,001  Fehler  in  Schrön,   Braunschweig, 
0,01        .,        .,  Winkler,  Wien,  1839; 


1 


r 


LHerafficher  Bericht  CLXl. 


Iag3304  statt  519565  i 


i  stehen:  519566 


t  die  freilich  (im  Allgenieineii)  nur  rönfslelligeii,  »vo  na- 
w^njger  Gelegenheit  xa  Fehlern  gehoten  wird  als  in  mehr- 
n  Tafeln,  Tafeln  von  August  haben  sieb  recht  genaii 
3n.  Weil  dieselben  namentlich  auf  preussi.icben  Schulen 
gebraucht  werden,  so  theile  ich  TollatSndig  mit,  was  der 
erfasser  über  dieselben  sagt: 

1  diesen"  —  (revidirten)  —  „20980  Tabul^rgrösaen  habe 
Fehler  gefunden.  Von  diesen  10  Fehlern  wurden  aber 
l8  im  Jahre  1856  von  Dr.  W.  Lehmann  in  den  aetrono- 
1  Nachrichten  43.  Baod,  S. -235  — '228  bekannt  gemacht, 
lavon  sind  in  Augnst's  Tafeln  (4te  Auflage  1856)  nicht 
'orhanden.  Es  verbleiben  demnach  für  meine  Revision 
0980TabulargrÜssen  5  Fehler;  mithin  kommen  durchscbnil- 
r  100  Tubulargrössen  0,(fä  Fehler. 

s  Fehlerverzeichniss  ist  folgendes  : 


statt  0,21<2Q56S  musE  stehen:  0,2125566, 


I 


0,4244749 
0,5543090 
0,7535540 
0,9004041 


sagt  in  dem  oben  aogegeber 
t's  Tafeln 


0,4-244748, 
0,5543091 , 
0,75.35541 , 
0,9004040.     '  ■ 

\  Aufsatze,  S.228.  dass 


cotgl''-57,289<l6I7  -. 


iCtzen  sei  eotgl"- 57,2899616. 


it  hat  diese  Aendermig  in  seinen  Tafeln  n 
fenbar  in  der  Ueberzeugang,  dass  der  von  i 
richtig  sei,   was  aber  nicht  der  Fall   ist. 


cht  vorgenom- 
im  angegebene 
Nach   Rheti- 


cotg  1»  =  87,2899617  499. 

if  7  Uecimalsteilen  gekürzt,  den  von  August  aufgestellten 
geben  würde.  Der  Werth  des  Rheticus  für  cotgl"  ist 
Jsch.     Ich  finde  nach  meiner  Rechnung 

cDtgJo^  57,2899616308, 

dei  Fehler  nei^atJv  und  kleioer    ^^^  ^^"^    halbe  Einheit  det 
malstelle.     Auf  7  DecJm^lstetten  geitwit  ist  aUo  /.u 


■i%g&'' 
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Sehr  ungenau  sinH: 

Nautische,  astronomisuhe  und  logari  th  mische  Ti- 
fein  u.  s.  H'.  von  F.  Uomke,  zweite  AuHage,  Stereotyp- 
ansgabe,  Berlin,  1855.  8. 
in  denen  Herr  ti.  nicht  weniger  als  83S  Fehler  unter  S'M) 
TabulargrDsgen  entdeckt  hat,  von  denen  aur  S.  32  fünf  Procent 
angegeben  norden  sind,  und  in  den  bekannten  Tafeln  von  Hü  Ulf 
sind  «00  Fehler  unter  10800  Tabu iar grossen  aufgefunden  wof- 
den,  von  denen  gleichl'alla  5  Procent  auf  fS.  38  tuitgetbeill  hn' 
den  sind. 

Ich  hätte  genüNRcht,  dass  Herr  G.  statt  der  Ausgabe  von 
1705  von  Sherwin's:  Mathematical  tahles  die  Ausgibt 
von  1742  revidirt  hätte,  weil  diese  letztere  für  die  genaueste  ge- 
halten wird,  auch  genauer  als  die  von  Clark  besorgte  neuere 
Ausgabe  von  1770  (M.s.  Klügel  im  niatfaematiscfaen  Wür- 
terbuche.  ThI.I.  S.  695  und  Karstens  Lehrbegriff  iler 
Mathematik  Tbl.il.  g.  15).).  Da  von  den  als  in  der  Aasgab« 
von  1705  vorkommend  bemerkten  589  Fehler  keine  wirklich  an- 
gegeben sind,  so  kann  ich  nicht  beurlheilen,  ob  dieselben  in  dei 
Ausgabe  von  1742  vorkommen. 

Wir  glauben,  dass  Herr  tiernertb  durch  seine  ebeu  so  leit- 
raubende  als  miibevolle  Arbeit  Mch  ein  sehr  grosses  Verdifflijl 
ernorhen  hat,  und  sind  der  Meinung,  dasa  von  jelit  an  nele 
künftige  Herausgeber  mathemalischer  Tafeln  grössere  Vorgieiit 
als  bisher  anzuwenden  eich  veranlasst  finden  werden.  Scfalieai- 
Heb  uücfaten  wir  den  Herrn  Verfasser  noch  bitten,  auch  die  T»- 
fein  von  Hnüel  (m.  s.  Llterar,  Ber.  Nr.  CL.  S.  I.),  welche  nach 
unserer  Meinung  verschiedene  treffliche,  die  Sicherbeil,  Leicblig- 
keit  und  (<eiiauigkeit  sehr  fördernde  besondere  Einrichtungep 
besitieu,  wie  wir  die$  a.a.O.  ausführlicher  auseinandergSieUl 
haben,  eben  so  wie  die  Tafeln  von  Breraiker,  eitier  recht  ge- 
nauen Itevision  rücksicbtiich  der  darin  vielleicht  enihaltent 
lerbaften  Logarithmen  zu  uutersiehen  und  das  Resultat  recbl 
bald  mitzutheilen. 


Geometrie. 

Betreffend    die    bei    dem    Verleger   des    Archiv 
scheinende  Uebersetzung  der  IntrodnKione  adiu»Tc*' 
rln  geometrirn  delle 
Crcmona  In  Bolog'na, 
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Uie  Leser  des  Archivs  niasen  aus  den  auf  den  Umechlfi- 
en  dieses  Journals  befindlichen  Anzeigen,  dass  l)ei  dem  Verle- 
;et  des  Archivs  eine  Uebersetzung  der  trefiflichen  Iniroduzione 
id  una  Tenria  geonietriea  delle  curve  piane  von  Herrn 
Proreasor  L.  Cremona  in  Bologna  erscheint.  Wenn  auch  an 
dieser  Uebersetiiung  schon  gedruckt  wird,  so  bat  die  Arbeit  doch 
augenblicklich  einige  Unterbrechung  «rieiden  müssen,  weit  mir 
Berr  Cremona  unter  dem  ^K).  Apiil  1863  aus  Neapel*)  schrieb; 
dasB  nach  Herrn  Cbasles  Meinung  einige  in  der  „Inlrodu- 
sinne"  mitgelheilte  Sätse  von  Herrn  Jnnqui^res  (Liouville's 
Jouroal.  Avril  1861)  einer  Kectilication  bedürften,  die  er  aber 
Mr  erst  nach  der  Rückkehr  von  seiner  keise  nach  Sicilieo.  auf 
d«  er  sich  eben  mit  einer  gouvecnementalen  scholastischen 
Hissuin  befand,  unternehmen  könne,  mir  aber  dann  sogleich  für 
die  Oebersetzung  schicken  würde,  wobei  er  hinzufügte:  „Ainsi 
l'idition  allemande  aura  un  grand  avantage  sur  l'ori- 
einal  Italien",  wofür  ich  natürlich  lierrn  Cremona  sehr  dank- 
bar bin,  und  die»  hier  zur  Anzeige  bringe.  Zugleich  sprach  der- 
selbe |e  geil  mich  den  Wunsch  ans,  den  von  Herrn  Jonquieres 
in  der  fraglichen  Angelegenheit  an  ilin  geschriebenen,  in  dem 
*^ioraale  di  Matematicbe.  Aprile  1863  abgedruckten  Brief 
ftuch  in  das  Archiv  aurzunehmen,  welches  ich  natürlich  sehr 
gernthne,  indem  ich  diesen  Brief  nachstehend  abdrucken  lasse, 
dizB  aber  leider  nur  erst  heute  im  Stande  bin,  weil  die  vier  ersten 
Belle  des  vorher  genannten  trefiTlichen  neuen  Journals,  welches 
Von  Anfange  dieses  Jahres  an  in  Neapel  erscheint  (m.  s.  aus- 
f^lich  Dachher  unter  Vermischte  Schriften),  nur  erst  heute 
>1|  meine  Hände  gelangt  sind,  was  mich  bei  Herrn  Cremona 
hnlgcbaldigen  wird,  dass  der  von  ihm  gewünschte  Abdruck  des 
Btiefes  des  Herrn  Jonqui^res  nicht  schon  früher  erfolgt  ist. 
Am  23.  Juli  1863.  Grunert. 

„Vera-Cruz,  le  6  Fevrier  i«63. 

Vous  avez  eu  la  honte,  dans  volre  Introduction  älalheo- 
'ie  des  courbes  planes,  de  citer  quelques  th^orömes,  que 
''ai  donnes  dana  un  articie  inserd  au  tome  VI  (J«  s^rie)  du  Jonr- 
■1  de  Mr.   Lioaville,   pour   1861.     J'ai  l'honneur   de  vous  faire 


•)   Er  bcrund    si 

Ü'^ingesdilfft  iial 
llj^  »on   dem  Eric 

du    gniivcniemi^iit*',    ii  ml     linl 
lle,  l>ei  Hfrrn  l'rofessor  f  nr. 
heitien  einer  UDheriietr.iint;  nei 
F  ArrbJT,  genellrn. 

nth  Sli:!lieii  „avec  iinfl 
Ic    lu    Cieiinn,    wo    er 
Ij  iiifällig  das  ilieAn- 
nrr  „Ititroduzinne- 

^^^^ 

k  iX  Kwit  de»  K«riee  de  cMirbii 
nomlwaa,  qn  Ggurent  dasi  cei 
■AaiHalaBHH*  "T»*»"  41.  les  coortes  etant  d'un  ile«t< 
■  IfiwtiiMiTi  I  c'cst  B-oire  si  la  serle  est  un  tMtcnoi 
«■kliadHwiJf  lünBI  ^neJrniMfn«,  les  cixirtiee  ae  T^ni- 
g^aMi^L  JiM»  iraNr  k  nt  y  k  la  l'nts  (fuelconqne»,  1«» 
■  »W^taa«  c«ln  da  ibsMrtme  I)  snnt  iles  liroH»! 
irnan^  ^ilsa^ag■.  ce  <|Ue  j'ai  ea  ttri 
I  li  piupari  il«  C6j>  tJiM' 
>      Par  ps»iutile,  rdiMmei 

urDQs     C,     C.     carretp»«- 
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izione  contro  le  maga^ne  dei  teoremi 
I  curve  d'inilice  quaUivoglia. 
Bologna,   16  Aprile  1863. 


Mechanik. 


Theorie  der  Elaslicität  fester  Ki^rper  von  Doctor 
%.CIebttcjh,  Professor  an  der  polytechnischen  Schule 
(u  Carlsruhe*).     Leipzig.    Teubner.     1862. 

Der  Herr  Verfasser  hat  in  dem  vorliegenden  Buche  ein  der 
Beacblung  sehr  zu  empfehlendes  Leltrliuch  der  Elasticitätstheo- 
riegeliefert,  mit  besonderer  Berüeksichtip:anE  der  Arbeiten  von 
Siinl-Venant  über  Stäbe  von  endlichem  Querschnilt,  so  wie 
TDD  Kirch  hoff  Über  sehr  dünne  Stabe,  und  mit  einer  nicht  ge- 
^Bgn  Anzahl  neuer  Untersuchungen,  ifobei  er  auch  bei  der  Cn- 
IttsHchnne  *<in  I^cheihen  zu  Resultaten  gelangt  ist,  die  Kircb- 
kotC»  Theorie  der  Klangfigmen  einschliessen.  Wegen  der 
UllyliBcheii  Transfotmationen  Lam^'s  vtird  dagegen  auf  deseeo 
Unnates  Werk  selbst  vernie^sen,  unil  auch  alle  die  Theorie  des 
liiert«  betreffende  Untersuchungen  wurden  ausgeschlossen.  Die 
AUWeniung  der  durch  die  Intesralrecbnnng  dargebotenen  Hülfs- 
tlftelist  überall  so  viel  als  mliglleb  lieschränkt  norden,  was  wir 
^  einem  Buche,  das  z.  B.  auch  dem  Techniker  dienen  soll,  nur 
Pligen  können.  Das  ganze  weite  Gebiet  ist  in  zwei  Hauptthelle: 
tbcnrie  elastischer  Korper  von  überall  endlichen  Di- 
»(nsionen  und  Theorie  elaslisc  her  Körper,  deren  Di- 
ninsionen  ?'.um  Theil  sehr  klein  (unendlich  klein)  sind, 
IfMiellt  worden,  woran  eich  dann  eine  ISnpere  Reihe  von  Anwen- 
jhfi^  Bchliesst,  nämlich:  Ausdehnun»  von  Stäben  mit  {iberall 
Kichein  Querschnitt;  Ausdehnung  von  Stäben  hei  veränderlichem 
nerschnitt  und  liberail  gleicher  Spannung;  Biegung  int  Allge- 
llihifln;  Biegiung  unter  dem  Etnduss  stetig  vertheilter  Krgfte  ohne 
^  oÄer  Druck  in  Richtung  der  Axe  ;  Spannungen  und  Tragver- 
iGgen,  Berechnung  der  TrJigheitsradi«n  :  Biegun|;  unter  dem  ßin- 
las  stetig  vertheilter  Kräfte,  verbunden  mit  EinzelkraftMi;  ver- 
iderliche  Querschnitte ;  Biegung  bei  enhr  grossem  Zug  oder 
r«elt  in  der  Richtung  der  Längenaxe,  Säulenfesligkeit ;  Stab- 
Wtflme  ohne  Biegung:    Stabsysteme  mit  Biegung;   Ti 


I 
I 

I 
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\'ennischte  Schriften. 

Giarnale  di  Matematich«  ad  uao  degli  studeiiti  dellt 

i*ersitä  ilaliane,   pubblicatn  per  cura  dei  Professaii 

C  Battagllnl,    T.  JmubI   e   S.  TrodE 

colläboralori 
Av«n«  Carlo  i    Fergnia  Emmanuele^ 

Itrami  Engenio  (Bologna)    |    Gasparis    (de)   Aanibale 
B*tti  Enrico  (Pisa)                      \   Grosso  (del)  Remigio 
Brioschi  Francesco  (Milano)  I    Padola  Forlunato    '     

sorali  Feiice  (Paria)  '    Ruliiin  Raffaele 

Cremoua  Luigi  (Bologna)  '    Sahaln  Andrea 

irna  Alessandro  (Torino)      i    Sannia  Achille. 

Napoli  Beiiedetto  Pellerano  Edilore,  Librerta  scientißca  in- 
duslriale,  Siraila  di  Cbiaia,  60. 

(Ogni  niese  si  darä  un  fascii-ulo  di  pag.  32  in  %°  grande.  —  Pie»« 
per  Napoli  un  anno  L.  12.  FrezEo  pel  reslo  d'Ilalla  (franco)  L.  \i.) 
Je  grtisser  das  Interesse  ist,  welclies  tvir  an  dem  so  kilEti' 
gen  Fortschreileo  der  mathematischen  nnd  physikalischen  Wis- 
senschaften —  so  ivie  der  VViesensc haften  Überhaupt  —  in  dem 
neuen  Königreiche  Italien,  vrie  es  uns  täglich  in  ininier  schSoe- 
rem  Lichte  entgegentritt,  nehmen;  je  grösser  unsere  Freude  tri 
über  die  kräftige  Fürderung,  welche  die  Regierung  König  Vic- 
tor EmnnueU  vorzugsweise  auch  dem  mathematischen  mA 
physikalischen  Unterrichte  zu  Tbeil  werden  lässt,  und  über  die 
grosse  und  allseitige  Aufmerksamkeit,  welche  dieselbe  diesem 
Unterrichte  widmet :  desto  lebhafter  begriissen  wir  das  obige  neue 
mathematische  Journal,  welcbes  mit  dem  Anfange  dieses  Jati« 
in  Neapel  unter  der  liedaction  dreier  ausgezeichneter  neapolita- 
nischer Mathematiker,  .nit  einer  grossen  Anzahl  der  trefflicbalen 
Mitarbeiter,  die  alle  dem  eigentlichen  Königreiche  Italien  ange- 
hören, in's  Leben  getreten  ist.    Die  Worte  auf  dem  Titel: 


„aJ  uso  degli  studenti  delle  i 


e\tk  ifali 


ans 


beieichnen  deutlich  genug,  dass  dieses  neue  JournnI  hauptsSeb- 
lich  und  ganz  besonders  der  Forderung  des  mathematisobeu 
l'ntorrichts  gewidmet  ist,  ohne  natürlich  die  Forderung  der 
WIsaenscbaft  auszuschliessen,  wobei  es  sich  vorzugsweise  die 
ÜNtklltUDg  der  „Nouveltes  Annales  de  Matberoatiqaes" 
«HM  Muster   genommen    zu   haben    scheint.     0er    Inhalt   der  Mil 
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;lzt  vorliegenden  vier  ersfen  HeTte  lierechtigt  uns  vollsländtg. 
nsere  Leser,  ganz  besonders  aber  auch  alle  Lehrer  an  bilfaeren 
Interrichtsangtalten,  dringend  auf  dieses  neue  matbeinatisclie 
louriial  aufmerksam  xu  machen,  da  sie  namentfich  in  demselben 
Zieles  linden  werden,  was  ifirem  eig'enen  Unterrichte  fürderlich 
«in  bann;  es  Ist  keiriesnegs  immer  die  Neuheit  der  Resultate, 
reiche  in  diesem  ad  uso  degll'  studenti  delle  universitä  italiane 
»eslimmten  Journale  erstrebt  wird ,  sondern  noch  öfter  die  Verhesse- 
:DDg  und  VeteinfachuDg  der  Darstellungsmethodon  im  Interesse 
Ic!  Unterrichts,  und  zwar  nach  meiner  Meinung  mit  vollem 
atchte,    denn: 

„AI  punto  in  che  siamo  arrivati  oggl,  noi  abbiamo'assai  nieno 
bisDgDO  dt  crear  nuove  leoriche,  ehe  di  ridurre  ai  loro  ininimi  ter- 
niini,  se  e>  lecito  di  cosi  parlare,  le  teoriche  di  giä  conosciute; 
pcincipalraente  ove  rJüettasi  che,  in  ogni  cosa,  rüi  che  avvi  di  piu 
seoplice  e  di  piü  generale  e  d'ordinario  quello  che  riluce  per 
nlliiDo,  e  svelasi  at  pensiero  ricercante  la  verita  in  amichevole 
accordo  col  bello  e  col  buono"  *). 


Der  Inhalt  der 


:  bis  jetzt   vorliegenden   vier  Hefte  ist  der 


Anuo  I.  —  Gennaio  1863.  Teoria  elementare  delle  forme 
geoiDelriche  ;  per  G.  Battaglioi  p.  I.  —  Teoria  geometrica  delle 
Citrte  del  eecoiido  ordine;  per  V.  janni.  p,  7.  —  Esposiiione  di 
direr«!  sislemi  di  coordinate  omogonee ;  per  N.  Trudl.  p.  II.  — 
IgtaraDad  nna  trasformazione  delle  forme  quadratiche;  per  F.  Bri- 
fachi.  p.  25.  —  Dimostraziorje  di  un  feorema  proposto  dal  Capi- 
luo  Fanre;  per  Enrico  d'Uvidio.  p.  28.  —  Notaintorno  ad  una 
proprietä  del  cerchio  de'  uove  punti:    per  IN.  Trudi.     p.  29. 

Anno  I.  —  Fehbrato  18f)3.     Tearia  delle  funzioni  ellittlche; 

Sf  R,  Rubini.  p.  33.  —  Teoria  elementare  delle  forme  geome- 
cbe;  per  G.  Battaglini,  (Gontinuazione.)  p.  41.  ~  Esposizione 
^  divers i  üistemi  di  coordinate  omogonee;  per  N.  Trudi.  (Con- 
[oaazione.)  p.  47.  —  Una  dimoslra^'.ione  del  teorema  di  Sturm: 
«N.  Trudi.    p.  59.  —  Quistioni.    p.  63. 

r  'Airno  f.  —  Alarzo  1863,  Sopra  una  proprietä  delle  forme 
■■k  Nota  del  prof.  F.  ßrioschi.  p.  65.  —  Soluzlone  d'un 
^^^K  relativo  alle  superGcie  di  secnnd'  ordine;  per  Eugenio 
^^Hni.    p.  68,  —  Nota  sutia  catenaria  di  eguale  rtsistenza,  del 


Bologna. 


w 


IS  lUerarUcäer  Bertcht  CLXl, 

libato  iasegaanl«  iielt'  univerBtti  di  TortDO,  iogegnere  profeason 
Alesa«ndro  Üorna.  p.  73.  —  Teotia  geometrtca  delle  cbtt«  dal 
2'*  oidine  ;  per  V.  Janni.  (Cout.  v.  pag.  7.)  p.  77.  —  Sn'  teMcai 
(lel  Poncelet  Telativi  a'  poligoni  bcritli  «  circoficrilli  alle  conichei 
perN.  Trudi.  p.8l.  —  QuistioDi.  p.  91.  —  INecrologia:  OltaviaH 
Fabruio  Mottsotti.  p.  91.  —  BiUiogtftlia:  Sulla  intioduzione  ad 
uiM  t«aria  (ieomelrica  delle  curve  piaoe;  per  Lu'igi  Cremoks, 
ptofessore  dell'  uoiTerciita  di   Bologna,     p.  93. 

.\niio  I.  —  Aprile  1863.  Teoria  elementare  delle  forme  geo- 
nietriche:  per  G.  Itattaglini.  (Cont.  v.  pag.  41.)  p.  97.  —  Sallfi 
ciiiiiche  di  noie  punti;  tiota  di  Eugenio  Beltranii.  p.  109.  — 
Teoria  delle  funzioni  elMlüclie;  per  R.  Rnbini.  (Coollanaj.  t. 
paß.  33.)  p.  118.  —  Solle  equazioDi  algebriche;  iiota  di  £.  Bei- 
traini.  p.  1*23.  —  Su'  teoreini  del  Poncelet  relativt  ,si  potJf;ffu 
iscrilti  ocircoscritlialleconiehe;  per  N.  Tiudl.  (Conlinua&T.p.Qft) 
I».  115.  —  Soluzione  di  alcune  queslioiii  proposle  nel  faeüciilo  di 
Febbraio  1863  del  Giornale  di  Terquem  ioviateci  da  aJenni  gioiMt 
studenti.     p.  I'2e.  —  Corrispoudenza,     p.  128. 

Wir  »ansehen  diesem,  von  so  kusdigen  Händen  gelMteteo 
Unternehmen  den  besten  und  uogestilrtesteu  Forlgang,  und  H>d 
fiberzeugl,  dass  dasselbe  dem  gesamniten  mathematischen  Unter- 
richte die  reichsten  Früchte  tragen  wird.  Grnoert. 


Annali  di  Matematica  pnra  ed  appitcata  pnbblletti 
da  Barnaba  Tortniinr  e  compilati  da  E,  Betti  a  Pfia, 
P.  BfioscbiaPaFia').  A.  Genocchi  a  Torrno,  B.  Torfollol 
»Roma.     4».     fS.  Li  terar.  Her.  Nr.  ÜLX.  S.  10.) 

Tom.  V.  Nr.  I.  Proprietä  di  una  maniera  di  poügoni  deri- 
Tati.  Nota  di  R.  Rubini.  p-  3.  —  Sopra  tin  teorema  di  geome- 
tria  descritliva  e  eua  applicazioiie  al  traccianiento  dell'  ombra  dl 
alcuni  corpl.  Nota  del  Prof.  Giuseppe  Bruno,  p.  18.  —  Ehi- 
des  sur  les  cnurlies  ä  dnuble  courbure  tracees  eur  nne  surfaee 
alg^rique  d*un  ordre  quelconque.  Par  E.  de  Jonquieres,  p.2i|. 
—  Sur  un  trrple  gystöme  parliculier  de  surfaces  orthogonales. 
Par  M.  Edouard  Com  Lese  ure.  p.  39.  —  Lettre  de  M.  W.  Ko- 
tier t^  au  ccdactcur.  p.  52.  —  Bivlsta  btblio^aAcit.  IrUono 
al  [itber  Karastania.  Lettera  di  Maurisio  Steittsbbneider  a 
D.  Baldasaarre  Boncam^agni.  p.  54.  —  Cminu  oecrologics 
di  Ottaviano  Fabrizio  Mossotti.     p.  60. 
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Nova  Acta  R«^iae  nocielatls  stieiitiarutii  Upsalien^ 
«i>.  Serie)  tertiae  Vul.  IV.  Fasciculus  prior.  (JfiBSliae. 
CA.Leffler,  1S62.  4«.  (M.  vergl.Lilerar.  Ber.Nr.  CLIV.  S.9.) 

Dieser  neue  Band  der  ivichfigeij  Siliriften  iler  Königl.  Schwe- 
dischen fjocietüt  der  Wissensohurten  in  Upsala  enthalt  (tis  fol- 
gMdetiin  den  Kreis  des  Archivs  gehiirenilen  Abhandlungen,  ivetche 
■lle  auch  in  besonderen  AbdrQcken  zu  beziehen  sind. 


Daten 


est  X,  po 
Tor  MB  {x" 


olynoni 


entre  les 
cipale 
-  de  U 


qul    doit  eiister 
S    dont  la   lettre  p 
que  le  polynome  contienne  un   fac 
a").     Par  T.  v.  Zelpel. 
Der  Herr  Verfasser  hat  seine  interessante  Untersuchung,  auf 
dl*  nii  unsere   Leser   rerht  sehr  aufmerksam   machen,    in   zwei 
Abltieilungen  getheül,    von  denen  die  erste  sieb  mit  der  Beatim- 
mnng  der  Form  der  Function 

F{,x)  ^  Aox'"  +  A,a^-'  +  ^,a:'"-a+  ....  +  J„ 
^Uftigt,  nelche  dieselbe  haben  muss,  nenn  sie  den  Factor 
3!*— tt*  eothallen  soll;  wogegen  in  der  zweiten  der  allgemeinere 
Fall,  wenn  die  Function  f(j:)  den  Factor  a:"  — a"  enthalten  soll, 
erledigt  worden  ist,  Die  Eiil«icl(elLiii£;en  des  Herrn  Verrassers, 
■*  denen  von  der  Theorie  der  Determinanten  mehrrach  Gebrauch 
ÜHMcht  wird,  and  die  gewonnenen  Resultate  müssen  natürlich 
in  der  Afahandluiig  selbst  nachgegeheu  werden. 


r  les  propriet^s  raagnetiques   du  fer. 


Ueber  diese   Abhandlung  ist  i 
8-6,  desonders  berichtet  worden. 


1  im  Liter.  Ber.  Nr.  CLIU. 
inF  wir  also  verweisen. 


Snr  deux  in^galites  d'une  grandeur  r^marquable 
lans  lee  apparitions  de  la  comete  de  Halley.  Par 
A,  t.  ÄagHtröm. 

Wir  glauben  unsern  für  diesen  jedenlalls  sehr  vrfchligen  Ge- 
I  ^atand  sich  interessirenden  Lesern  am  Besten  t.u  dienen,  wenn 
i  tHr  den  Zweck  dieser  Alihandlung  luit  den  eigenen  Worten  des 
t  Verfassers  im  Folgenden  angeben,    so  weit  es  der  dnrch 
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diese  Literarischen  Bericlite  dargebolene  lieschTänkte  Raum  *e^ 
tattet; 

„Parnii  toutes  les  perturbations  dans  les  mouvements  du 
planfitea  que  les  observations  nous  oiit  Tait  coiinailre,  soit  qu'on 
regariie  leiirs  grandeiirs  numeriques,  soit  la  diTticulte  de  tes  ei- 
pliquer,  il  n'y  a  |)robablenietit  aucane  qui  se  soit  attirö  une  plag 
grande  attention  que  celle  qui  ce  produit  dans  les  mouvements  de 
Jupiter  et  de  Saturne  auloiir  du  soieil. 

Les  geometres  les  plus  celebres  essayatent  eo  vain  d'eipli- 
quer  ce  phenomene,  quoiqu'il  Idt  connu  dcpuis  les  plus  anciens 
temps.  Ce  Tut,  en  effet,  en  cherchant  l'ezplicalion  mentinna^ 
qu'on  a  äl^  conduit  ä  la  d^cnuverte  de  la  loi  generale,  qui  est 
(res  remarquable  par  eile  menie  et  possede  d'ailleurs  par  rappotl 
h  la  conservation  de  notre  sysl^me  solaire  une  inipurtaoce  tr^s 
eesentielle,  eavoir  la  loi:  que  les  distances  moyennes  des  pla- 
netes  ne  sont  assujetties  qu'ä  des  varialions  pSriodi^et. 

N^armoitis;  grace  au  gi^iiie  de  Laplace,  an  connalt  main- 
tenaut  que  la  perlurbntion  susdite  dans  les  mouvements  des  dein 
planstes. depend,  eu  realit^,  du  fait  particulier,  relatirenieet i  Is 
vitesse  moyeune  de  Jupiter  et  ä  celle  de  Saturoe,  que 

est  une  quantite  tres  petite  et  que,  par  cons^quent,  certuna  !«■ 
mes,  qui  ordinairement  dans  la  theorie  planelaire  sont  toat-ä-&it 
ne^lii;eables,  deviennent  ici  par  Ib  double  Integration  d'ane  gtan» 
deur  assez  notable. 

Ce  fait  remarquable,  que  les  temps  de  revolution  des  deoi 
planstes  les  plus  grandes  sont  ä  peu  pr^s  commensurableb  eobe 
eoz,  jouant  coiitinuellement  un  röle  Uks  important  ä  l'^gard  de 
leurs  mouvements  relatives,  doit  naiurellement  se  faire  sentir 
auBsi  dans  les  perturbations,  caus^es  par  ces  deus  planstes  sar 
les  mouvements  des  autres  corps  Celestes;  et  cela  doit  se  bire 
avant  tout  dans  les  mouvements  des  comMes,  ä  cause  de  leun 
orbitea  fort  aloug^es. 

Cependant,  on  peut  dire  que  les  observalions  sont  encue 
trop  incompletes  et,  outre  cela,  que  les  ressources  de  l'analyae 
sont,  dans  la  plupart  des  cas,  trnp  insuflisanles,  pour  qu'on  polsse 
determiner  ainsi,  pour  nn  espace  indefini  de  temps,  la  place  vöri- 
table  d'une  com^le  dans  son  orbite.  On  est  ainsi  obli^e  de  re- 
la  quadrature  ni^canique  et  de  determiner  de  cette  na- 
ni^re  pour  chaque  rövoluIioD  les  coordonnees  de  la  coniite.    VoÜt 
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poarqooi   on   oe  poss^de  paa   encore    des  ephemetides  pour  une 
eeole  dee  coin^les,  doiit  on  connait  le  temps  de  r^volution. 

La  roäme  chose  poiirra  »e  dire  aussi  relatirement  ä  la  comele 
de  Halley,  duiit  on  re  possHe  eiit-nre  que  trois  apparitioiis  de- 
temiinries  avec  une  esaclilude  siifli^^ante.  Cependant,  il  a  r^usei 
ä  M<  Hind,  rillustre  astrotiome  an^Iais,  de  lirer  d'anciennes  an- 
liotalions  les  apparitioos  de  cette  cuniete  jugqu'ä  <tiz  ans  avant 
Jesns-Christ  avec  une  tres  grande  proliabilU^  C'est,  en  m'ap- 
puyant  sur  ces  dates,  que  je  me  propose  de  rendre  compte  ici 
de  deux  varialions  periodiques,  esistant  itcluellemenl  dans  le  lemps 
de  r^volulion  de  la  comete  de  Halley,  lesquelles  surpassenlbeau- 
caop,  aussi  bien  par  leur  grandeur  que  par  la  lotjgueur  de  la 
periode,  toutes  les  variations  connöes  jusqu'icl  dans  la  throne 
des  planstes  et  des  liines. 

Celle-Iä  de  ces  deux  inegaliles,  par  rapport  au  temps  de 
Tevolution  de  la  coniete  de  Halley,  qiii  est  plus  grande,  merile 
nn  mXitit  partkulier  en  ce  quelle  dopend  de  la  propri^te  men- 
tionn^e  dejä  des  (emps  de  revolullon  de  Jupiter  et  de  Saturne. 
Ell  effet,  ces  temps  de  revolution  des  deux  planetes  sunt  com- 
meiiBurabtes  nnn  seulement  entre  eux,  mais  aussi  par  rapport  tk 
celui  de  la  comele  de  Halley;  —  chose  l'orl  reniarquable,  dont 
on  ne  connait  d'aiialogie  que  dans  la  tbeorie  des  lunes,  aü  on  la 
rencontre  ä  l'egard  des  trois  luuea  de  Jupiter,  lea  plus  rappro- 
'chees  de  la  planete. " 

Den    Scbluss    dieses    Bandes    liilden    die  sehr    vollständigen, 
offenbar  eebr  sori;faltig  angestellten    und   reducirten   meteorologi' ' . 
tschen  Beobachtungen   für  das  Jahr  1859  von   den  Herren   Nord- 
|lUBd  und  Wackerharth.   * 
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Ccacliiclite  der  Mathematik  and   Fbysih. 

KuKurlebi 


Ari  tbmetih  • 

.  A..  Auspitz,    Die  angewaixlle  Arillimetik   nebst  Buchrüh- 

.   der  Wechsel-  untl  ZullkiitKle,    zu.»  Selbststudium   unJ    als 

ftncb  fiir  rfen  3.  Jabrg.  der  ünterrealscljule.  1  AuÖ.  er.  »". 
geh.     Wien.     1  Thtr. 

Z,  Uase.  Fatloren-Tafeln  fiir  alt.'  Zahlen  der  8.  Million  oder 
genauer  TOOliOÜl  bis  SUIOOOO  mit  den  d»rin  vorkommenden 
zahlen.     Fol.     cart.     Haiuburg.     6  Thir. 

Ä,  Gernerlh,    Benierkiingt-n  über  allere  unil   neuere 
malische  Tafeln,     gr.  S".    lieh^    Wien.     8  Ngr. 

P.  Gordan,  Üeber  die  Transformation  der d-Fiinctionen. 
gural-Alihandlun^.    E^r-  4".     geh.     Giessen.     15  Ngr. 

F.  Grelle,    Prinzipien  der  Arilhmetik.     Lex-S».     geh. 
nover.    '2  Tlilr. 

K.  Gruber,    Der  ariihmetisehe  Unterricht  in  Gytnnasii 
hüheren  Biirgerschnlen.   Kiir  die  Schüler  liearbeilet.  1.  Thl.  I 
ST.  B".     geh.     Carlsruhe.     14  Ngr.    —  Dasselbe.     Für  den  Lehrer 
hearbeitel.     I.  Thl.    2.  AuQ.     Ebendas.     geh.     ]  ThIr. 

U.  B.  Liibsen,  AusfahHlcbes  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Aleebra  mim  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke 
des  praktischeu  Lebens.    6.  Aufl.     gr.  8".    geh.   Leipzig.    U  ThIr. 

F.  Alatzek,  Lehrbuch  der  Arilhmetik  für  (Jiiterrealscbuleu. 
I.  u.  U.  Tbl.     gr.  8".     Brunn,     ä   18  Ngr. 

C.  Neumaun,  Die  Umkehrung  der  Abel'echen  lnte<;rale. 
Halle.    8".    3  Ngr. 

Schweizer,  Quadrattafcln,  wie  sie  von  Bessel  sur  Be- 
rechnung der  Coefficienlen  der  BeJiugungsgleichungen  in  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  vorgeschlagen  wurden,  gr.  8".  geh. 
Mitao.     14  Sgr. 

M.  Stegemann,  Grundrise  der  DifTerenlial-  und  Integral- 
rechnung mit  Anwendungen.  2.  Thl.;  Integralrechnung,  gr.  S". 
geh.     Hannover,     'i  ThIr. 

J.  Wharton,  Couiplete  Solutions  of  everyCloss  ofExamples 
in  Algebra;  fnrniing  a  Coniplete  Cnurse  oo  the  Subjeet,  and  cal- 
culated  to  racilitate  and  exteiid  the  Study  of  Matheniatics  aa  a 
Logical  Coursc.     London.     12".     2  Thlr.  18  Ngr. 

A.  Winckler,  Ueber  einige  Reductionsformeln  der  Integral- 
rechnung.    Lex.-S".     Wien.     6  N^r. 

Geometrie. 

W .  Adam,  Theoretisch  -  pralclische  geometrische  Construi 
tionslehre   und  algebraische  Geonielrie,    enth.  mehr  als  300  pU 


malhe^^Hj 


k. 


rische,    mit  vollständigen  geoat _    ,  , 

Auriiisutigen  versehene  Anrgaben.    gr.  8".    geh.    Leipzig.    1  TMr, 

F.  FDDck,  Das  Euklidische  System  der  Geomelrie  der  Ebeae 
als  Leitfaden  für  den  Unterricht  an  (ielebrten- Schulen  nach  ileai 
gegenivSrtift. SlKndpankte  derWiseensckaH.  gr. 8*.  Berlin,  Ti^Sgi. 

F.  Herold,  Einleitung  zur  Oennietrie.  Für  die  Schaler  der 
4.  Classe  der  latein.  Schule,     gr.  8".     cart.     Nürnherg.     4  Ngr. 

F.  Joachimstbal,  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der 
Ehene.     Mit  8  litfa.  Tal'.     Berlin.    8».     I  Thlr.  6  Ngr. 

G.  Juiighann,  Tetraedrometrie.  2  ThI.  Die  Bckenfonctio. 
nen  in  Vertiiadun^  mit  Längen-,  Flächen-  und  KiJrpersriissen.  gr.S". 
geb.     Gotha.     I  Thlr.  lU  Sgr. 

H.  Lüdemann,  Geometrie  für  Hauslehrer  und  Seminartslen. 
8".     Bremen,     geh.     '24  Ngr. 

a.  C.  E.  MartuR.  Kegelsthniftkaiilige  Pyramiden  und  curren- 
kanlige  Prismen,  von  kruinnien  Seitenflächen  becrenzle  KDrper, 
M-elche  sich  kubiren  lassen.     Berlin.     4»     Mit  S  taf.     1  Thlr. 

C.  Meyer,  Lehrbuch  der  (iennielrie  Tür  Gymnasien  und  an- 
dere Lehranslallen.  3.  ThI.:  Alsebraische  Geometrie.  Trigoaame- 
trie.    3.  Aufl.     gr.  S".     geb.     Mühlheim  a.  d.R.     19  Sgr. 

A.  Stubha,   Lehrbuch  der  Geometrie  filr  Stall tsckulen  und 
Scbullehrer-Seniinare.   4.  Aufl.     gr.  8".     geh.     Leipzig.    27  Sgr. 
Triiranometrie. 

F.  HboM,  Leitfaden  xnni  Unterricht  in  der  ebenen  Trlgono' 
metrie.    gr.  8".     lart.     Nürnberg,     lü  Kgr. 

F.  Kosler,  Knbiktafeln  für  Walzen  und  abgestutzte  Kesel, 
80,     geh.     Brunn-     I  Thlr. 

A.  Sawitsch,  DieAnttendungderWahrsckeinlichkcits-Thea- 
rte  aur  die  Berechnung  der  Beohachtungen  und  gendälisvhen  Met- 
sangen oder  die  Methode  der  kleinsten  Qua<Irate.     Deutsch  beir. 
beitet  von  C.  G.  Lais.    gr.  8.    geh.    Mitau.    2  Thlr.  22  Ngr. 
Astrunouiie. 

Argelander,  F.  W.  A.,  Atlas  des  nrirdlicben  gestirnten  Bini- 
mets  Tür  den  AnTaiig  des  Jahres  1SS5  unter  Mitwirkung  v.  E.  Scbün- 
feld  und  A.  Krueger  nach  der  in  den  Jahren  1852—166-2  auf  der 
kÜDigl.  Universilals-Sternviarte  zu  Bonn  durchgeführten  Unrchmnite- 
rung  des  nördlichen  Himmels  eniHorl'sn  und  im  Namen  der  Stern- 
warte herausgegcb.  10.  Lief.  Bonn.  Fol.  Mit4  lith.  Blhtlern.  3Tbfr. 

O.  M.  Milihell,  The  Astrononiy  nf  the  Bible.  with  a  Kn- 
graphicat  Sketch.     New-Yixk.     12".     2  Thlr.   11  Ngr. 
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f  26sten  Februar  18611  starb  in  Prag  der  verdiente  Prof« 

Jacob  Philipp  Kulik} 

nea  der  ältesteu  ortlentliclien  Mitglieder   der  kiinijji.  böhmis 


ÜBchart  der  \V 


bafte». 


'Öten  October  1863  starb  in  Wysoczan  Wi  Prag 

RndoU  Sknhersky, 

der  beschreibenden  Geometrie   am   polytechnisdien   In- 
ihife  zu  Prag  und  Landtags-Abgeordneter  Tür  Chrudini>Nassaberg, 
'geboren  zu  Opoi'iio  in  Bühmen,  Verfasiser  mehrerer  werthvoller 
jiSchrifteu  über  beschreibende  Geometrie,    orthographische  Paral- 
lel perspective  u.  s.  w. 

AfQ  l-21eD  October  1863  starb  in  Wels  in  Oberüsterrcich 

IHaxlmllian  Ritter  von  Weisse, 

PlofessoT  der  Astronomie  und  Director  der  Sternn-arte  in  Krakau, 
durch  vielfache  Arbeilen  im  Gebiete  der  beobachtenden  und  rech- 
nenden Astronomie,    der    Meteorologie,  des  Magnetismus  u.  s.  n. 
hoch  und  vielfach  verdient.     Sein  neuestes  wichtiges  Werk  ist: 
PoBitiones  mediae  stellarum  liiaruin   in    znnis   Regioniontanis 
Besselio   inter  -f  1^"  ^t    ~t-  45''    declinationis    observatarum,    ad 
Miuin  16'2!i  reductae  et  in  catalngum  ordinatae  auctore  Maximi- 
liftDo  Weisse,  Directorc  qiiondam  speculae  Oracoviensis.    Jussa   ! 
Aeademiae   Imperialis  Petropolitanae   edi   curavrt  et  praefafus  est  1 
Otto  Struve,  speculae  Pulcovensis  Director.  Petropoli.  1863.    4".    ' 
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Und.  Ein  Bericht  ni 
Königreiche  Bühme 
verüffentlicht  von  I 
technischen  Lanilec 
Gesellschaften  Mitglied. 
R.  Besser.    1863. 

Der  hohe  Landesausschtiss  des  Königreichs  Biihm 
im  Sommer  dos  verflossenen  Jahres  den  Herrn  Verfasser  mit 
dem  Auftrage,  die  hedeutenderen  polytechnischen  Schulen  lu 
Dentschlaiiit,  namentlich  jene  van  Hannover,  Carlsnihe  und  Zurk^ 
zu  besuchen,  ihre  Einrichtung  zu  studiren  und  über  die  gemusbln 
Wahrnehmungen  einen  Bericht  zu  erstattet!,  in  wiefern  die  dorä- 
geil  Einrichtungen  bei  der  bevorstehenden  Reorganisiruag  i 
Prager  Polytechnikums  zu  benutzen  und  einzuführen  wären.  D 
ses  Auftrags,  ivelcher  zugleich  vuo  dem  lebhalten  Interesse  dt* 
genannten  hohen  Landesausscfausses  für  die  immer  griisai 
derung  des  polytechnischen  Sludiums  an  dem  schon  lauste 
'  ten  Prager  Polytechnikum  in  der  erfreulichsten  und  nachahmungl' 
würdigsten  Weise  zeugt,  entledigte  sich  der  Herr  Verfasser  tiiot 
bloss  in  der  ihm  angedeuteten  engeren  Ausdehnung  mtl  <ll 
grüssten  Eifer,  sondern  enveiterte  den  Kreis  seiner  Uiitereuetw 
gen  in  so  bedeutender  Weise,  dass  er  in  denselben  die  pnlyl« 
niscfaen  Schulen  in  München,  Augsliurg,  Stuttgart,  Carlsnd 
Zürich,  Hannover,  Berlin  und  Dresden,  ferner  die  lecbntM 
Lehranstalten  in  Paris,  Lyon,  Lüttich  und  Gent,  endlidi  d 
Wenige,  was  England  in  London  auf  diesem  Gebiete  besitiUV 
nahm.  Auf  diese  Weise  ist  aus  dem  ursprünglich  beabsicbU 
kürzeren  amtlichen  Berichte  ein  Werk  entstanden,  welches  ij 
für  sehr  nichtig  halten,  un«!  einem  Jeden,  welcher  an  der  I 
rung  des  polytechnischen  Unterrichts  eben  so  lebhaftes  InteriM 
nimmt  nie  wir,  namentlich  aber  auch  allen  den  Behörden  in  ^ 
verschiedenen  Ländern,  welche  die  Hand  an  die  Errichtung  a 
polytechnischer  Lehrnustolten  legen  wollen,  dringend  und  a 
gentlicbst  empfehlen,  und  nicht  bloss  dem  Herrn  Verfasser,  I 
dem  auch  namentlich  dem  hohen  Landesausscbuss  des  lEitnij 
reiche  Böhmen  im  Interesse  der  Sache  unseren  lebhaftesten  C 
aussprechen,  dass  durch  seine  Aluliiticenz  die  Entstehung  i 
Werkes,  was  gewiss  in  vielen  Beziehungen  sehr  grossen  I 
stiften  wird,  möglich  gemacht  wurde.      Alle  nbeo  genannt« 


^  nterarfsdter  Bericht  CLXtl.  3 

chen  Lehranstalten  sind  in  der  genauesten  und  eingehend- 
'eise  charakterisirt  in  Bezug  auf  Lelirwesen  und  Umfang 
iterrichts,  mit  besonderer  Ritcksiclit  auf  die  an  mehreren 
bestehenden  besonderen  Vorliereitungsechulen  und  mit  aus- 
ler  Angabe  der  Lehrpläne  und  der  Stundenzahl;'  ferner  in 
auf  die,  nicht  seilen  namentlich  aufgefCihrten  Lehrer;  auf 
küler  und  deren  Zahl  mit  liScicsicbt  auf  Konfession,  Vater- 
id  Berufsarten;  auf  die  zur  Aiifretlilhaknng  der  Diücipün 
men  Einrichtungen,  Preisaufgaben,  Beneficien  u.s.w.  Ganz 
ere  Aurmerksamkeit  hat  mit  Recht  der  Herr  Verfasser  dem 
und  Budgcttvesen  gewidmet,  worüber  er  die  daiikenswer- 
Notizen  miltheilt,  die  bei  Einrichtung  neuer  polytechnischer 
I  von  dem  grüssten  Nutzen  sein  irerdeii ;  als  Keispiele 
die  fulgendeu  Zahlen  dienen  : 


rieh; 


\  Einnahme  2I0Ü0O  Francs, 

(  Ausgabe    200200 
rlsruhe:     Eiimahme  86000  Gulden  rhein. 

t  Kinnahme  48620  Gulden  fhein. 
!^"'  i  Ausgabe     46260        „ 

S»n:     (München,  Nürnberg  und  Augsburg  zusammen)  r 
«etabrer  Schätzung  53000  Gulden. 
Men;      ^6000  Thir. 
m:         50000     „ 
mover:    3^2440     „ 

9s  die  mit  den  verschiedenen  polytechnischen  Schulen  vi 
ao  Institute,  »issenschalllichen  Sammlungen  und  Werk- 
ganz  besondere  Berücksichtigung  gefunden  haben,  versteh! 
n  selbst,  und  nicht  geringere  Aufmerksamkeit  bat  der  Heri 
^  den  Gebäuden  und  Localitäten  überhaupt  getvidmet: 
ichtbaalen  der  längst  hoch-  und  vveitberühmten  polytech' 
[Schalen  in  Carlsruhe  und  Zürich  smd  vollständige  und 
Aufrisse  und  Grundrisse  mitgelheilt;  und  »eiche  AnstreQ- 
die  Künigl.  Würtem bergische  Uohe  Staatsregierung 
;  ihrer  polytechnischen  Schule  gegennärtig  macht,  erhellel 
,  dass  die  Kosten  des  neuen  Prachtbaues  einer  polyti 
I  Schule,  ivelcher  jetzt  nach  Egie's  Entwürfen  in  Stutt' 
n  dem  oberen  Theile  der  Stadt,  in  schönster  und  tvi 
astattung aufgeführt  wird,  zu  365000 Gulden,  die  derinneren 
tung  zu  40000  Gulden  rhein.  veranschlagt  sind. 


em  wir  schliesslich  nur  noch  im  Allgonieiueii  bemerken,  dass 
rr  Verfasser  sein  Wck  '"  ^^\\t  z^veckmässiger  und  beson- 
bMicher  Weise  iii   zwei  grös^^re  AblWduiigeii ;    Erster 

fc--  ^" 
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Tlieil*  Beschreibung  der  bedeatenderen  polytechoi* 
sehen  Schulen.  Zweiter  Tlieil.  Allgemeine  Resultate 
und  Vergleicbungen  getbeilt  hat,  geben  mr  nur  unserem  eige 
nen  grossen  Interesse  an  dem  polytechnischen  Unterrichte  ernene 
ten  Ausdruck,  wenn  wir  dieses  buchst  verdienstliche  Werk  Allen 
die  ein  gleich  lebhaftes  Interesse  dafür  beseelt,  nochmals  drin 
gend  zur  Beachtung  empfehlen.  G. 

Adressbuch  der  Grossherzoglich  Badischen  poly- 
technischen Schule  in  Carlsruhe.  Studienjahr  1862—63 
Carlsruhe. 

Wir  haben  tou  diesem  Adressbucbe  der  hoch  berühmten  poly 
technischen  Schule  in  Carlsruhe  alljährlich  eine  kurze  Notiz  ge 
geben  (Literar.  Ber.  Nr.  CXXiVlU.S.  1."*))  und  thun  dies  auch  dies 
mal  sehr  gern,  weil  wir  aus  demselben  entnehmen,  wie  sehr  di( 
genannte  herrliche  Lehranstalt  ihren  alten  wohlerworbenen  Ruhn 
fortwährend  behauptet,  da  die  Anzahl  der  Schüler,  ungeachtet  ii 
neuerer  Zeit  die  Concurrenz  solcher  Lehranstalten  grösser  geworder 
ist,  immer  noch  die  hohe  Ziffer  von  710  aus  34  verscbiedeoei] 
LSndem  erreicht;  und  das  vollständige  Lehrer  verzeich  niss  weist 
deutlich  die  unveränderte  kräftige  Fürsorge  der  hohen  Badischen 
Staatsregierung  für  die  Bliithe  dieser  wichtigen  Lehranstalt  nach. 


Arithmetik. 

Coroplemento  agii  Element!  d'Algebra  per  R  Ru. 
bini.  Napoli.  Tipografia  di  A.  Morelli.  Strada  S.  Se- 
bastiane N.  51.    1863.    80. 

Man  weiss,  dass  schon  Lacroix  seinen  „l^lements  d'Al- 
gebre*-  ein  „Complement  des  Elements  d' Aigebre**)" 
hinzufugte,  und  kennt  den  schonen  „Cours  d'Algebre  sop^- 
rieure*%  Paris,  1854,  von  J.  A.  Serret.  Ein  so  eben  erschie- 
nenes Werk  von  ähnlicher  Tendenz,  welches  wiederum  den  er 
freulichsten  und  schönsten  Beweis  liefert,  welcher  Eifer  und  welches 
grosse  Interesse  gegenwärtig  in  dem  neuen  Italien  dem  Betriebe 
und  der  Förderung  der  mathematischen  Wissenschaften  und  den 


*)  Im    Literar.  Ber.  Nr.  CLIV.  S.  2.  Z.  18.  steht   durch    einen  Drod- 
fehler  irrthümlich  CWllI.  S.  1.  statt  CXLVIII.  S.  ]. 
••)  Auch  in's  Deutsche  übersetzt. 
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UnterTichte  in  densclljen  gewidmet  wiril,  vetfasst  voii  dem  längsl 
durch  viele  scliüne  Arbeiten  bekannten  Herrn  Professor  Raffae]< 
Rubioi  in   Neapel,    liegt  uns  jetzt  vor,    und    wir  beeilen  i 
unsere  Leser  etwas  nüber  mit  demselben  bekannt  au  machen, 

Das  Werk  dient  den  l'n'iber  von  Herrn  R.  Rubini  verfassten 
„Elemenfi  d'Algebra.  V.  edizione",  von  denen  wir  später 
^ne  Anzeige  liefern  zu  können  boffen,  zur  Enreiterung  und  Er- 
gänzung, und  entbiill  also  alle  diejenif^en  Lehren  der  Algebra, 
«reiche  nicht  zu  den  sogenannten  „Elementen"  gerechnet  zu 
werden  jinegen.  Dasselbe  besteht  aus  IG  Capiteln,  die  in  4S  Vor- 
lesungen vertheilt  sind,  und  sein  Gesammt- Inhalt  kann  luglich  in 
drei  Haujitabschnilte  zerlegt  «erden:  Die  XU  ersten  Kapitel  elnd 
der  Theorie  der  Gleichungen  geividmet,  nachdem  im  ersten 
Kapitel  eini<:te  allgemeine  Sätze  von  <leii  Functionen  mit  beson- 
derer Röcksicht  d.'iranf,  dass  eine  Oleiclibeit  (eguaglianza)  öfters 
tn  mehrere  (>leicbungen  (equazinni]  zerfallt,  so  <vie  z.  B.  aus 
i«  +  6/=o'  +  i'i  (wobei  bekanntliih  i  =  V— I)  sich  die  Gleichungen 
a^=a',    b^b'   ergeben;  oder  die  für  jedes  3:  geltende  Gleichheit 

AaX'" ■\' Ata:-"-^  -V  A^x»--^  -»-...  +  A^-\a:  -\A„  —  Ü 

XU  den  Gleichungen 

vl„  =  0,     Ji=0,     A^  =  {i,....A„.-i  =  0,     Am  =  Q 

führt  u.  s.  IV.,  beiviesen  norden  sind,  und  eine  genauere  Thenrii 
der  imaginären  Grössen  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Fi 

r{cost  +  isin() 


I 


upd    der   die  Moduli    lietreffenden    Sätze,    entwickelt   wurden    ist. 
"  e  binomischen   oder    reinen  Gleicliungen  and  die  Wurzeln   aus 
r  Cinheit;    die  allgemeinen  Eigenscbal'leo  der  Gleichungen,  na- 
Ürlich   da»    allgemeine    Pundumental-Theoreni    der    Theorie    der 
icbungen,  dass  nämlich  jede  Gleichung  mindeslene  eine  Wur- 
äel  von  der  Form  p-^-tfi  hat;   die  Elimination  in  grosser  Ausdeb- 
;;    die    Transformation   der  Gleichungen;    die    Auflösung  der^ 
Briseben  Gleichungen  u.  s.  w.  hüben  die  sorgfältigste  Berjjcb^ 
UchtiguDg  gefunden,    und  die  Darstellung  entspricht  den  ueueredl 
iViirderungen    wahrer   malbematiscber  Strenge    und  Evidenz   eebt 
^1,  —  Kap.  XIII.  und  Kap.  XIV.    betreffen    die  Formen  un  ~ 
idIjB  Functionen  im   Allgemeinen   und  den    Algorithmu 
I  xsit  denselben,  also  Vieles  von  dem,   vras  jetzt  in  der  neueren^ 
Matbenialik    eine  besondere  Rolle  spielt  und  eine   besondere  Be?fl 
ijdeiltung  geivonnen  hat.  —  Kap.  XV.  und  Kap.  XVI.  sind  vorzugs4^ 
der    Theorie  der  Reihen   und   ihrer  ConvergenzS 


I 
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der    Entwickeliing    der   Functionen    in   Reihen    (natürlidi 
ohne  Hülfe  der  Differentialrechnung),    den  Producten  mit  un- 
endlich vielen  Factoren  und  der  Darstellung  gewisser 
Kuoctioneu    (%vie  sind*,  coso:,  u.  s.  w.)    durch    solche  Pro* 
dacte.    den    oontuirlichen  Brüchen  und   vielen  anderen 
verwandten    rntersuchungen   gewidmet.  —  Wenn   auch  von 
dem    Herrn    Verfasser  seihst   die    Eintheilung  seines  Werkes  in 
Jtese  drei  Hauptabtheilungen  nicht  streng  festgehalten  worden  ist, 
so  haben  wir  hier  doch  dieselbe  hervorheben  müssen,  um  hei  der 
uns  sseboceiten    Kürxe  mit  muglichster  Deutlichkeit  den  Hauptin- 
halt  und   die  Teudenj  des  Werkes  unseren  Lesern  zur  Anscbaa- 
Ulli:  SU  briui^e».     Noch  nSher  auf  den  Inhalt  einzugehen,  verstattet 
Ulis  der   beschrlnkce   Kaum   nicht:    wir   können   aber   versichero, 
duss  Jioses    Werk    einen    reichen   Schatz    höherer    algebraischer 
L«riiiV(t  in  einer.  Klckjsicbclrch  der  Strenge  und  Eleganz,  den  neae- 
rt^u  A  iiorrienifi;;e»   eüCsprecbenden   Darstellung   enthält,   so  dass 
iasstribe  .lis  Jic  neuere  bC-here  Algebra,  so  weit  dieselbe  nament* 
\\Kh  :ii    ie*t  lk"e«s  ies  höheren  mathematischen  Unterrichts  gebort, 
■-«(»i-;iscii(ti>fitä    becrtobrec  werdea  kann.     Da  die   deutsche  mathe- 
'uaiis«.'iie  £iter;i;ur  ^\n  Jhrtiicbes  Werk  unsers  Wissens  noch  nicht 
.icsit/.t.    >i>  :nii*stfti   *v'r   Jasselb^  wiederholt  zur  Beachtung  drin- 
401  id  <*iH(.*iehie(i .  jod  't  'Jr-i^n  selbst  seine  Verpflanzung  auf  deut- 
>coc<i  bKiuc«!  viiii'va  <fi(i<;  l  eövfr^MC^iio^  oicht  unzweckmässis  finden, 
>*tfiiiiohr    \\t  ^i*^l^f  b'^r^ju^utf^  UBserer  Literatur  halten. 


Icöoi  <;r^i.x.i  s  V 'rdleostliche  Arbeiten  Ober  hyperbolische 
b\An<iioii^ii  ufivi  aesseo  i:?  oen  Schriften  der  natnrforschen- 
.iv.i  ^>osoII*cb.t:t  »ti  DjLctfic.  Sechsten  Bandes  viertes 
Mc  t  P^uai^.  IH^.  *'\  ecschiesene  Tafeln  ist  schon  im  Ar- 
chr*  ibl.  WWnU  S.  iS.  jLusfilhrtich  berichtet  worden.  Wir 
irc«<**  ü»-*  jlKr.  U9s«re^:i  Lesern  än^ei^ren  zu  können,  dass  diese 
lu.'ciii  >•>  ctK-.*  s*br  ernreiteTt  und  verrollkommnet,  zugleich  in 
>o.*ii  l>v'm**.i<v:ü  Fw»rM^:,  auf  schMcem  Papier  schon  gedruckt,  er- 
^chtou^a  siiid .    utiter   fönendem  Titel: 

l\»:oIi  für  saiaruiliche  tri^.^noraetrische  Functin- 
,011  ^ct  CNcliseheu  und  hyperbolischen  Sektoren.  Von 
.1,  b  \V  iU.^uau,  Professor  und  Oberlehrer  an  der  Real- 
x^)^  *ic  fi«  St.  Johann  in  Danzig.  Danzig.  Druck  von 
V.  \\     bkAÜMU.UMi.     1>^1     gross  SV 

IhiWb^u  bilden    auch  das  Erste  Heft  des  ersten  Bao- 

oa^  äci  Neue«  KoUo  der  Schriften   der  naturforschefl- 

Ue.ss^kUchaft   in  Oaniis.   welche  sich  durch  Pohlication 


tJirtarOtiet  iBnUt  €UI1 


dtcMr  neuen  Tafel i 
iHiiisl  erworben  bal,  da 
oß  ungerirucbt  lileib«n    i 
Den,  sehr  zvrecki 
ÜDeriisain  luacbeo. 
juere  Trübere,  rorher 

,  lioffen  aller  späler  a^  Am 
[^afeln  zurücIciobonMCS,  <•«■■ 
Hau  mit  denseiben  »crfe»  kfc 


)  nacbrolgende,   a^  AU 
^JD  Italien  erscbicaeaer  Tai 
Functionen  thälea   wir, 
,  und  weil  dieiielbea  aach 
lie  Reirsamiieit  in  Itafiea  fia 
I  lueeelben  besnnder«  hititreisaBd, 
f  unserer  Kenatnies  j^i  liii^ia  ■ 


TATOCE 

DEI    LftGAMTSI 


utn  (BCiun  » 

DAX.  HnrcsE 


ORK  DI   ALG&SaA   K  1 

pTB  Dl  IJU  SCI 
I  m  m  GRI  BlUl  !TI 


Pmz4  lt.  Lin:   ' 


Dirigersi  a  Pisa  airAat«««   Pr«(.  ftaw«4«  Vntf 
o  ai  Libraj  81n>  VW.  Xlatrl  c  Lald  «hm 
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Veuiüez  agrder,    Monsieur  le  redacteur^    Tassurance  de  mes 
sentiments  devou^s  et  respectuenx. 

E.  Proubet. 
Paris  le  28  Oetobre  1863. 


Sehr  gern  habe  ich  dem  Wunsche  des  von  mir  hochgeach- 
teten jetzigen  Herausgebers  der  ^^Nouvelles  Annaies  de  Ma- 
th^matiques'S  des  Herrn  E.  Proubet  in  Paris,  durch  sofor- 
tigen Abdruck  des  vorstehenden,  gutigst  an  mich  gerichteten 
Briefes  entsprochen,  durch  welchen  die  grosse  Achtung,  die  ich 
dem  durch  ausgezeichnete  Arbeiten  schon  so  vielfach  verdienten 
Herrn  Proubet  längst  gezollt  habe,  nur  erbübet  werden  konnte; 
denn  in  Fehler  kann  Jeder  verfallen,  und  kaum  darf  sich  wohl 
Jemand  rühmen,  dass  ihm  dies  niemals  begegnet  sei.  Indem  ich 
mich  nur  noch  für  verpflichtet  halte,  die  beiden  folgenden,  in 
derselben  Angelegenheit  schon  früher  vom  Herrn  Professor  und 
Director  Dr.  Strehlke  in  Danzig  gütigst  an  mich  gerichteten 
Briefe  hier  abdrucken  zu  lassen,  bemerke  ich,  dass  ich  diese 
Sache  jetzt  durch  den  obigen,  auf  eine  in  jeder  Beziehung  höchst 
achtbare  Weise  gütigst  an  mich  gerichteten  Brief  des  Herrn  Prou- 
bet, als  ihren  besten  und  vollkommensten  Abschluss  erhalten 
habend  betrachte,  so  dass  von  derselben  fernerhin  im  Archive 
keine  Rede  mehr  sein  wird  und  darf 

Danzig  den  23.  October  1863. 

Hochgeehrter  Herr  Professor! 

Es  ist  mir  unbegreiflich,  wie  die  unrichtigen  Formeln  für  das 
in  einen  Kreis  beschriebene  sphärische  Viereck  (S.  441.  des  vier- 
ten Heftes  Tbl.  40.  Ihres  Archivs)  sich  einschleichen  konnten,  da 
Ae  richtigen  Lexeil'schen  durch  Ihr  Wörterbuch  Tbl.  S.S. 878. 
und  S.  879.  seit  längerer  Zeit  verbreitet  sind.  Dort  ist  von  Ihnen 
nachgewiesen,  dass 

*       ,^       m    I     s»n  (^-^J  .sin  \^)  .  sm  \-^)  .sm  (^-^  j 

tangJF=\/     ^ j^^^ ^^^736X 7?=^' 

cos  5  •  cos  (  — s —  )  '  cosi  —fT—  I  •  cosi  — „—  I 

a-f6-Fc-frf  =  2s 

Auf  S.  878.  stehen  die  richtigen  Formeln  für  sin^^  und   cos^^. 

Ihr  ergebenster  F.  Strehlke. 


t-. 


T^ 
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Danzig  den  37.  Octnbef.J 
Hocbgeohrter  Herr  Professor! 
In  BezuE!  auf  mein  letztes  Sclireibeii  bemerke  ich,  i 
bet's  Irrtbum   im  Vorzeicben  vielleicht  in  foli^oder  Wei 
gefunden  bat.     In   meinem  Aufsätze  Sber   die  Fläche  ( 
sehe»    Vierecks  (Arcbiv  Tbl.  35.  S.  111.)    ist    nacbgetrieseiir' 
die  Pläcbe  des  sphärischen  KreisTierecka  folgende  Kelation  b 


i(co8a-hcoB&4-<; 


5C  +  < 


.Srf) 


co.n  +  co 

6  +  co.c+co.rf=K, 

C„|   .CO. 

sin  ^  •  Sit 

g.  S1115  -  siBj  =A; 

K-4W 

n  au.   co.äF= 

-     4« 

'8-2  ■ 


l-lSi 


Aus  der  unricbligeu  Formel  für  die  tg.  der  Fläche  des  s 
Kreis«ierecks,  das  wir  mit  F'  bezeichnen  n-ollen,  ergiebl  sieb: 


sphSnubn  I 


coBiF'-j^^j^ 


tan^ir      -  ^M^m\K 

Man  »iebt  also,  dass  nur  das  BDrichtigc  positive  Zi 

im  Nenner  statt  des  negatiren  die  Formel  unrichtig  gern 

Ibr  ergebenster  F.  Strehlld 


^^H     mg. 


Das  in  dem  ersten  der  beiden  vorstehenden  Briefe  gflt)S'^ 
Erträhnte  bat  allerdings  seine  vüllige  Richtigkeit :  dass  ich  bei  Gele- 
genheit des  Kambly'scben  Aufsatzes  nicht  auf  meine  eigene 
frühere    Arbeit   verwies,    geschah    deshalb,    weil   Herr  Professor 

bly  dies  nicht  gethan  hatte,   und  ich  in  solchen  Fällen  n 
nigcr  gern  auf  Eigenes  hintrebe,  sondern  die  Sache  liebet  ib(< 
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higen  weiteren  Verlauf  nehmen  lasse,  der  meistens  am  bestär 
E  eiaem  gedeihlichen  Ende  führt,  wie  dies  ja  auch  nun  bei  die- 
r  Angelegenheit  der  Fall  genesen  ist.  Daher  nur  noch  Herrn 
.Strehlke  meinen   besten  Dank! 

nvald,  den  14.  November  1803. 


Tetraedrometrie. 


die- 

1 


traedrometrie,  von  Dr.  Gustav  Jnnghann.  Zwe 
rThcil.     Die  Fckenfunctlonen  in  Verbindung  mitLSi 

,  Flächen-  und  KiirperBrössen.     Mit  2  lithographi; 

lafeln.  Gotha.  E.  F.  Thieneinann.  18t)3.  VII.  un 
IS.    8". 

Dem  ersten  Theile  dieser  vorzüslicben  Arbeit,  von  der  icl 
im  XXXIX.  Bande  des  Archivs  eine  kurze  Anzeige  gegeben  habe, 
ist  nun  der  zweite  Thei!  binnen  Jahresfrist  gefolgt.  Während 
jener  die  Aufgabe  hatte,  die  Eckenfunctionen  in  die  Rechnung 
einzuführen,  deren  Grundeigenschaften  und  die  Beziehungen  auf- 
zufinden, welche  zwischen  den  verschiedenen  Eckenfunctionen 
8talt  finden,  werden  in  diesem  Theile  die  vielfachen  Verbindungen 
nachgewiesen,  in  welche  sie  mit  Längen-  Flächen-  und  lfi>rper> 
grossen  gebracht  werden  können,  und  die  verschiedensten  Anwen- 
dungen auf  die  Auflösung  von  Aufgaben  gemacht,  denen  solche 
Grossen  zu  Grunde  liegen.  Auf  diese  Weise  wird  nicht  bloss 
eine  noch  deutlichere,  ich  möchte  sagen,  anschaulichere  Einsicht 
in  das  Wesen  der  Eckenfunctionen  erhalten,  sondern  man  wird 
häufig  durch  die  überraschende  Einfachheit  der  Entwickelung  und 
die  Durchsichtigkeit  der  Resultate,  die  auf  anderem  Wege  nur 
ein  unübersehbares  Conglomerat  von  Formeln  darbieten,  vollstän- 
dig überzeugt,  dass  die  Einführung  der  Eckenfunctionen 
als  selbständigen  Rechnungselementes  in  die  geflammte 
Geometrie  dreier  Dimensionen  ein  wesentliches  Ei- 
foiderniss  der  geometrischen  Rechnung  gewesen  ist, 
und  einen  Fortschritt  bedingt,  den  man  ganz  dem  Verfasser  zu 
verdanken  hat.  Da  es  an  dieser  Stelle  unmöglich  sein  dürfte, 
ofane  zu  tiefes  Eingehen  in  die  Bezeichnungsweise  einen  auch  nur 
aDgeniiherfen  Begriff  von  dem  Rei«hthume  der  Resultate  zu  geben, 
80  will  ich  nur  zwei  Sätze  hervorheben,  um  nachzuweisen,  was 
ich  unter  der  erwähnten  Anschaulichkeit  verstehe.  Erinnert  man 
sich,  dass  a,  b,  c  die  Seiten,  u,  ß,  y  die  Winkel  eines  sphäri- 
schen Dreiecks,    oder  der  ihm  am  Kugelcentrum    entsprechenden 


i 


LUerarUchtr  Uerichi  CtXIl. 


Bclce  bezetchßen ,  die  Grüssen 

tnYßiaa^'lII  nod 


tsina  =  2P 


^ 


gesetit,  Ulli]  reiip.  Eckeu-  oder  ZT-einuB,  und  polarer  Eclcen-  odei 
>*-6inus  getianiil  worden  sind,  wobei  also  2P  der  Expaaent  de> 
Verbältnisaes  einer  von  dem  Eekenruuroe  glcichsclienktig  abge- 
dchtnsseneii  Pyramide  zu  der  rechliviDkligen  gteiehschenidigeii 
Pyramide  von  gleicher  Seite,  und  211  dasselbe  lör  die  Polarecke 
bedeutet,  so  finden  sich  bereits  im  ersten  Theile  p.  4i.  die  lHi> 
den  buchst  eleganten  Satze: 


^ 


Von  vier  Sirablen  im  Räume 
einen  als  BezugssIrabI  geiioin- 
meii,  ist  die  algebraiscbe  Summe 
der  Producte  aus  dem  P-sinus 
der  Eciie  je  dreier  und  dem  Cosi- 
nus des  Winkels,  den  der  Ge- 
genslrahl  mit  dem  Bezugsatrahio 
inacbl.  Null.  In  dieser  algebrai- 
schen Summe  haben  die  P-sinus 
je  zweier  gegenliegenden  Ecken 
gleiche,  die  P-sinus  je  zweier 
gleichliegenden  Ecken  entgegen- 
eesetete  Vorzeichen. 


Von  vierEbeacn,  eine  alsSe- 
zugsebene  genommen,  ist  die  al- 
gebraische Summe  der  Prodade 
aus  dem  il-sinus  der  Ecke  ja 
dreier  und  dem  Cosinus  des  Win- 
kels, den  die  Gegenebene  mit  der 
Bezugsebeiie  macht,  Null.  Es 
werden  dabei  diejenigen  EctceD 
und  Winkel  der  Ebenen  versttn- 
den,  die  von  einem  Punkte  bo- 
strahlt  »erden.  In  dieser  &tge- 
braiscben  Summe  haben  die 
J7-siiju6  je  zweier  gegeuweadigen 
Ecken  gleiche,  die  il-sinus  jt 
zweier  gleich  wendigen  Ecken  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. 


Und  p.  89.  und  p.  dl.  des  ersten  Theils  sind  zwei  ganz  äbnlicbe 
Sätze  hinsichtlich  eines  Systems  von  Tünf  Strahlen  nnd  dneB 
Systems  von  fünf  Ebenen  aufgestellt,  welche  auch  die  beiden  an- 
gefChrten  mit  umfassen.  Diesen  Siitzen  wird  iNiemand  eine  groSM 
Eleganz  absprechen.  Aber  in  viel  anschaulicherer  Weise  tritt  Oiw 
die  Eckenfunction  gleich  zu  Anfang  des  zweiten  Theiles  (p.  1.) 
In  dem  Satze  entgegen:  „Am  Parallelepipedon  verhalten  sich 
eine  Diagonale  und  die  drei  mit  ihm  in  einem  Punkte  zusammen» 
Hlnasenden  Kanten  «u  einander,  wie  die  P-sinus  der  durch  die  je 
drei  anderen  bestimmten  Ecken."  Durch  diesen  Satz  wird  H 
lüglich,  die  Aufgabe  von  der  Transformation  der  Co- 
itrdinaten  im  Räume,  welche  auf  trigonometrischem  Wege  be- 
lltnutlich  nur  nach  ziemlich  weitschweifigen  Formeln  ausfahrbar 
bl.  uuf  die  einfachste  Weise  zu  Itisen,  und  man  ist  sehr  erfreut 
fat  ileu  Co<-fficienten  der  ursprünglichen  Coordinaten  nichts  Aode- 
**»  aU  Torhältiiisse  von  Eckcnfunctienen  zu  erkennen. 


Liternrlscher  Beruht  CLXIl. 


U 


■Wl 


iDa  es  Dicht  tbunlicb  ist,  von  allen  Unters uchuagen  dieses 
Dien  Theiles  iiler  eine  Uebersicht  zu  geben,  so  will  ich  nur 
i  Einzelnes  besonders  aurmerksam  inachen.  Das  12.  nnd  das 
R-Capitel  (der  Verfasser  zählt,  des  bequemen  Citirens  halber, 
bitel  und  Puragraphen  foni  ersten  Theile  ireiter)  beschäftigen 
1  sehr  anziehender  Weise  mit  den  „Moduln  des  Tetraeders." 

L(vie  man  iiäinticb  die  Verballnisse    - —   und   -; —  resii.  fürdas 
W  sinrf  B\ua        ' 

ibe  und  sphariscbe  Dreieck,  Verbältnisse  also,  die  ffir  ein  und 
elhe  Dreieck  conslant  sind,  nenn  man  diese  beiden  ßestim- 
jsstücke  durch  Kwei  andere  derselben  Art  ersetzt,  die  zu 
piS^er  dieselbe  Beziehung  haben,  „Moduln''  jener  Dreiecke 
dint  hat,  so  nennt  der  Verfasser  „Klodulus  des  Tetrae- 
m"  jede  Combination  von  Bestimmungsstücken  desselben,  ffelcbe 
"  Ibren  Werth  nicht  ändert,  wenn  sämmtlicbe  Beslimmungsstücice 
dorch  andere  ihnen  gleichartige,  zu  einander  in  derselben  Bezieh- 
ung stehende  ersetzt  werden.  Dass  sich  am  Tetraeder  zahlreiche 
Combinatjonen  von  zvrei  bis  fünf  Bestimmungsstücken  finden, 
weichein  Beziebungaufdas  Tetraeder  ähnliche  Eigenschaften  haben, 
n-ie  die  Moduln  des  Dreiecks,  lassl  sich  cnvarlen.  Aus  den  ge- 
genseili^en  Beziehungen  und  den  Eigenschaften  der  Moduln  erge- 
ben eich  aber  SStze,  «welche  nicht  bloss  an  sich  anziehend  sind, 
sondern  auch  die  Grundeigenscbaflen  der  Eclcenfunctionen  selbst 
klar  dar1e;;en,  als  worauf  der  Verfasser  mit  Recht  prösseres  Gc' 
wicht  legt,  .^Is  auf  jene  einzelnen  SStze.  Beispiels  halber  will  ich 
folgenden  Satz  (p.  Cl.)  anführen:  „Iro  Tetraeder  verhalten  sich 
die  vom  Scbwerpuncte  nach  den  Eckpuncten  gezogenen  Linien 
wie  die  /'■sinus  der  durch  die  je  drei  andern  bestimmten  Ecken' 
woraus  dann  »vieder  der  Satz  folgt:  „Vier  Kräfte,  am  Schwer- 
puncte  eines  Tetraeders  in  der  Richtung  der  nach  den  Eckpunc;. 
ten  gezogenen  Linien  wirkend,  sind  im  Gleicbgcnicbt, 
den  vier  Linien  proportional  sind." 


Zuletzt  muss   ich   noch   der  Untersuchungen  des  14ten  Capi- 
tels  erwähnen.     Bekanntlich  hat  Carnot  in    seinem    „Memoire 
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tives  de  cinq  points  pris  arb  itrairement  dans  l'espace. 
Paris  IS(KJ"  die  Aufgabe  aufgestellt,  durch  sechs  gegebene  Be- 
•timmungKstiicke  eines  Tetraeders  jedes  geforderte  siebente  aus- 
ndrückeii.  Er  hat  darin  eine  Reihe  tetraedrischer  Aufgaben  ohnj 
Telraedromolrie  geb'ist,  d.  h.  er  hat  WiDkelfunctlnnen,  aber  r 
Sckenfunctionen  benutzt.  Hierdurch  haben  seine  Äuflüsangen  i 
weilen  eine  fast  unnbersebbare  Weitliiußgkeit  erballen,  eine  gf^ 
grosse,    dass  er  selbst  es  häufig  fiat  aufgeben   müssen. 
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snltatG  wirklich  darzustellen.  Der  Verfasser  bat  nnn  dieselben 
Aufgaben,  und  noch  mehrer«  hierher  gehörige  Jasu,  auf  seinei 
telTaedromelrischen  Wege  gelüst.  Vergleicht  man  nun  seine  Rfr 
»ultate  mit  den  ron  Carnot  gegebenen,  so  ist  man  nicht  bloM 
äberrascbt,  da  Einrachheil  und  Debersichllicbkeil  zu  linden,  wo 
man  dort  durch  eine  Ueberfülle  mathematischer  Ausdrücke  ei^ 
drückt  wurde,  sondern  man  wird  von  Neuem  und  vollständig  iil»^ 
zeugt,  dass  die  hier  eiogeschlagene  Methode  die  ^achgemSsse 
und  einzig  zulSsstge  ist,  da  sie  die  geometriscbe  BedeulunS 
der  gewonnenen  Resultate  kennen  lehrt.  Uie  Carnot'eche  AnF- 
lüsung  der  XXVI.  Aufgabe,  z.B.:  „Wenn  von  10  Linien,  die  S 
im  Räume  gegebene  Punute  verbinden,  9  gegeben  sind,  die  lOta 
en  finden",  ist  in  einer  Gleichung  von  130  üliedern  eDlfaalten. 
Welcher  Herkules  kann  diese  moles  beivälligen?  Herr  Dr.  Jung- 
bann  dagegen  hat  aus  seiner  Auflösung  das  liesullat  gezogen: 
„Für  itinf  beliebige  Puntle  im  Räume  und  die  dadurch  bestimm- 
ten fünf  Tetraeder  ist  die  doppelte  Quadratsumme  der  Producle 
aus  jedem  der  fünf  Tetraeder  und  dem  Budius  seiner  umschrie- 
benen Kugel  gleich  der  Summe  der  Producte  aus  jedem  Tetra- 
eder und  der  Summe  der  Producte  aus  jeder  seiner  CenlralpjTS* 
miden  und  dem  Quadrate  derjenigen  Kante,  welche  mit  derselben 
a  Puncl  gemein  hat." 


Noch  ein  Wort! 
sollen,  auch  diesen  i 
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Ich  hätte  vielleicht  billig  Anstund  nehaea 
veiten  Theil  des  Werkes  meines  Freundes 
anzuzeigen,  da  er  in  der  Vorrede  dem  Danke,  den  er  seinen 
alten  ehemaligen  Lehrer  schuldig  zu  sein  glaubt,  einen  so  ben- 
lichen und  mich  allerdings  hoch  erfreuenden  Ausdruck  gegeben 
hat.  Wer  mich  nicht  kennt,  könnte  meinen,  ich  habe  unmllkSr- 
lieh  des  Guten  und  Rühmlichen  zu  viel  ron  dieser  Arbeit  gesagt. 
Aber  es  giebt  ein  sehr  einfaches  Mittel,  sich  vom  (iegentheil  iQ 
überzeugen.  Man  nehme  das  Buch  zur  Hand  und  atudtre  es,  und 
mau  wird  hoffentlich  finden,  dass  mein  Urlheil  gerecht,  ja  nriD 
Lob  fast  zu  reservirl  gewesen  sei  *). 

Bremen.  H.  F.  Scherk. 

*)  Ich  habe  dnn  ton  niTr  hortigcavliteten  Iltrrn  Profcsaor  Suherk 
:(ioders  auffnrdcra  laiacu,  aich  auch  der  Anzcijjrc  dca  zn-eiten  Thtfll 
„TelracdrnniGlrie''  gefnliii-st  zu  untErziehcn,  iinil  kann  oed 
gelben  hier  nnr  meinFD  an f richtigsten  Uanb  DUssprechea,  itM 
frcundlivliater  Weise  Dacfa^ckfinimen  ist;  WMH  dia 
n  iillen  Zeilschrificn  in  dio  Ilänilc  solcher  Hiusr 
ürdu  sie  nfl  liesser  beratheii  sc-in.  Gmovrl.      ^ 
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Astronomie. 

Ple  PriDcipieti   der   astronnmischen    instrameD 
on    Dr-  Philipp  Carl,    PriFatdocenten    der  I 
\iU  MQnchen.      Mit    15   litliograpbirten   Tafeln 
[^Bgen.     Leipzig.     Voigt  &  Günther.     1863.     S«. 


r  Herr  Verfasser  hat  t 
I  empfehlenden  Werke 


1  ilieeem  reclit  sehr  zur  Beach- 

ankenstverthe  Aufgabe  gestellt, 

i  Instrumente  zu  beschreiben,    wie  dies   schon  in 

ftverdienstliclien  Schriften  geschehen    ist,    sondern  vielmehr 

^incipien  zusammenzustellen,  uelche  sich  auf  die 

Itnction  der    astronomischen   Instrumente   im  All- 

nieutlich  auf  die  der  einzelnen  Theile 

Ulren    beziehen.     Wir  haben    diese  Aufgabe  vorher  eine 

prerthe  genntint,   und    ivtederholen  dies  nochmals,    indem 

Ausführung  betrifft,    derselben  nur  unseren  Beifall 

,    mit  bereitwilliger  Anerkennung    der  mannigfache» 

ielabnni;,  «eiche  wir  aus  dem  Werke  geschupft,  und  des  Inter- 

niit  irelchem  irir  dasselbe  gelesen,   wobei  wir  auch  seiner 

L  sehi  schiinen  äusseren  Ausstattung,   die  bei  einem  solchen  Werke 

I  flicht  ohne  Bedeutung  ist,  unsere  besondere  Anerkennung    auszu- 

nicht  unterlassen  können.  Sehr  gute  Sachkenntniss.wiesie 

PnUKntlich  an  einem  Orte  wie  München  erworlien  werden  konnte, 

I kochtet   überall   hervor,    und  Herrn  Professor   Lamont  gebührt 

mk    fi'ir  die  grosse  Liberalität,   mit  welcher  er  dem 

wrrB  Verfasser  sechs  Jahre  lang  den  Zutritt  zu  den  Instrumenten 

[^  MOochcner  Sternwarte   gestattete   und    demsellien   überall  mit 

I  Rathe  unil  seiner  langjährige»  Erfahrung  zur  Seite  stand; 

ItDustellung  ist  kurz,  aber  deutlich,  und  lässt  wesenfliche  Punkte 

I  irgendwo  unerörtert.     Der  Hauptinhalt    ist    folgender: 

Blung>  —  Erster  Abschnitt.   \~on  der  Asenben-egung,  — 

T  Abschnitt.  Von  den  Kreisen.  —  Dritter  Abschnitt. 

^nrohr.  —  Vierter  Abschnitt.     Hülfsmittel  zur  genauen 

lang   des   Fertirohra.    —   Fünfter    Abschnitt.     Von  der 

irung  einzelner  Theile  der  ustronomiacheu  Instrumente  zum 

I  der  Aufhebung  nachtheiliger  Wirkungen  der  Schwere.  — 

Pecheter  Abschnitt.     Von  den  Libellen.  —  Siebenter  Ab- 

Von    den    Mikrometern,     welche  Kur   relativen  Ortsbe- 

mung  dienen.  —  Achter  Abschnitt.    Von  den  Colliniatoren 

■dem    künstlichen    Horizonte.  —   Neunter  Abschnitt.     Die 

izen  Instrumente.  —  Anhänge.   Bemerkungen  über  die  beiden 

traoomischen  Instrumenten  vorkommenden  Schrauben.    ^  erzeich 
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der  liedeutendsten  Verfertiger  astronomischer  InsIrnrnBnti. 
Literatur  der  Mikrometer  nach  alphabetischer  Reibenfolge  dct 
Antoren.  —  Man  siebt  aas  dieser  Inhaltsangabe,  ivie  der  Herr 
Verfasser,  seinem  Zwecke  gelreu,  sein  Augenmerk  überall  aaC 
das  Allgemeine  zu  richten  bemühet  war,  und,  den  Wcrth  dEi 
Werkes  und  seine  Brauchbarkeit  fi'Ir  manchen  neniger  Kundieeu 
erhöhende,  literarische  Notizen  sind  in  reichlichem  Maasse  liaif«- 
geben.  Die  Angabe  einer  nicht  geringen  Anzahl  praktischer  He* 
Ihoden  und  Handgriffe  maclien,  ansser  seinem  Inhalte  im  AI^ 
meinen,  auch  für  jeden  Verfertiger  astronomischer,  geodätischer, 
BOTvie  mathematischer  Instrumente  überhaupt,  das  Werk  noch  be- 
sonders interessant  und  iviufitig,  welches  wir  daher  nochmalg  zur 
atlgemeinsleii  Beachtung  recht  sehr  empfehlen. 


Astronomische   Preisaufgalie 

der  k.  Akademie  der  Wiesen  Schäften  in  Wien. 

(AuEgescli rieben  um  30.  Mai   1863.) 

nie  soc;enaDnte  Eigenbewegnng  der  Fixsterne  Ist  bisher, 
schöne  Arbeiten  wir  auch  auf  diesem  Gebiete  besitzen,  immer  not 
sporadisch  üod  in  Verfolirun^  specieiler  Zn'ecb«  behandelt  wutden; 
wir  sind  noch  weit  entfernt  von  demjenigen  Zustande  dieses  Thei- 
les  der  praktischen  Astronomie,  der  es  auch  nur  erlauben  wfiidSi 
iu  der  Mehrzahl  der  vielen  Fälle,  wo  wir  eine  genaue  Fixstern- 
position  aus  älteren  Beobachtungen  abzuleiten  nüthtg  haben,  di6> 
selbe  mit  Sicherheit  herzustellen.  Da  nun  andererseits  an  da 
Katalogen  von  Bradtey,  Piazzi,  Argelander,  Taylor,  Rfin- 
ker,  Satitini,  Johnson  u.  a.  werthvolle  und  sehr  umfangreicbe 
Materialien  für  solche  Untersacbungen  vorliegen,  so  bat  die  mathe- 
matisch-naturwissenschaflliche  Classe  der  kaiserlichen  Akademie 
der  Wissenschaften  beschlossen,  einen  Preis  von  200 Stück  Ick. 
österreichischen  Müuz-Ducaten  ffir  die  Lösung  folgender  Pitäa- 
frage  auszuschreiben : 

„Es    ist    ein    möglichst   volletäiidigefi    Verzeichnis»  TW 
thuniiebat  genau  bestimmten  Eigenbewegungen  der  Pix- 
sterne  in  einer  (3t  praktische  Zwecke  angemftssenen  An- 
ordnung zu  verfassen." 
Der  Einsendungstermin  ßir  die  bezüglichen  BewerbungsschtU- 
len  ist  der  31.  Deceniber   1865.      Die   Zuerkeonung    des    Preiste 
lindel  in  der  feierlichen  Sitzung  am  'M.  Mai  lfm  statt. 


Utefartstha-  Bt»i0»f  ^cCXfi. 
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PLelirIluch    der   Physik    zum  liebraucfae   bei  Vorl 

"jen    lind    tum    Selbstunterrichte   von   Dr.  W.  Ei 

,  Grossherzogl.  liad.  Geh  eimera t he  und  Profe 

i  Physik    an    der  pol-ytechnischen    Schule    iti  Carls- 

u.  B.  w.     Neunte    verbesserte    und    vermehrte  Auf- 

Mit  709  Hobschnillen.     Stuttgart.     J.  Engelhor».: 


Fnoch  sini]  uicht  ganz  drei  Jahre  Ferflossen,  dai^s  irir  das  Ver>^ 
rfSgen  hatten,  die  u<:hte  Anf1a<ro  dieses  ausgezeichneten  und  weit 
verhreiteleti  Lehrbuchs  der  Physik  im  Literar-  Ber.  Nr,  CXXXVI. 
S.S.  anzuzeigen,  und  es  isE  diesem  so  baldige  Erscheinen  der 
vorliegenden  neunten  ,  nieder  vielfach  verbesserten  und  vermehrten 
Auflaße  der  he)>te  und  deutlichste  Reweis,  dass  sich  das  treffliche 
Buch  nicht  bloss  In  der  Cunst  des  Publikums  zu  erhalten,  son- 
dern diesellie  sich  in  inuner  hidierein  Grade  zu  erwerben  vorstan- 
den hat.  Was  wir  a.a.O.  zur  aligGineineren  Charakterisirung  des 
Werkes  gesai^t  haben,  gilt  vnn  der  vorliegenden  nennten  Auflage 
natürlich  ganz  in  derselben  Welse  und  braucht  hier  nicht  H'ieder- 
hoH  zu  werden,  wenn  wir  uns  auch  nicht  versagen  kiinnen,  noch- 
maU  hervorzuheben,  diiss  in  diesem  ßuche,  —  und  namptlllich 
auch  in  dieser  neuesten  .Auflage,  —  die  elementare  Mathematik 
fiberall,  wo  es  nülhig  war.  eine  sehr  aweckenlsprcchende  Änwen- 
Aaog  zur  Begründung  der  hetreffenden  physikalischen  Lehren  ge- 
funden bat,  ohne  jedoch  in  sE^hr  verständiger  und  umslcbtigci 
Weise  die  in  einem  Werke  von  dieser  Tendenz  notbivendig  zu 
steckende  engere  Gränze  zu  (ibersclireiten.  Dass  ausserdem  das 
experinien teile  Clement  überall  die  ausgedehnteste  und  umfas- 
sendste Berücksichtigung  mit  der  ausgebreitetsten,  —  in  dieser  Aus- 
dehnung scltennn  —  Sachkennlniss  gefunden  hat,  bedarf  bei  einem 
Buche  von  solcher  Verbreitung  natürlich  eigentlich  gar  nicht  noch 
einer  besonderen  Bemerkung,  indem  wir  jedoch  gern  hervorheben, 
dass  auch  die  neue  Verlagshandlung  durch  sehr  gute  und  deut- 
liche Uotzschnitta  sehr  zur  wesentEichen  Förderung  dieser  Seite 
des  Werkes  beizutragen  sich  bemühet  hat,  so  wie  auch  der  Druck 
allen  billigen  Anforderungen  vollständig  cntapricht. 

Wie  sehr  der  Herr  Verfasser  bemüht  gewesen  ist,  rücksichtlich'l 
der  Vollständigkeit  seines  Werkes  allen  Ansprüchen  zu  geoägeDiC 
und  den  neuesten  Fortschritten  der  Physik  nach  allen  möglichen] 
Seiten  und  Richtungen  hin  zu  folgen,  geht  schon  daraus  seh 
die  Augen  fallend  hervor,  daes  in  der  achten  Auflage  die  Zahl  I 
der  Holzschnitte  665  betrug,  in  der  neunten  Auflage  dagegen  sich! 
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09  erhebt,  so    dass    also    <liese   Auflage  44   Holz« 
mehr  al9  die  vorhergehende  cnthült;    und  in  /1er  Tb»t  zeigt  dera 


auch  dem  Kundigea  schor 
Verfasser  echiverlich  irgend  ein 
entgangen  sein  dürrte,  äo  duss 
dahin  auszusprechen,  dass  die; 
—  für  die  Zwecke  des  phyeil^alis 
der  heuligen  Physik  rcpr 
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Blick,  dass  dem  Herni 
Thatsacbe  von  einiger  Bedeutting 
vir  nicht  anstehen,  unser  Urtheil 
:s  Buch  als  in  mDglichstcc  Kant 
len  Unterrichts,  —  den  Zustand 
entiteud  betrachtet  werdes 
und  daher  auch  in  dieser  Beziehung  iedenfalls  die  grüsste 
Empfehlung,  weiteste  Verbreitung  und  snrgl^Jtigste  ßeachtui 
dient.  Viele  EinKelnheifeii  hier  anzuführen,  gestattet  deruns 
böte  stehende  Kaum  nicht;  nur  beispielsweise nollen  «vir  elivaaufden 
bei  aller  Kürze  klaren  und  genügenden  Abschnitt  über  die  Spedtal- 
Analyse  {§.  247.  ff.)'niit  deutlichen  Abbildungen  der  nOlhigen  Ap- 
parate, aufmerksam  machen,  ohne  dass  wir  hiermit  irgendwie  in 
Abrede  stellen  wollen,  dass  nicht  fast  auf  jeder  Seite  die  bes- 
sernde und  ergänzende  Hand  des  Herrn  Verfassers  deutlich 
erkennbar  wäre.  Mit  einigen  von  innigster  Ergebenheit  und  Dank 
barkeit  zeugenden  Worten  ist  diese  neunte  Auflage  dem  hoch- 
herzigen Grofisberzoge  FneJrich  von  Baden,  dem  die  Wissen- 
schaften und  das  gesammtc  deutsche  Vaterland  schon  so  Vieles 
verdanken,  gewidmet;  roüge  dasselbe  noch  lange  wie  bisher  Torf- 
fahren,  gründliche  physikalische  Bildung  immer  mehr  zu  verbteiten. 
und  dadurch  dem  Herrn  Verfasser  der  reichste  und  schunste  Lohn 
für  die  auf  die  Herausgabe  dieser  neueu  Aullagc  wieder  venrandl« 
grosse  Mühe  und  Arbeit  zu  Theil  werden! 


Una  Salita  al  Mo 
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gneri.    Torino.    1863. 
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Diese  Relation  tiher 

eine  im  August  1S63 

von  Herrn 

Quilr- 

tiiio  Sella  mit  Anderen 

unternommene    Besteigung  des  Monte 

Viso,    von   welchem    an 

sich    bekanntlich    die 

Cottischen 

Alpen 

über    den    Monte  Gene 

re    bis    zu    dem    im 
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enilen   Mont  Cenis 

erstrecken 

bi«t«t 

in  wissenschaftlicher  Rüc 

sieht  mehrfaches  Inte 

esse  dar,  nainent- 
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lieh  auch  in  BeiHig  auf  barometrische  Hypsometrie,  und  wird  Ä- 
her  besonders  in  dieser  Beziehung  den  Freunden  physischer 
Geographie  uud  solchen,  die  sich  ähnlichen  Unternehmungen 
widmen  wollen,  zur  Beachtung  hier  von  uns  empfohlen.  Den  Km- 
senden  standen  drei  Barometer  nach  Fortin's  System,  verfertigt 
TOD  Fasire  in  Paris,  zu  Gebote,  welche  dem  Conte  di  S.  Ro- 
!h«rt,  dem  Herrn  B.  Gastaldi  und  Herrn   Q.  SeHa  gefaCrtea; 


Ewwem  a1 
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aber  noch  ein  von  Casella  in  London  verfertigtes 
Anernid-BnrometeT,  woraur  nir  hier  be-sonders  hiun-eisen,  und 
natGrlich  die  erfurderlichen  Thermometer  ti.^.  w. ,  so  dass  also 
Alles,  was  einem  solchen  Unternchnien  Erfolg  Terspricht,  vDrban- 
,deti  nar;  alle  Barometer  tvareo  mit  dem  Barometer  der  Turiiier 
Sterntrarle  sorj;rallig  verglichen.  RüL-kslchllich  des  Näheren  mas- 
unsere  Leser  auf  das  interessante  Schriftcheii,  in  dem 
ich  auf  frühere  Besteigungen  d^s  genannten  interessanten  Bcr- 
Rucksicht  genommen  ist,  selbst  verweisen.  Auf  S.  53.  gieht 
leit  Q.  Sella  als  Resultat  der  Messungen  die  Hühe  des  Mon- 
figo  aber  dem  Meere  3857"*  an.  iNach  anderen,  thells  trigonnme- 
tnuhen,  theils  barometrischen  Bestimmungen  hat  man  folgende 
"     lltate: 


I  Nimmt   m; 


Coraboeuf 3836-" 

Stato  maggiore 3840 

Mathews 3861 

Tuckelt 3850 

Mittel:     384f 


Nimmt  man  die  vorher  angegebene  neueste  Bestimmung  binzD, 
I  sc  erbllt  man  aus  allen  fünf  Bestimmungen  im  Mittel  3849'"  (S.  55). 
BScksichtlich  des  Aneroid-Baromcters  bemerkt  der  Herr  Ver- 
tuatt  auf  S.  511.  u.  A.:  „Sa\o  noterd,  die  trovammo  qui  i  larici 
«lipini  cembri  aver  comune  origine  ad  una  altezza,  ehe  da  una 
i.*M(rv3zioDG  coli'  aneroide  apparrebbe  di  circa  2390  nielri  invece 
fd«j  2374  meiri  tro«ati  col  barometro  a  mercurio  nella  fonlana  dei 
"ighi."  Möge  das  interessante  Schrifteben  die  verdiente  Be- 
[hlllg  Dnden. 


demia   delle 
ademico  1862 


Der  Bericht  über  die  Arbeiten  der  genannten  berühmten  Äka- 
lemJe  für  1861— 1862  ist  von  uns  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLIV.  S.  7. 
kgezeigt  worden;  das  Programm  über  die  von  der  Akademie  in 
er  SiiEung  vom  26.  Februar  1863  (S.  73.)  gestellte  neue  Preis- 
b^abe  haben  wir  bereits  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLVIll.  S.  13.  aus- 
Ihdicb  mitgetheilt,  worauf  wir  daher  venveisen.  In  der  Sitzung 
tgü''S>  Januar  1863  zeigte  der  Sekretair  den  zu  Ravenna  in  der 
icbt  dea  28.  December  1862  erfolgten  Tod  des  vielfach  verdien- 
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Icft  CsTtßwe  Picir*  Callegarl  am.   ■ 

MclbcMaA  mt   dem   pflMtca  RnkMC  nd   i 

r»lge   B^«^    )>3<   ""*   >■>•    deon   Sefc^e   •««« 

naibMMÜKfcr  LthttT  m  Jm   ksfcet««  ifiltiii  i 

AMvtellc*   bertarj^nrangen   sind.     Ab    tnirib—  i  iilfci    md 

«■•  in  DcoUcblaad  woiil  wraie  tMiEsnate  Titiifci  fiwiftiw  « 

de*  Mgeode  lutnilMfl  gcroaclit: 

!■  den  Sc&riftm  det  Ak»d«H>e  i«  Bot«^»«: 

1.  [>e*o*a4aIaü«iieprdUeaiali*Fermatii,  becaoa aBannii ■ 
ei  ibdc«  famalia  dedacDnlnr.    (NsH  riMrTiiii     T.  IT.  f. 9 

2.  De  DSD  «dblncliosU  d  £tUmÜ8  erteadfda  b4  uatM 
prauertim  propositiones  ilentoiutTaBdas  TrBlafn     {T.  VI.  p.  Ej 

3.  Aüae  noniivlU«   appliralioncs  catcoü  svBboÜci, 
Iractionia  et  diiiiioni«  hbuih  in  dnclrinann 
jvTari  et  niendi  poMe  deraoiulratur.     (T.  VIL  p.  S^.) 

-f.     Rjcerctie  e.petta»tj   alU   correlazioiie  «Idle  f 
nclru.    (Uemoric.     T.  IV.  p.  179.) 
AnMcrdeni : 

5.  Sag^   di   Rieerche   »nlla    PoligoRonietHa   Analitii 
»DU   1839. 

6.  Eqaaziftni  generali  ai    Inogbi  geomelnci,    ed    ^pp1if)ifiil 
(Al(i  dell'  Accademia  de  'Lincei.) 

7.  8t)lla  identila  della   Irattoria  coMa  evolrmtr  della  c 
ru  antogenea,  e  di  queela  cnrva  con  una  cun-a  disrassa  da  Sc1m> 
krrl.     (^N.  OpnscoM   ScrentfGcJ.     Borogna  1824] 

Aus  den  HUeeDKcharütcheD  Atbeilen  der  Akademie  heben  1^ 
ab  hierher  gehürentl  die  rolgemlen  hervor: 

Ses8ionc  ordinatia.     5.  Febhrato  IWö.     Prof.  Ca» 

rcnzo  Res|Mghi  legge:     Sülle  oscillazioüi  diutne  del  baronietal. 

(\,.  61.)  —  Seseione   ordiuaria.     li  Marzn  1803.     Prof.  Eb- 

leltrami   legge;     una  Nota  sulle  coiiiche  di    oove  pittti, 

1  e   SU   alcutie  (iiiUltoni   che   ne   dipendono.     (p.  81)   —   Session*' 

(ordinaria.     16.  Aprile  1S63.     Prof.  P.  Domeinco  Chelini  lag 

Vlemoria  che  intitnia:     Teoria  de'  sistemi  seniplici  di   cnoriti- 

J  Date,  e  di&cussione  dell'  equnKJone  generale  di  2".  grado  in  coof 

V  diiiate  (riangolari   o   tetraedriclie.    (p.  8Ü.)   —  Sessiixie  ordina- 

"      laggio  1863.     Prof.  Cav.  Luigi  Cremona:    Sulle  tras- 

l'ormaxioni  geonietriche  delle  figure  plane,     (p.  IOC.)  —  Seesionf 

ordinaria.    '21.  Maggie  1863.    Prof.  Commem!.  Süvegtro  Ghe- 

rardi:    SuU'  argomenlodel  Magnelisnio  polare  dei  niatloni.  (p.l 

Ueber  die  genannten  Abbandlungen  der  Herren  Cheli^ 

cmona  referirt  der  nächste  Literarische  Bericht  besondä 
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Allgemeine  VtBeenschaftBlebre. 

anscble,     Bemerkungen    über    Wesen     und    .Stellung    der 
natik.    4".     Stuttgart  und  Tübingen,     geh.     10  Ngr. 
Systeme,    Lehr-  und  WörterbUclier. 
^iegand,  Lehrbuch  der  Malhemalik.     (6r  Theil.)     A.  u. 
I  Algebraische  Analysis  und  Anfangsgründe  der  Differential- 
3.  Ann.     gr.  8«.     geh.     Halle  a.  d.  S.     15  Ngr. 
AritbmetiJf. 
L  G.  Hering,    Sammlung   von    Aufgaben  aus    der  niederen 
Rheren  Arithmetik.  1.  u.  3.  Hü.  4.  AnÜ.  u.  2.  Hft.  5.  Aufl.  gr.  l 
^tslptig.    ä  4J  Ngr. 

1  0.  Schlßmilch.  CÖmpendiuni  der  hühereu  Analysis.  2.  Anfl. 
jlBd.    gr.  8«.     geh.     Braunschiveig.     2  Thlr.  15  Ngr. 

t.  SchrlJn'a  Logarithmen.  4.  Ster.-Ausg.  Lex.-S".  geh. 
[  ßrailBchweig.  1  Thlr.  2'2i  Ngr.  —  Inhalt:  Taf.  l.u.  2.  Sieben- 
V  gemeine  Logarithmen  der  Zahlen  ron  1-108000  und  des 
U,  Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenten  aller  Winkel  des 
l'^dranten  von  10  zn  10  Secunden.  1  Thlr.  7^  Ngr.  —  Taf.  3.: 
i  Ittcrpalationstafel  zur  Sereclinung  der  Proportionaltbeile,  zunächst 
I  Ar  seine  siebenstelligen  Logarithmentafeln,  dann  auch  zum  allge- 
I  lltiKn  Gebrauch.     15  Ngr. 

C.  Spitz,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  zum  Gebr. 

0  hCbferen  Lehranstalten  und  beim  SelbstsIuHlum.     I.  ThI. :    Die 

I  tUgemeine  Arithmetik  bis  einschliesslich  zur  Anwendung  der  Reihen 

fVßMt,  Zinseszins-  und  Rentenrechnung,  liebst  11^  Uebnngsauf- 

80.     geh.     Leipzig.     3  Thlr.  8  Ngr.     Dessen  An- 

,_^  ■   RoKuttate  und   Andeutungen   zur   Auflösung  der 

jl*  Atta  Lchrbncbe  betindl.  Aufgaben  enth.  gr.  8".  geh.  lU  Ngr. 
]  '  Ceometric 

\  O.  Fnrtn.  O.  Schlümilcb,  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
•Mtrie.  2rTbl.:  Analytische  Geometrie  des  Raumes  von  0.  Schlii- 
ibiUb.     2.  Aufl.     gr.  »o.     geh.     Leipzig.     I  Thlr.  15  Ngr. 

B.  P.  H.  GrunfelH,  Elementar-Cursus  der  Geometrie.    Eine 

bilnickelung  der  Hauptsätze  und  der  Auflüsungen  der  wichtigsten 

JÜfgahen  auf  anschaulichem  Wege.  gr.8".  geh.   Schleswig.  ISNgi 

neehnnth. 

I,  Das  Hori^ontal-Dynamnmeter  u.  seifn 

Mechanik.    Nebst  Anleitung  eines  neuen  Prin- 
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cips  für   den  Ausflut 
gr.  8°.     geh.     1  Tbir. 


r  Lothlinte  bei  astroDo- 
ung    als  Etfvr- 
Wien.    IThlr.  lOHgr. 


tropfbarer   und   luftiurmiger   FIGssigkeitfa. 
.  15  Ngr. 

Astronomie. 

G.  A.  Baurmeister,  Theorie  der  Kürper-  und  Weltbeni 
gung.     Eine  freie  Porechung.     gr.  8".    geh.     Leipzig.     22^  Mg». 

E.  F.  W.  Klinkerfues.  üeber  Conslruction  von  Störung»- 
tafeln  far  die  kleinen  l'Iaueteii.     gr.  4°.     geb.    Gütlingen.    12  Ngr. 

K.  V.  Littrow,  üeber  die  Methode  der  Lange □besliminuiie 
durch  Differenzen  Fon  Circuinmeridianhciben  und  deren  Anwendung 
nrährend  der  Weltumsegelung  Sr.  Maj.  Fregatte  Novara.  Lex.-S**. 
geh.     Wien.     5  Ngr. 

E.  Pechmann,    Die  Abneicbung  dei 
mischen    Beobacblungsslationen   und  ihre 
derniss  einer  Gradmessuug.     gr.  4*^.    geh. 
Physik. 

J.  R.  Boymann,  Lehrbuch  der  Physik  für  Gymnasivii,  Real- 
schulen und  höhere  Lehraiislalten.  gr.  S".  geh.  Cüln  v.  Neius- 
1  Thlr.  10  Ngr. 

O.  Buchner,  Die  Meteoriten  in  SamniluDgen,  ihre  Geschichte, 
mineralogische  und  chemischa  Beschaffenheit.    Leipzig.  S".  ilThk.' 

U.  C.  Dibbits,  De  speclraal-analyse.  Akademisch  pro«f 
Schrift,     gr.  8".     Met  2  uitsl.  gelith  platen.    Rotterdam.     2  fr.  SOe. 

H.  W.  Dove,  Die  Stürme  der  gemässigten  Zone.  Vit  t*- 
sonderer  Berücksichtigung  der  Stürme  des  Winters  1862~6|{.  er.6' 
geh.     Berlin.     22^  Ngr. 

G.  Emsmann,  Vorbereitender  Cnrsus  der  Experi mental- Phy- 
sik.    8».     geh.     Frankfurt  a.  d.  O.     6}  Ngr. 

Allgemeine  Eneyclopädie  der  Physik.  Herausgegeben  t« 
Karsten.     13.  Lief.     Les.-8».     geh.     Leipzig.     2»  ThTf- 

A.  Grnef,  Wandkarle  der  Planiglolien.  Zum  ScbulgebniK): 
hearbeit.  8BI.  Itth.  u.  col.  Imp.-Fol,  Physik.  Ausg.  Weimar.  UTIilr. 

E.  Heis,  Die  grosse  Feuerkugel,  nelche  am  Abende  dw  I 
4.  März  1863  in  Holland,  Deutschland,  Belgien  und  England  n-  1 
sehen  ivorden.     gr.  8°.     geh.     Halle  a.  d.  S.     15  Ngr.  I 

Alex.  M'Donald,  Natural  Phenomena:  the  Genetic  Rennt  J 
harmonically  arranged  and  compared.     London.     2  Thlr. 

C.  Kluge,  Ueber  Synchronismus  und  Antagonismus  von  voj- 1 
kaniscben  Eruptionen  und  die  Beziehungen  derselben  zu  den  Saum- 
flecken  u.  erdmugnetisch.  Variationen.  Les.-8".  geb.  Leipzig.  iTbh 

A.  Mühry,  Beiträge  zur  Geo-Physik  u.  Klimatnsraphie.  2.0. 
3.Hft.  üeb.dasKlimaderHochalpen.  gr.S".  Leipzig."^] Thlr.20Ngr. 

J.  Müller,    Lehrbuch    der  Physik  und  Meteorologie.     Theä> 
weise    nach   Pouillet'a    Lehrbuch   der  Physik  selbständig  I 
beltet.  6.  Aufl.  2r  Bd.  I.u.2.Lier  gr.8°.  geb.  Braunschiveig.  ITUr. 

F.  O.  Sofka,  Die  kosmischen  Abkühlungen,  ein  meteorolo- 
giscbes  Princip.     gr.  8".     geh.     Wien.     20  Ner. 

Meteorologische  Waarneniingen  in  Nederland  en  zij  bedtfia^ 
gen,  en  afivijkingen  von  teriperatur  on  baronieterstand  op  vell 
plaatsen  en  Europa.  Uitgegeven  dpor  het  koningl.  Nederl.  mel«(i* 
Tolog.  Institut.     Lang»'.  4.     Utrecht.    5  fr. 
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Literarischer  Bericht 

CLXIII. 


I  die  Hinweisiing  auf  dii 

«  all  I 


Jubelfeier  de«  grossen 


eil    im    Lilerar.  Bericht   iVr,  CLX.  S.  1,    mir    zu    geben 

irgendwo    BeacbUmg    und.    Anklang    gefunden  haben 

Dtite,    und    man    mir    dari'iber    gütigst    Mitlheiluugen    machen 

rollte:  so  würde  ich  von  denselben  sehr  gern  mit  besonderem 

)lnlce  im  Archive  Notiz  nehmen,  selbst  ausfülirlicherea  betref* 

enden  Aufsätzen  gern  einen  Platz  einräumen,    und    bitte  daher 

im  solche  Mitlheiluugen  recht  sehr.    In  dem  mir  ber<iits  gütigst 

lUgesandten    „Weimarischen  Vo  Iks  -  Kalender    auf    das 

üchaltjahr   1864'''',    wofür    der   Herausgeber   des    Kalenders 

lesonderen  Dank  verdient,  linde   ich  S.  3.  Folgendes  bemerkt: 

„Am     IS.  Februar    sind    ea    dreihundert    Jahre,     dass 

Galileo  -  Galilei,  einer  der  grössten  Physiker  aller 

Zeiten,  in  Pisa  geboren  ward." 

Auch  habe   ich   mit   besonderem   Vergnügen  in  derNeuen 

'Yeussiscben  Zeitung  die  Anzeige  gefunden,  daas  der  natur- 

'iuenschaft liehe  Verein  in  Berlin  an  des  grossen,  ewig  unver- 

eisliclien    Mannes    Jubeltage    eine    angemessene    und    würdige 

'eter   veranstalten    wird,    was  an    recht  vieien  Orten    der  Fall 

Üo  möge. 

Ich  mache  auf  folgende  Schrift  aufmerksam: 
Das  l.ehen  Galilei's.     Gedenkblatt  zum  3U0.  Geburtstage 
ewelben  am    18.  Februar    1864.      Von   Lina   Morgenstern, 
crlin.     Plahn'sche  Buchhandlung.     18Ö4. 

Greifswald,  im  Januar  1S64.  Der  Herausgeber 
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Lilerariicher  Bericht  CLXtU. 
Der  Tod 

Dr.  Carl  Ludwig  Rümker's 

ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLVIl.  S.  10.  angeneigl  worden, 
lasse  jetzt  eine  kurze  Lebeiisschilderunp  iles  trefflichen,  mir  vUi 
facb  herreuniicten  IManiieä  folsBri,  die  ich  den  SU 
ten  der  K.  bayer.  Akademie  dßr  WissenechaiieD.  Ittit 
I.  HeftllL  S.344,  deren  Milfilied  R.  «iir,  entlelme.  In  ivtS 
der  iingeftilirten  Nummer  des  l.iterar.  Ber.  mitgethetiten,  d< 
schleunigen  Mittbeilung  wegen  nur  vorläuGg  aus  einer  „ZeituDg* 
entlehiilen  Notiz  ist  als  Todestag  der  2Iste  November  16B 
angegeben,  wogegen,  wie  man  sehen  »ird,  im  Nach  rollenden  dir 
2l8te  December  1802  als  Todestag  genannt  wird.  Dass  Lutt 
teres  das  Richtige  sei,  ninss  ich  annehmen,  neu  damit  aurh  dt« 
Mittheilung  in  den  „Astronn mischen  Nachrichten"  überriti- 
stimmt,  und  bitte  hiernach  die  Angabe  in  der  angeluhrl« 
Nnmmer  des  Literar.  Ber.  zu  berichtigen.  — „Carl  Lnd  nig  ßüR- 
ker,  Director    der  Sternwarte  und  Navigj  ~    '     ' 

zu  H  Limburg.  Nur  selten  hat  unsere  Akademie  Veranlassung,  dw 
Leben  eines  deutschen  Seemannes  zu  feiern,  denn  «elt». 
erprobt  sich  deutsche  Gelehrsamkeit  und  Forschun gelrieb  au[ 
dem  Weltmeere.  Riimker  i^t  am  28.  Mai  1788  m  Nea 
brandenburg  geboren,  wo  sein  Vater,  Mecklenburg-Sireliti'scW 
Hofralh,  ein  angesehener  Staatsdiener  war.  Nach  den  GymnagU' 
Studien  am  grauen  Kloster  zu  Berlin  widmete  er  eich  dem  Bw 
fache  and  machte  die  Prüfung  als  Preus^ischer  Bauconductcir. 
Aus  Preusaen,  welches  ihm  nach  dem  Tilsiter  Frieden  keine 
Aussichten  darbot,  gieng  er  nach  Hamburg,  dann  nach  Engjioif 
in  den  Seedienst.  Zuerst  Midshi[)man  auf  einem  Schiffe  Ae 
ustindischen  Compagnie,  dann  im  Dienste  von  KaufTarthel-ScIuSeii 
besuchte  er  fast  alle  Weltgegenden.  I8I2  trat  er  in  die  h.  ng- 
tische  Marine  ein;  er  machte  als  Offizier  der  Ftolte 
meere  und  als  Lehrer  der  Kavigalion  am  Burd  des  Adninl- 
SchiSes  Albion  unter  Penrose  den  Scliluss  des  fran; 
Krieges  mit,  er  war  unter  Exmoulh  i.  J.  1816  bei  dem  Bomliu- 
dement  von  Algier.  Die  Bekanntschaft  mit  Baron  v.  Zach 
lienua  leitete  ihn  auf  literarische  Arbeiten,  zumal  BeuhachlansH 
von  Slernbedeckungen  und  geographische  OrtsbestimmuDgen 
littel- Meere.  Im  J.  IB17  nahm  er  den  Abschied  nnd  tro 
Director  der  Hamburger  Seeschule:  aber  schon  1821  b^Ieil 
er  General  Sir  Thomas  Brisbane,  den  neuernannten  Gouver« 
von  iVew- South -Wales,  ii>  diese  ferne  Colouie,  wo  er  9  U 
lang  die  von  seinem  Freunde  gegründete  Sternwarte 
bei  Sydney  leitete.     Dort  beobachtete  er  die  erste  i 
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tederkehr  des  Eiickeschen.  Kometen  und  conatalirte  desaen 

mlaufszeit;  er  bestimmte  die  rinriige  Länge  des  einrachen 

ItalKicn- Pendel.^  und  machte  viele  Deoliachtungen  am  südtichon 

rFttgtenihimmel.     Diese    »itid    theils     im    Kataloge   vou   ßrisliane, 

Lltelh  in  dem  von  ihm  eeibst  1S32  xii   Hamburg  herausgegebenen 

nihalton.     1&30  war  er  nach  Hamburg  zurückgekehrt,  das  Direc- 

Navigationsschule  von  Neaem   zu   übernehmen.     Sein 

mderes  Seemanna- Wesen,   sein   ebenso  noblivollender  und    ge- 

Idigef  als    energischer    Cbarakter,    die    Klarheit  seiner   Unter- 

Alflnelhnde  envarb  jener   Anstalt  üelleneK  Ansehen   und   ein« 

ItDentschhind  noch  nicht  erlebte  Bli'itbe.    Sie  hatte  1836  eecheig 

,  1857  zHeihundert  und  fünfzig.     Kfimkers  zuerst  1S43  her- 

P  «Sgv^heiies  Handliuch  der  Schifffabrfskunde  hat  bereite  sechs  *) 

<   Marin  Auflagen    erlebt.     Seine  Sternbeubachtnngen    werden  von 


en  Astroiionien 

Hunt,    Zahlieic 

üaneten  stellte 
)li»tirten  Ret'r;ictor  unseres  Frai 
4i«ehin  Aleriiliankreise  uiiteriiahni  er  «ine 
■HwiAwficlieren,  Im  Fernrohre  desselbei 
Rilmkers'che,  15,000  Stern 
'tNa^lS54  mit  der  goldnen  Medaille  der  Li 
IGeHlUthart  ausgezeichnet.  Airy  nennt  di 
1  geschaffene  Werk  eines 


ner  auSKerordentlichen  Genauigkeit  ge- 

htnngen  von  Kometen  und  den  kleinen 

mit    einem    Tünffüssigen    ^arallaktisch 

rs   an}  mit  einem  Kepsol- 

grältige  Bestimmung 

loch   sichtbaren  Fix- 

aiiffiihrende    Katalog 

Inner  astronomischen 

!s,  mit  so  einfachen 

Blflfflltteln  geschaffene  Werk  eines   einzelnen  Mannes,   der  in 

teilen  Naclitivachen  beobachtete,   bei  Tage  in  den  vom  Schut- 

it freien  Stunden  reebnete,  ein  beMunderungstviirdiges  Muster. 

lotsten  ()  Jahre  lebte  Rümker  wegen  asthmatischer  lieechwer- 

detn  milderen  Klima  von  Lissabon,  wo  er  am  2L  Dec.  1862 

iscfawüchler  Geisteskraft  das  Zeitliche  gesegnet  hat.    Die 

der  britischen  Station  im  Tagiis  haben  ihn  als  ehemaligen 

und    Inhaber  der   britischen   Kriegsmedaille    auf   den 

iDto  der  Es tr etia  -  Kirche  getragen.     Unser  College  ruht 

lern   engtischeo   Dichter  Fielding,   der  dort  i.  J.  1754  ge- 


1 


her   1^6:}  .starb   in   Bonn 

Ur.  Aug.  Beer, 

der  Mathematik  an  der  dortigen  Universität, 


T  Profei 

}  Jahre  alt,    dem  auch   das  Archi 
todankt. 


einige  werthvoUe  Bei- 
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Geometrie. 


Geber  eiaige  geon  etriäche  0«rter  der  mertwlll' 
dts«D  Punlctc:  des  ebeneD  Ureiecks  van  Dr.  am  End& 
Langen8alz&  I8ö3.  (Programm  Her  V«  r  berei  tnngf 
scbnle  ZD  Langensalza  ron  0«;iern  I»63.)     A». 

Der  Unterieichnele  bat  in  der  Abbandtung: 

Ueber  die  Entfernungen  der  merkwürdigen  Pniilttr 
des  ebenen  Üreieckx  von  einander.  Th).  XXXVI.  (|M1.) 
Nr.  XVIII.  S.  325. 
geieigl,  zu  welcben  eleganten  Resultaten  man  bei  verscfaiedeOM 
Untersuchungen  über  das  ebene  Dreieck  durch  die  Einfühlung 
der  drei  Winkel  des  Dreiecks  und  des  Halbmessers  des  UB- 
»chriebenen  Kreises  gelaugt;  und  dasselbe  ist  neuerlicbst  ii 
beiden  Abbandlungen: 


p» 

Neiieana 
aktB.     TU 

yti 
XLl 

che 

Nr 

Befaaadlungdea 
IX.    S.  121.  und 

K 

rei. 

es  der 

neoB 

ei 

8« 

Nr 

Ueber  de 
es  gegebe 
genfibers 

X.  S.  13-2. 

n  Kl 

ebe 

nro 

.doi 

in   Being  anf  ^e 
ecks  die  Pole  d 
Seiten  alePnla 

c 

ben 
die 

dieSpitjen 
sen  SpiUeo 
d.   Tbl  XLl 

Ton  Ihm  ta  zeigen  versnclit  uorden. 

Es  hat  ihm  daher  besondere  Freude  gemacht,  dass  in 
obigen  zur  Beachtung  zu  empfehlenden  Programm:  Ceber  einige 
geomeltiscbe  Oerfer  der  merkwürdigen  Punkte  des 
ebenen  Dreiecks,  in  u-elchem  der  Herr  Verfasser  gleich  in 
Anfange  sagt:  „Um  gleich  am  Eingange  die  Methode  näher  IB 
bezeichnen,  nach  welcher  die  folgenden  Untersuchungen  angestelll 
worden  sind,  bemerken  wir,  dass  überall  die  analytische  Methode 
zu  Grunde  gelegt  wurde,  und  dass  die  allgemeinen  hier  zui 
Wendung  kommenden  Ausdrucke  durch  die  Winkel  des  DreiMJtR 
und  den  Radiug  des  um  dasselbe  lieschrieltenen  Kreises  dargC* 
stellt  wurden.  Diese  Einführung  der  Winkel  und  des  Radios  du 
iebenen  Kreises  empfiehlt  sich  im  Allgemeinen  dadnrd, 
dass  die  auf  diesem  Wege  gewonnenen  Resultate  —  wir  erinnen 
hierbei  nur  an  die  schönen  symmetrischen  Ausdrücke  für  die 
Entfemnngen  der  merktrurdigen  Punkte  des  Dreiecks  von  einan- 
der —  sich  durch  grosse  Einfachheit  und  Uebersichttichkelt  &iu* 
"  -^  dieseltio  Methode  bei  einer  anderen  inleresRatitN 
elementar -geometrischen  Untersuchung  über  das  ebene  DreiMk 
mit  Geschick  in  Anwendung  gebracht  worden  ist,  bei  wi 
es  im  Allgemeinen    daraur  ankam,    die  geometrischen  Oerler  iv 
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Mrkwardigen  Punkte  des  Dreiecks  /.»  bestimmen,  wenn  gewisse, 
inf  Grösse  un<t  (ieetall,  oder  auf  die  Lage  des  Dreiecks  sich 
lesieheode  Stücke  als  conntant ,  andere  als  variabel  betrachtet 
rerden.  Indem  wir  daher  das  obige  Programm,  aus  welchem 
rmtere  Aaszüge  zu  geben  der  Raum  hier  nicht  gestattet,  unseren 
.(«Bern  nochmals  zur  Beachtung  empfehlen,  müchten  wir  uns  2u- 
jeich  erlauben,  den  geehrten  Herrn  Verfasser  zu  ersuchen,  seinen 
nal^-tischen  Scharfsinn  aus  ähnlichen  Gesichtspunkten,  wie  in 
en  vorher  namhaft  gemachten  Abhandlungen,  auch  dem  sphärischen 
hvieek,  das  ja  auch  merkwilrdige  Punkte  darbietet,  und  der 
reiteren  Untersuchung  der  dreiseitigen  Pyramide  (m.  vergl.  unsere 
Abhandlung:  Einige  merkwürdige  Ausdrücke  für  die 
IreUeitige  Pyramide.  Thl.  XXXVI.  Nr.  XIX.  S.  356.)  zu- 
uwenden.  J 

Wenn  auch  auf  Einzelnheiten  einzugehen,  uns  der  beschränkte  I 
Eaum  dieser  literarischen  Berichte   selten  gestattet,  und  wir    die^ 
'räfuog  der  Resultate  im  Detail  meistens  den  Lesern  überlassen 
iHssen:  so  wollen  wir  uns  doch  im  vorliegenden  Falle  rCcksicht- 
ch  der  ersten  Gleichung  in  §.  7.  (S.  12.),  nämlich  der  Gleichung: 

a;«  +  j'>=:4fi'»cos^", 
ie  Bemerkung  erlauben,  dass  bekanntlich 

«=2fisinJ,  2ß=-A-ii 


3r>+y»=nacotvi«, 
ipd    nun  Alles    dnrch  die    als    coiislant    angenommenen   Grüsseal 
:,  A  ausgedrückt  ist;  wird  aber,  wie  a.  a.  O. , 

2ßcos^  =  ocot^  =  Ea, 
Iso  nach  dem  Obigen 

•setzt,  BD  ist  Ea  die  doppelte  constante  Entfernung  des  Mittel-I 
nnktes  des  umschriebenen  Kreises  von  der  Seite  a. 

Der    Herausgebe 

Die  italienische  mathematische  Literatur  bietet  jetzt  eine  1 
rosse  Fülle  wichtiger  und  interessanter  Erscheinungen  dar,  j 
Bdenfalls  eine  Folge  der  grossen  Forderung  und  Unterstütz ung,J 
reiche  die  Königliche  italienische  Regierung  den  mathematl-T 
eben  Wissenschaften    zu  Theil  werden    lässt,    und  der  grosse^ 


L 
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Aiifia«rks*nk«Ht ,  weldt^  «ie  «lenMlkeii  Kiiine4,  ilie 
aofM  attf  allen  Lebnoütaiten  aufili«  Heran zi«liinie  «Kt  Hi 
lOcIptieer  jGnzerer  Knifle  «erichlet  ikI.  Bei  der  ^roasi 
irichliger  PaMkationirii  ist  et  «'aller  lur  nn^ne  in  ib 
lMJtchrSnkt«D  litcrarUchrn  lietkrhlc  «ebr  scbnieric:,  el 
anKäbvrn'l  ricbligea  Bilü  von  der  »roMeii  Re^amkof 
welcfae  in  llalien  auf  diesem  literarischen  Felde  gegeawi 
kund  triebt,  •»  »ebr  irir  aucfa  aan  imroer  mehr  uud  mekr 
vrerden.  dies  xu  Ibnn.  Daäs  aber  auch  ältere  längst 
niid  anerkannt«  Meister  uaabläsAi»  fortfabren,  der  jüngeTea 
raliun  voriinzuRchreilen:  ilavon  liefern  nieder  die  beiden 
kdrzlieb  uns  zugegangenen  iScbrüien,  die  irir  unseren  LeeeiB  x 
«orgfildigiiten  Beucbltirtg  emiffeblen,  einea  neuen  sehr  erfreulklii 
Bewei»: 


8ulla    teoria    de 


nplici    di    c(i 


irdioale 


erale 


otit 


niii  e 


ü  f.  Domenico  Cbellni.  (E 
IHeniorie  dell'  Accadei 
..    di     Bologna.     Bologna 


traedricfae.  Me- 
:lTat(adal  V»Lin 
lia  delle  Stleml 
TipograHa  dm- 


eggii 


(Es. 


Sull<.>traHrorma;<iorii| 
Not»  de!  Prof.   Lnigl  Creuionn. 
(serio  2»)  Helle  Memorie  dell' 
deir  iHlitnto  di  Bologna),    Bo 
Parmegijiani.    1863.  4". 

Wie  sehr  die  Geometrie  durch  die  Einführung  neuer,  l 
verachieilenartiger  Coordina-Iensysteme  in  neuerer  Zeit  gelurft 
worden  ist,  weiss  Jeder,  der  den  Fortschritten  dieser  iierrli^ 
Wissenschaft  stets  mit  AufmerksHmkeit  gefolgt  ist:  eben  M^^ 
kaniit  ist  es,  zu  wie  vielen  inlere.ssaiiteii  Resultaten  die 
denen,  oft  sehr  allgenieinen, 

tung  unterworfeiien  Transformationen   der  Figuren   geführt  k 
Auf  diesen  beiden  Gebieten  Her  neueren  Geometrie  beivegn  ^ 
die  beiden   vorliegenden,  der   Beachtung  unserer    Leser   seltl^ 
empfehlenden  Schriften. 

lu  der  zuerst  getiannteu  Schrift  beschäftigt  sich  Herr  Cfe* 
lini  mit  den  verschiedenen  neueren  Coordiiiatensyistenieit,  I 
was  wir  besonders  hervorheben,  aus  allgemeineren  tientctit 
punkten,  als  dies  bisher  geschehen  sein  dürfte,  uttd  untersdieit 
in  dieser    Beziehung    „siste 

plessi"  von    einander,   n-orüber    natürlich    das    Weitere   tu  i 
ächtift  selbst  nachgesehen  werden  tuuss.   l>eiiUauptzwe< 


c  fignrepHit 
a  dal  tono  U 
dellcScieOl 
i  GamberinH 


eingehenden  Brfrd 
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EreuchuDg  aber  bezeichnet  er  mit  den  folgenden  Worten: 
rccipno  di  questo  scritto  si  e  di  mettere  in  chiaro  U 
Iftdtera  de'  sietemi  t>emplici  ed  i  rnpporli  ehe  bann  o  col  Princl- 
^  della  RiBaltnnte,  cioe  della  retta,  o  del  l'area,  la  cui 
troiesione  sopra  un  asso  quals  i  vogli.n,  o  aopra  un  piano, 
tagaale  alla  sonniia  delle  proiezioni  omologhedi  piürette  od 
Ne  date,  chiamate  compoiienti.     II  principiu  della  risultante, 

ßlenuto  nella  proprJetä  tutta  geometrJcu  eE|>ressa  dalla  saa  me- 
inia  deünizione  ed  in  quelle  che  ne  sonn  le  conseguenze  imioe- 
l^j  coslituisce  (secnndo  che  a  nie  pare)  un  vero  metodo,  e  forse 
[netodo  pii)  seniplice  o  diietlo  che  possa  darsi  per  dlmostrare 
(iKoppre  le  formole  fondanientali  aia  della  trigonometna  piana  e 
^u,  sia  della  geometria  analitica  linila  ed  inliniteeimale."  — 
Von  dem  Princip  der  Resultanten  hatte  IJerr  Cheliui  schon 
b  depi  „Appendice"  zu  seinen  trcFQichen  „Elenienti  dl 
leccanica  razionale"*J  geliandell,  so  nie  Überhaupt  die  vor- 
legenden üiilersuchungen  in  vielfacher  Beziehung  zu  der  Mechanik, 
bubeaondete  der  sogenannten  Kineniütik,  stehen.  —  Je  schwie- 
tiget  es  ist,  auf  so  geringen)  Räume  wie  hier  ein  einigermassen 
uuchtnllcheM  Bild  von  einer  Gulchen  Schrift,  wie  die  vorliegende, 
||'1N  tntwerfen:  desto  mehr  müssen  wir  unsere  Leser  wiederholt 
|]ilgr  du  sorgfällige  Studium  derselben  sellist  hinweisen. 

Li  der  Anzeige  der  treffilichen  Schrift  des  Herrn  Sc  hiapa Tel li 
[«Mailand  (Literar.  Ber.  Nr.  CLV.  S.S.):  „Sulla  trasfotma- 
Biione  geonietrica  delle  figure  ed  in  particolare  suU« 
laformazinne  iperboliua"  ist  von  uns  (S.  6,)  gezeigt 
Uerr  Schinparelli  im  Allgemeinen  unter  coni- 
^^ransfi.rmation  versteht,  worauf  wir  also  des  Ver- 
des  Folgenden  wegen  hier  uns  zu  verweisen  er- 
der zweiten  der  beiden  oben  genannten  Schrif* 
''^  fierr  Cremona  nun  in  Bezug  auf  diese  coniscbe 
lalioo:  „Ma  egii  e  evidente  cbe  ajipücando  ad  una  data 
trasforniazioni  coiüche  saccessive,  dalla  composizione 
I  nascerä  una  trasformazione  che  sarä  ancora  di  primo 
lencbö  in  essa  alle  rette  della  fi^ura  data  corrisponderebhero 
r  trasformata,  non  gia  coniche,  ma  curve  d'ordine  piü  ele- 
n  questo  breve  scritte  mi  propongodi  roostraredirettamenle 
f  pOSBibirita  di  trasformazioni  geometriche  di  Ügure  plane,  nelle 
le  rette  abbiann    jter  corrispondenti   delte  curve  di   un  dato 


r,*)  Von  denen  hulTentlich  Iinid  die  dentBcIie  lli:l)er«etzung,  an  welchoi' 
IbC   geotbeilvt  wird,  ersclieioen  zu  laiien  möglich  sein  wird. 
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i  che  dera« 


ordine  cjualslToglia.  Stabilisco  dapprima  due  i 
aver  Inogo  Tra  !  numert  de'  pund  semplici  e  multjpli  comuoi  i 
tutte  le  curve  che  eorrispondono  a  rette.  Poi  dimostrn  come,  pH 
inezco  di  raggi  appogiati  a  ilue  lioee  diretirlci,  si  possano  prn- 
jettare  i  punli  di  un  piano  eopra  un  «ecoiido  piano,  e  cosi  tfai- 
fonuare  una  ligura  data  in  quelio,  in  un'  altra  figura  situatii  in 
qnesto. " 

Wir  hahen  geglaubt,  den  Zweck  und  Inhalt  der  vorliegerJen. 
zur  Beachtung  sehr  zn  eni|)rehlenden  Scbrirt  nicht  besser,  als 
mit  den  rnrbergehenden  sehr  deutlicben  eigenen  Worleu  il( 
Herrn  Verfassers  bezeichnen  xu  kiinnen ;  es  n-ird  in  demelht 
anch  Bezug  genommen  auf  des  Herrn  Verfassers  trefdicke  „li 
troduzioiie  ad  una  teorja  geonietrica  delle  curve  piane' 
von  welcher  die  im  Druck  sich  immer  mehr  und  mehr  ihrer  Beei 
digung  nahende  deutsche  Uebersetzung  bald  bei  dem  Verl« 
des  Archiv'«  erscheinen  «vird. 


A  r  i  t  h  m  e  t  i  k. 

Beilage  zu  den  Tafeln  für  sämm 
trische  funclionen  der  cyklischen  un 
Sektoren  von  Professor  J,  F.  W.  Gro 

Der  Nutzen  der  cyklisch -trigonnmetrischen  Tafeln  ist  bekannt 
und  erstreckt  sich  nicht  blosij  auf  die  Trigonometrie.  Zum  Bebnf 
der  leichtern  AuTlösung  <tes  reducibeln  Falls  der  kabisoheu 
Gleichungen  habe  ich  in  den  Schriften  der  natnrfarschenden  Ge- 
sellschaft zu  Üanzig  für  das  Jahr  1862  hyperbolisch-trigonome- 
triscbe  Tafeln  herausgegeben,  trelehe  ausser  den  hyperboliMhen 
Sektoren  (z~  Area:=Ar.)  nur  noch  deren  Sinus  (Sini)  undCoüt 
aua(Cosz)  enthalten  durften.  Auch  sie  können  zu  andern  Zwecken 
gebraucht  trerden,  namentlich  zur  leichtern  Berechnung  geH-iss« 
Integrale.  Aber  selbst  wenn  diese  Tafeln  auch  noch  die  liyper 
bolischen  Tangenten  (Tg)  in  sich  aufgenommen  hätten,  so  würdn 
sie  zwar  mehr  leisten  können  ab  bisher,  aber  immer  waren  rie 
noch  ebenso  einseilig  geblieben,  wie  die  alten  cyklischen  Tafeln 
es  sind.  Sollte  allen  zeitgemässen  Anforderungen  ent>iprochea 
werden,  so  musate  eine  vollständige  Verschmelzung  beider  Tnfelo, 
der  cyklischen  und  der  hyperbolischen  vollzogen  vrerden,  and  dac 
ist  in  den  vorliegenden  neuen  Tafeln  geschehen.  In  dieser  natuf 
gemüssen  Verschmelzung  leisten  sie  mehr  als  die  alten  cyklisi 
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K meine  rrGheren,  vervollständigt  gedachten  hyperbolischen 
n  EU8amnieni;enomnieQ. 
nar  heGnden  sich  schon  in  der  Vorrede  zu  den  neuen  Tafeln 
einige  Beispiele  in  Bezug  auT  elliptische  Transcendeiiten,  welche 
zeigen,  wie  man  dorch  die  Tareln  eebr  leicht  sin  am,  lg  am,  A  am 
berechnen  kann.  Doch  scheint  es  zif eclcraäseig ,  <Ia  die  Heraus- 
gabe des  nächsten  Ueries  der  Gesellschaft,  welches  vielfaltige 
theoretische  und  praktische  Anivendungen  der  Tafeln  enthalten 
Vrlrd,  sich  noch  einige  Monate  verzügern  dürfte,  schon  hier  einige 
einfache  Beispiele  zu  geben,  welche  den  grossen  Natxen  dieser 
Tafeln  werden  erkennen  lassen. 

Zuvor  noch  ein  Paar  Worte;  So  wie  ich  die  cyklisch- trigo- 
nometrischen Functionen  mit  kleinen  Anfangsbuchstaben  jtin  u,' 
eos  D>,  ig  a  . . .  arc=^ar.),  die  hyperholischen  mit  grossen  andeute, 
so  bezeichne  ich  auch  die  natürlichen  oder  hyperbolischen  Loga- 
rithmen mit  Loff,  die  briggiachen,  deren  Modul  j1/=:0,434'29  ist, 
mit  lag.     So  nie  ferner  in  den  alten  cykliscben  Tafeln    nicht   die 

Kreissektoren  (ar.:^-^  lo,    wo  R  der  Kreisradius  ist),  oder  die 

ihre   Grosse    bestimmenden   Zahlen    oder  Boger 
sind,  sondern  Winkel  von  oi  Sekunden  (w",  wob 

ir=  jöA  flit  fij\  ist))  60  enthalten  auch  meine  Tafeln  weder  die 
Ar.=-^  z  j,  noch  die  ibreGrüsse 
bestimmenden  Zahlen  ;,  welche  natürliche  Logarithmen  von  ent- 
sprechenden Asymplotenverhältnissen  sind,  sondern  die  dazu  ge- 
hörigen   briggischen  Logarithmen   x'^^Mt.     Es    wird   hierbei  der 

Factor-^  — 1  gesetzt,  weil    die  sogenannte    Potenz   der  Hyperbel 
als   gemeinschaftliches    Flächenraass    für  die   hyperbolischen  und 
cyklischen  Aren  anzusehen  ist. 
1.  Beispiel.    Es  ist 

oder  


(u)    angegeben 
ei  m  =  to"  JZ  und 


wobei  Är.'^M.AT.  =  i'  ist  und  wobei  von  der  Constante  abge-  J 
Sehen  werden  soll.  Ist  nun  etwa  /o^:r= 9,84067,  so  geht  i 
mit  diesem  Argument  auf  Seite  74  meiner  Tafeln  in  die  mitl 
fa^  Tf^z  überschriebene  ColumDe  ein  und  Gndef  dem  entspTechend  ^ 
durch  die  miti'  bezeichnete  Colurane: 
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itf/J-fjioder    log.    \^i^ -0.37057  +  10  =Ü.370e 
=  I7:/»sich/»  —  10  ergiebl. 


ü  der  Proportion  13;^ 
}eis|>iel'     Es  ist 


f 

^^B    Ist  nun  logx=a,S:%«^A,  so  hat  man 

^^^B  da  (pag.  105)  aus  der  Proportion  47:]4=U:p  sicfa  p=i 

^^B     FQr  log  ;r  =  0,97893  erhält 

I 


«/4 


\^/t»+i 


:  log  (Va:'  +  ]  +i)  =  ^i-'.(Sm  =  «)=0.8 


=  0,88732, 

weil  pag.    lOG  aus    der   PropnrliaD   5i  ;37  =  6}  ~l:p  tai^ 

3»  Ist. 

4.  Bets[iiel.    Fiir/off;r=0,57893  ist  feroer  nach  pog.  ] 


log(V^—  I  +a;)=^i-'.  {Cot=x)  ^0.87187  ^ 
=0,87221,  aa  47:33  =  44:34. 
S,  BeiauieL     Aus 


I    /^  =  ^off*.9H5«+r,)  =  tfolgtfurw"=4305r36"olitieV 

_  037007 
*^      Jtf     " 
6.  Beispiel.    Ebeüso  ist 

/— — =  / ^ =  0).     Also  für 


k. 


i'  =0,46404  ist  w"  =  52"  4'  54"  und  w  =0,!HM 
7.  Beispie).    Montucla  giebt  in  seiner  Histoire  de»  }_ 
matiques,  III,  pag.  151,  für  die  Länge  eines  parabolischen  | 
fi,    dessen   Parameter  2p  =  I    und    deseen    AbscisKe  i 
folgende  Formel : 
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11 


lili(let>sen 
ind    ma< 


■-  3+0,4406964=3,4406961 
erste    Theil    seines    Integral»;    Ut    ersichtlich 
dasfi 


hei6sen:^V"3p  +  4.c=2,l2I32  statt  3.  s 
:^2,5620'i  ist.    Littron  in  seiner  Anleitung  sur  Mathematik 


MU  giekt  dafür  folgende  Formel: 

:=^  ig  qa*  zu   berechnen   ist   iinil   di 


1)1 


sufolge  70"  31' 


trägt.     Auch  sie  giebt  ß- 
t  Formel  lautet 


2,56202. 


i  Tangente  des  Parabel punktes  ist,  dessen  Coordinaten  x 


iad 

so   dass   also 

t  = 

Vy^  +  Ciz:)''     ist,     und    wo 

A  = 

r. 

oder  Co/ff  ^  = 

s,    FiirMontucla's  Zahlenbeisp 

ei  ist 

%  = 

1,24264  und 

^08 

^*  —  0,02557.6  =  (1)2557. 6  =  /o<j.  Cotg  A  =  log.  Cotg  :. 
gehört  Dach  pag.öO  meitier  Tafeln  2' =  ,Jr'.  =  0.76528+27 
i65  (weil  4.5:3.3=37:27  ist).    Demnach  ist  1=  ^  =  A 
und  wie  vorhin  ß  =2,12132  +  0.44070=  2,56202. 

Mspiel.  Gudermann  in  seiner  Theorie  der  Potenzial- 
I  pag.  89  giebt  für  die  u.  a.  hui  der  Brückenbaukunst 
ige  Kettenlinic  folgende  einfache  Gleichung  zivischen  den 
^naten  x  und  ;/,  wobei  die  Abscisseulinie  nm  n  (  =  der  klein- 

K'Bpannung)  von  ihrem  Scheite!  absteht:  y^^u.  Cos  —  .    Setzt 


•&lan  null  «  =  1,4406,  mdem  das  Genvicht  eines  The 
dessen  Länge  der  Einheit  gleich  ist,   such  gleich  I 
witd,  so  gehen  meine  Tafeln,  M'enn  successive 

Is  der  Kette, 
angenommen 

^=0 

S  =  1,4406 

0,5 
1.5-281 

1 
1,8018 

1,5 
2,2946 

12 
13,0668 

und 

,,.  .  2,3  ist, 
"'"'«''4,2119, 
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was  eine  Breite  dee  Flusse«  oder  eine  Spannung  des  BrficlEai- 
bogens  =  5  und  die  Hohe  des  Gewölbes  oder  seine  Pfeilhobe 
s  2^7713  voraussetsen  würde,  da  4,2119  —  1,4406  =  2,7713  ist 

^.  Beispiel.  Dr.  Zetzsche  giebt  in  Schlumilchs  Zeitschrift  Y. 
pag.  169  für  das  Trägheitsmoment  (7")  einer  Parabellinie,  welche 
sieb  um  die  Parabelaxe  dreht,  mit  Uebergebung  gewisser  Factoreo    : 
|A  und  /l  welche  hier  nicht  in  Betracht  kommen,   folgenden  Aas- 
druck  an: 

Uer  erste  Theii  der  Klammer  ist  gewiss  nur  m  Folge  eines  Druck- 
fehlers falsch  angegeben,  er  muss  heissen: 

Ich  tittd»  dafür  folg^oden  Ansdrack: 

r  =  *f .  Cm  A.  C«*^- r  -^^  w*  €•»  -J  =  2±^i8t. 

IS»  9*i  null  dwHalbpanmflterj»^  8^1479  ud  die  Greiu-Ahsäss« 
>3s  10^9783.    Dana  ist 


lofi^^  =  l»9  Co»  jI=(^8Q846|      lo^  =^,30057 


A  =  € 


fe9ii=Ol40SI2 


I 

3,13457!  1,98115 

Daau  13633  ==  NoflLJ      Dan  86^ 
Also  ist  r=  13KU-S5.93I  =  ViTT^. 

IOl  Beispiel.  Man  soll  ßir  eine  hyperbolisefce  flieW  (f) 
die  Entfernung  ihres  Schwerpunktes  (jt')  tqu  Ubem  Mtteipuukte 
Q  ^dem  Mittelpunkte  der  lugehurigen  Ellipse  mit  den  HalKiTf 
«  Uttd  6)  tiiideo,  wenn  sich  diese  Fläche  tou  Ihrem  Schcitei  A 
\m  4ur  Ordinate  BC:^'^y  erstreckt 

Au»  «'  F:=z^Jifdx.x  oud  F=ijldx  folgt 
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A' 

=  0.67195 

iin  A' 

=  0,715B8 

Im'. 

=  9.S23ai 

Zähl. 

=  0,53959 

/Off  Sin  2^:^0,84063  i 
}  Sin  2  A=  3.4642 
—  A=z  1,3170 
log. Kenn.  =  0,35187  \ 

1  DecemUer  1863. 


x'  =  1,6133 . . 


Die   Tafeln  Tür    sÜmmtMche  IrigonomelrUche  Functionen    der   ' 
,t]rkliechen  und  hy|ierliolJschen  Sektoren    von  Prof  Gronau  sind 
Igegeti  Einsendung  des  Nettopreises  von  1  Thir.,  oder  gegen  Post- 
piTsdiues,   (lirect   zu   bexieben  von    dem    unter/eichneten    Selbst- 

Die  nalui'foi'scheiide  Gesellschaft 

in  Uanzig. 


Astronomie. 

ender  für  alle  Stände.    1S64.   Uerauagegelien  von  1 
^uLittrow,  DirectoT  der  Ic.  b.  Sternwarte  in  Wien. 
r  Sternicarte.   Wien.    Carl  Uerold's  Sohn. 

HjShrlich  haben  wir  die  Liebhaber  der  Astronomie  auf  diesen 
,  dessen  Jahrgang  1863  im  Lilerar.  Ber.  Nr.  OLV.  S.  9. 
norden  ist,  als  eine  sehr  brauchbare  populäre 
mische  Ephemeride  aufmerksam  gemacht,  und  thun  dies 
II  Jahre  sehr  gern  und  aus  voller  Ueberzeugung  von 
Da  die  Einrichtung  der  astronomischen  Ephemeride  und 
illenders  angeändert  geblieben  ist,  so  können  uir  deshalb  auf 
pifrüheren  Anzeigen  verweisen,  und  sind  auch  überzeugt,  dass 
wohnt  i^t,  seinen  Bück  zuweilen  nach  dem  ge- 
fifiraten  Himmel  zu  richten,  um  an  dessen  Pracht  sein  Herz  zu  er- 
f  liMieiinnd  zu  erheheii,  und  einmal  di«een  Kalender  kennengelernt 
I  hl  demselben  bei  seiner  Beschauung  der  Sternenpracfal  des 
I  Biromels  lehrreiche  Unterstützung  gefunden  hat,  immer  und  in 
Ljadeiu  Jahre  wieder  gern  nach  deniaelben  greifen  wird,  auch 
leuete  Empfehlung  von  unseier  Seite.  Die  Beilagen  ent- 
[Mten,  wie  genübnlich,  eine  sehr  vollständige  Uebersicht  des 
[  PJanetensystems  mit  Rücksicht  auf  alle  neueren  Entdeckungen, 
l  ausserdem  einen  „die  Sonne"   (iberscbriebenen  lehrreichen 


I 

i 
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und  interessanten  AuTsatE,  hauptsächlich  Ober  die  Ersclieii)un§n 
des  Lichts  und  der  Wärme  mit  besoaderer  Rücksicht  auf  die  1 
Spectrai-Analyse  und  deren  grosse  Bedeutung  auch  fUr  dit  | 
Astronomie.  Historisch  sehr  iiitereBsant  ist  uns  die  Notiz  «evree 
dass  SL-hon  S.  Herschel  in  den  Edinburgh  l'fa  i  Insophicul  1 
Transacfions  von  1822  die  tirundKÜge  der  ■Spectralaual^  I 
und  die  Vorlheile  ihrer  Anwendung  iu  der  Chemie  mit  klirait  | 
Worten  angegeben  hat,  wodurch  aber  das  Verdienst, 
Bunsen  und  KirchhofT  Jurch  die  von  ihnen  diesem  Ge^fx^  I 
Stande  gewordene  weitere  ECntwickelurig  sich  erworlien  haben,  nicht  | 
geschmälert  werden  kann. 


Nautik. 


Alm 

mach 

er 

is 

terr 

eic 

<1 

*s  Jah 

1864. 

He 

ra 

isa; 

^^ 

n 

hen  A 

nstalt.! 

erk 

k 

Ma 

in 

G 

eruld. 

8". 

Driller  Jahri 


Wir  freuen  uns  sehr  über  den  nngesliirten  Fortgang  dieeei' 
sehr  verdienstlichen  Almanacfas,  dessen  beide  er^^ten  .lahrgänge 
im  Liferar.  Bor.  iNr.  CXLVIIl.  S.  10.  und  Nr.  CLVI.  S.  10.  ange- 
Keigt  worden  sind.  Die  Einrichtung,  namentlich  auch  der  astTaiW' 
mischen  Ephemevide,  ist  im  Ganzen  vollständig  dieselbe  geblieben, 
wie  in  den  beiden  ersten  Jahrgängen,  so  dass  wir  uns  also  in 
dieser  Räckstcht  auf  nnsere  früheren  Anzeigen  beziehen  künneo. 
Der  neueste  Jahrgang  enthält  aber  aucl^  wieder  einige  interessa&te 
nautische  Anfsätze,  auf  die  wir  unsere  Leser  recht  sehr  aufniKk- 
.«ani  machen,  nämlich  die  folgenden:  Admiral  Fi  tz  -  Roy'sWit- 
terungsanzcigen  und  Sturmsignale  von  Dr.  F.  Scbavb. 
HerrÜirector  Schaub  theilt  in  diesem  lehrreichen  Aufsatze  aosfles 
gelehrten  und  vielerfahrenen  Admirals  Fitz-Roy  neuerHehat 
erschienenem  Werke:  „The  weather  book:  a  roanual  of 
praetical  meteorology.  London  1S63"  den  Abschnitt  in 
Attsxuge  mit,  welcher  die  Nutzanwendung  gleichzeitiger  meteoro- 
logischer Beobachtongen  an  mehreren  Orten  zur  VoransbestiB- 
«ua)t  Aet  mulhmasslichen  Witterung  bespricht,  mit  der  BenCt- 
^«M|>,  dass  das  in  England  eingeführte  System,  die  von  verscbled» 
tiw  Kationen  einlaufenden  Beobachtungen  zu  sammeln,  xu  dU- 
uMlJM«.  dfe  niuthmasslich  bevorstehenden  Aenderungeo  de* 
t  rurauszn sagen  und  bei  drohendem  Sturme  alle  wicbtigeB 

^4ll«  KtMiigreichs  durch    eigenthiimliche  Signale 
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V*  den  weitesten  Kreisen  bekannt  xa  nerden  verdiene,  worin 
dem  Herrn  Verf.  ans  vollkommenster  Ueberzeugung  beUtim- 
—  Einiges  Über  Einzelgel'echt  von  Dampfschiffen 
«It  Berücksichtigung  der  Panzerschiffe.  Von  L' 
«cWffs- Fähnrich  Josef  SchelUiider.  —  Dr.M.A.F.Preater. 
äOa»  geographische  System  der  Winde  über  dem  atlau 
tischen  Ocean."  Von  Co  ntre  -  A  dmiral  Bernhard  Freih 
t.  Wellerstorf.  Herr  v.  Wfillerstor f  empfiehlt  sehr  die  m 
Dr.  Pres  tel  fiic  die  Darstellung  der  Winde  während  einer  bestimm 


1 

tim-  ^^H 
fen    ^n 


talZeit,  und  innerhalb  ein« 
ftrmelartige    Ausdrncksn 

Hraer  geworden  ist.  das 
tntgegengeset/.t  sind,  de 
drüAk  zusanimengefasst  t 


rebeiisD  bestiramtcn  Oertiichkeit,  gewählte 
eise,  »eiche  dadurch  anschaulicher  und 
s  die  Winde,  welche  diametral  einander 
r  Zahl  und  Richtung  nach  in  einen  Aus- 
rerden. 

isiliche     Verzeichniss    der    Leucht- 


Das     buchst 

Ihüfine  im  mittelländischen,  schwarzen  und  azowschen 
Ueere  von  Herrn  Itolierl  Müller  in  den  Jahrgängen  1862 
in  diesem  neuesten  Jahrgange  wieder  eine  sehr 
id«  Ergänzung  erhalten.  Ein  vollständiges  Verzeich- 
'reochtlhßrme  im  Mittelm 
werden. 


n  nächsten  Jahrgänge 


Vermischte  Schriften. 


PudXLV.  Heft  IV.  Keitlinger;  Ucber  T.ine  und  einige 
IftgBttscheinungen  im  Seh üessungs bogen  des  galvanischen 
.  I.ittrow;  (Jeher  Luftspiegelungen.  S.  547.  — 
irt  Untersuchungen  (iber  die  Leistungsfähigkeit  der 
■.Vcfacn  Melallbarometer.  S.  55fi.  —  v.  Lang;  Üeber  einen 
a<  Messen  des  Winkels  der  optischen  Axen.  S.  687. — 
i>'rfftr:  Helfigkeitsephemeride  nnd  ßarätcllung  des  Laufes  . 
"    I  im  Jahre  1862.  S.  S 

^^'XLV.  BeTt  V.     Haidi 

t  rnthen  Schnee  n.  S.w., 


lieber  Me(eorsteiDlalle,j 
.  S.  (i65.  790.  706. 


adXLVf.  Hftftl.    Ozermafe:  Notiz  über  die  laryngosco- 1 
P  Pftdto^rajihien   und   über    das    Mikrostereoakop.     S.  5. 


f 

[ 


16  Uterarisc/ier  Bericht  CUCIIL 

Stefan:  üeber  die  Beivegnng  fluesiger  Kürp«r.  S.  8.  —  Snbie: 
Grundzüge  einer  Mulecularphysik  »nA  einer  mechanischen  Theart« 
der  Elektricitäl  und  des  Magnetismus.  S.  46.  —  Mach:  Ueher  d 
Moleculanvtrkung  der  Flüssigkeiten.  S.  125. 

BandXLVI.  H  eft  II.  Knochen baaer:  Tersache  lur  Theorie 
des  Condensators.  S.  138.  —  Mach:  Zur  Theorie  des  Po Isw eilen- 
aeicbners.  ä.  157. 

BandXLVI.  Heft  III.  Blasek:  Ueher  Volomsbeslimmiin- 
gen  mit  Zuziehung  der  Schirerpunkts- Theorie.  8.342.  —  Reit- 
linger  und  Zerjau:  Ueher  Schichtung  durch  EiitladungsscUäge 
der  Leidner  Batterie.  S.  35'2. 

Band  XLVI.  Heft  IV.  und  V.  Reillinger  und  Kraus: 
Ueber  Brande's  elektrochemische  Uolersuchungen.  S.367.  . 
Uaidinger:  Die  Octoberfeuermeteore  in  den  Wiener  Blättern  1663. 
S.  m^.  —  Clausius:  Ueber  die  Molecularbewegungeu  in  gas- 
förmigen Kürpern.  S.  402.  —  Kammerer:  Die  Liebt -iDteneitäls- 
curven  auf  krummen  Flüchen.  N.  403.  —  Knocbenhaner;  Dcbei 
FISsEigbeiten  im  elektrischen  Strome.  S,462,  —  Ülelan:  Deber 
die  Betvegung  flüssiger  Körper,  (II.  Abhandlung).  S.495. — Msi- 
mann:  Ueber  die  Bahn  der  Europa.  S.  624.  —  VlacvWcft: 
Sulla  Scarica  instantanea  della  botligliä  di  LeyJa.  S.Sit]. 

BandXLVI).  Heft  I.  und  IL  Späiigler:  Ueber  nOu 
Schnee.  S.  3.  — v.Littrow  ,  O  tto:  Ueber  eine »eoe  EinricfabtRgd 
Spectralapparates.  S.  26.  —  Mach:  Ueber  die  Gesetze  de«  MÜ- 
achtringens.  S.  33.  —  Friesach:  Ueber  die  Fleduction  der  grüM- 
ten  Sannenhühe  auT  den  Meridian  bei  verfinderlichera  Beobadi- 
tnngsorte.  H.  49.  —  Mach:  Ueber  eine  neue  Einrichtung  i 
Pulswellenzeichners.  S.  53. —  Stefan;  Bemerkungen  zur  The< 
der  Gase.  S,8I.  —  Mauthner:  Zur  Lehre  vom  entommatiacben 
Seh*n.  S.  106.—  ScarpelÜDi:  Colpo  d'occhio  sopra  i  Terremoti 
avrenull  in  Roma  negli  Anni  ISSS,  185»,  1860,  1861,  1862,  rda- 
tivamenfe  alla  influenza  della  luna.  S.  137. 

Band  XLVIL  Heft  111.  und  IV.  Winkler:  Ueher  vm^t 
Reductionsrormetn  der  Integralrechnung.  S.  146.  —  Oppolier: 
Bahnbestimmung  des  Planelen  (61).  S.  229.  ~  Friesach:  Ueba 
Reihenentivickelungen.  8.  264.  —  v.  Li  ttro  w:  Physische  Zusai^ 
menkünfle  der  Asteroiden  im  Jahre  )86:J.  S.  317.  -  Stefan:  Ueber 
die  Fortpflanzung  der  Wärme.  S.  326.  —  Rollelt:  Ueber  dfe 
Wirkung  des  Entladungsslrom  es  auf  das  Blut.  S.  356. 


.  \r.  CLXII.   S.  5.   Z.«.  jj 
lizioDB"  beiuen. 


Matbematfsclie 
und  physikaliscbe  Bibliographie. 

liXDI. 


Arithmetik. 

EC.  Mornik,   Lehrbuch  der  Arithmetik  für  Unter-Gyra 
^theil.  für  die  1.  u.  2.  Klasse.  13.  AuSi.  gr.8.  !;eb.  Wien.  16  Sg| 
L  F,  Motnik,  Lehrbuch  der  Algebra  für  Ober-Gymnasien.  ^ 
^8^    geh.     Wien.     24  Ngr. 

Motnik,  Tavole  logaritmiche-trlgonometriche.  Lex.-8.  gern 
12  Ngr. 

J,  PfeilTer,  Leitfaden  der  Arithmetik,  gr.  8.  geh.  Augf 
bnrg.    Vi  Ngr. 

fieometrle. 

J.  Brenner,  Aufgabensammlung  ans  der  Flächen-  und  K«r- 
perherechnungfür  die  Hand  der  Schüler  in  Forthiidungs-,  Generbs- 
ond  Winlerabendschulen.  S.  Cart.  Tnttlingen.  4  Ngr.  Ausgabt" 
ffir  den  Lehrer  6  Ngr. 

J.  0.  Gandtncr  und  K.  F.  Junghans,  Sammlung  v 
sSlzen  und  Aufgaben  aus  der  Planimetrie.  Für  den  SchutgehrancB 
sachlich  und  methodisch  geordnet  und  mit  Hulfsmitteln  aur  Bear- 
beitung versehen.  1.  ThI. :  die  Aiiueudung  der  Proportionen  nicht 
«fordernd.     Mit  6  Fig.-Taf.    2.  Aufl.     Berlin.     20  Ngr. 

.1.  Hoü  el ,  EsNai  d'nne  expnsition  rationelle  des  principe»  fon 
damentaus  de  la  genmetrie  elenienlaire.  Greifsivald.  8.  MiteiW 
Steintafel.     10  Ngr. 

J.  P.  Michaelis,  Siir  les  courbes  du  second  degre. 
geh.     Luxembourg.     12  Ngr. 

B.  Ohlert,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  Realschnlen  olH 
Gymnasien,  sotvie  zum  Selbstunterricht.  I.  Abth. :  Lehrbuch  Ad 
Geometrie.     1.  ThI.;  Planimetrie,     gr.  8.     geh.     Elbing.     1  Tbin 

F.  Hummer,  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie  mit  eiij_ 
Sammlung  von  Aufgaben.  1.  Thi.:  Ebene  Geometrie.  5.  Aufl.  gr.| 
(teh.    Heidelberg.     14  Ngr. 

G.  Salmon,    Analytische  Geometrie  des  Raumes,    Deatsejjd 


L  bearbeitet  von  W.  f  iedler.     I.  Tbl.:    Die  Elemente  der  i 
sehen  Geometrie  des  Raumes   und  die  Theorie  der  Flächen  t 
ten  Grades,    gr.  S.    geh.    Leipzig.    1  Thlr.  24  Ngr. 

U.  Schöpfer,  Anleitung  zum  Figuren  zeichnen  auf  Grundlagt  j 

L  des  geometrischen  Gliedermanncs.     Fol.    Olmutz.    t  Thlr.  18  Ngr.  I 

J.  Spalving,  Lciiraden  für  den  geometrischen  Anschaunngt-  1 

'  Dnterricht  nach  Lorey's   Grundsätzen  zusammengestellt,     gt.  A  | 

RPh.     Dorpat.     9  Ngr. 

H.  P.  Uihlein  u.  M.  Baiiseraer,  Kleine  auf  das  Pcincl]!  der  | 
Anschanung   gegründete    Geometrie    für  Volks-  und    gewerbU^ 
Forlbildungsschulen.     gr.  8.     geh.    Mainz.     5  Ngr. 

Tr  if;«ii  o  inetri  e. 

O.  Büklen,  Lehtliuch  der  ebenen  Trigonometrie  nebsl 
I  reren  hundert  Formeln,  Aufgabfn  und  Lehrsätzen,  gr.  8. 
I  Stuttgart,     27  Ngr. 

E.  W.  Grehe,  Zusammenstellung  von  Stücken  rationaler  ebe- 
.    ner  Dreiecke,    eine  Sammlung    von    mehr   als    100000  Beispielen 

für  die   ebene  Trigonometrie,    die  Proportioiisrechnung  etc.    gr.  8. 
,  geh.    Halle  a.  d.  S.    1  Thlr.  15  Ngr. 

GeodÄsiF. 

F.  A.  Heissig,  AnleiluDg  zum  Zirkel-  und  Linearzeicbnen  aU 
schule  für  die  darstellende  Ueometrie,  das  Architecinr-,  Ma- 

'  schinen-  und  Sltualions-Zeichnen  etc.  2.  Aufl.  Lex.-B.   Wien.  g^. 

II  Thlr. 
G.  C.  K.  Uunäus,  Die  geometrischen  Instrumente  der  ^esamn- 
len  praktischen  Geometrie,  deren  Theorie,  Beschreibung  nnd  (ae- 
lirancfa.     3.  Hfr.     Lex.-8.     geb.     Hannover.     1  Thlr.  22  Ngr. 
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lales  de  rObservaloire  imperial  de  Paris,  publikes  pu 
U.  J.  Le  Verrier.     Mrimoir«s.     Tome  VII.     Avec  7  pl.     Paris. 

0  Thlr. 

Boichot,  Nolions  Bur  rastronumie.  8.   geh,  Brüssel.   I^SHgT. 

Phil.  Carl,  Die  Principien  der  astronomischen  Instramenten* 
knnde.     Mit  15  üth.  Taf.  Abbildungen.    Leipzig  1863.     8.     i  Thlr. 

W.  Chauvenet,  ManuaL  ofspberical  and  practica!  aslronomf. 

I.    Royal-8.     Philadelphia  and  London.     Clnth.     56  s. 

Berliner  astronomisches    Jahrbuch   für   1866.     UerauBgegeten 

J.  F.  Jlncke,  unter  Mitwirkung  von  Wolfers.  gr.  8.  Berlin. 
3  Thlr. 

W.  Klinkerfues,  Ueber  Bestimmung  der  absoluten  SISraiH 

mit  Rücksicht  auf  die  Bahnen  von  grosser  ExceittrlcitSI  niJ 
NeiguQg.     gr.  4.     geh.     Güttingen.     12  Ngr. 


J.  LamoDt,  Annalen  der  künigl.  Sternwarte  bei  München. 
4.  Supplfm.-Bd.     gr.  8.     geh.     München.     1  TMr.  23  Ngr. 

E.  Matzenauer,  IftdieSonnenBcheibe  ein  Komet?  EinVer- 
Blieb,  diese  Frage  mit  Zugrundlegung  der  P.  T.  Meissner'schen 
Wärmelehre  xa  heaiittvorten.     Lex.-Ö.     Wien.    geb.     8  Ngr. 

L.  Pugel,  Formule  generale  pour  trouver  la  latitude  et  la 
longitude  par  les  bauteurs  hors  du   meridien.     Paris.     S.     10  Ngr. 

H.  F.  A.  Pratt,  On  orbital  raotion:  tbe  oulltnes  of  a  System 
of  pbysical  astrononiy.  8.  London.  Ctotb.  7  g.  6  d.  (The  object 
of  Ihe  writer  is  thn  show-  that  the  Newtonian  theory  of  unirersal 
gravitation  is  a  fallacy,  and  to  unfold  a  different  theory  of  the 
pbenomena  of  the  uiiiverse. 

R.  Sonndorfer,  Theorie  nml  Con^linclion  der  Sonnenuhi 
auf  ebenen,    Kegel-,    Cylinder-    und    Kugeiflüchen.     gr.  8.     geh. 
Wien.     24  Ngr. 

Mx.  Weisse,    Posltiones  mediae  stellarum  fisarum 
Regiomontanis  a.  Besselio  inter  -J-I5"  et  -|-45<'  declinationis  obsei 
vataruni,  ad  ann.  1825  reduclae  et  in  catatoguni  ordlnatae.    Jui 
academiae  imperialis  Petropolitanae    edi   curavit  et  praefatni 
O.   Struve.     Petropoli.     Leipzig.     4.     3  Thir. 

Physik. 

Physikalische  Abhandlungen  der  künigl.  Akademie  der  Wis^ 
seDschaften  zu  Berlin.  Ausdem  Jahre  1862.  gr.4.  geb.  Berlin.  7 ThIr. 

F.  Balley,  Meteorologie  et  meteorographie,  patfaugeni«  et 
noBOgrapbie  etc.     Paris.     4.     Mit  26  Taf. 

M.  Becqnetel,  Recherches  aur  la  lemp^ratnre  de  l'air  et 
sur  cetle  des  couches  superficielfes  de  la  terrc.  Institut  imperial 
de  France.     Paris.    4. 

Ad.  Bobierre,  L'atmusph^re,  le  sol,  les  engrais;  letalis 
profeesees  de  18.10  ä  18G2  ä  la  chaire  municipale  et  ä  l'Ecole 
pr^paratoire  des  sciences  de  Nantes,  avec  une  intrnduction  par 
Jal.  Rieffei.     Paris.     12.     1  Thfr.  20  Ngr. 

F.  E.  J.  Cruger,    Die   Naturlehre  Tür  den   Unterricht  in   d| 
Elementarschulen.    9.  AuQ.    gr.  8.     geh.     Erfurt.    8  Ngi 

F.  E.  J.  Crüger,    Die  Physik    in    der    Volksechule. 
'  gr.  8.    geh.    Erfurt.     15  Ngr. 

'  H.  W.  Dove,    Darstellung    der   Wärmeerscheinungen    dui 

'  fÜDftäglge  Mittel.    2.  Tbl.    gr.4.     Berlin.     Gart.     1  Thlr.  "  " 

L.  Figuier,    La  terre  et  les  mers  ou  description  pbysiqi 
globe.    Les.-8.    geh.    Paris.     2  Thlr.  20  Ngr. 
Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1861.     Dargestellt 
<ter  physikalischen    Gesellschaft  zu  Berlin.      17.  Jahrg.     Redi| 
r,  E.  Jochmann.     ?.  Al.lh.     gr.  8.    i^eh.    Berlin.   2  Thlr.  5  N| 

G.  Kirchhoff,    CJntersuchuagen   aber   das   Sonnenspectrnl 
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und   die  Spectren  der  chemischen  Elemente.     3.  Tbl.     [^ 
aus  den  Alihandlungen  der  k.  Akademie  der  Winsenechanen 
Berlin  1862.]     Mil  2  Taf.     Berlin.     4.     25  Ngr. 

Fr.  R.  Frhr.  v.  Mareuzi,  ZwOlf  Fraftmente über  Geologie,  o 
Beleuchtung  dieser  Wissenschaft  nach  den  Grundsätzen  der  Astn- 
nnmie  und  der  Physik.     Mit  4  Taf.     Laibacb.     8.     1  Tbl 

F,  Melde,  Die  Lehre  von  den  Schwingungscurven  nach  frem- 
det) und  eif^enen  Untersuchungen,  gr.  8.  Mit  Atlas  in  gr.  4.  gefa. 
Leipzig.     2  Thir.  20  Ngr. 

K.  Schwippel,  Lelirbuch  der  Physik  für  Obergymnasii 
and  Oberrealschulen.     2.  Aufl.     gr.  8.     1  Thlr.  22  Ngr. 

F.  Toll,  Die  Rotation  frei  in  der  Luft  fortschreitender  KO 
per,  insbesondere  der  runden  und  lünglicLeu  Geschosse.  1.  Abib. 
12.    geh.     Coblenz.     15  Ngr. 

G.  Wiedemanii,  Die  Lehre  vom  Galvanismus  und  Elektro' 
magoetismuB.  2.  Bd.  2.  Abth.  2.  Lief.  gr.  8.  geh.  Brano schweig; 
-ITblr.  4Ngr. 

Ä.  Wüllner,    Lehrbuch    der  Experimentalphysik    mit  Ibeil- 

weiser  Benutzung  von  Jamin's:     Trailä  de  physifjue  de  I'^cole 

pdytechnique.   IL Bd.   l.Abth.  gr.8.  geh,  Leipzig.   2Thlr.l2Ngr, 

Termischtc  SchrUten. 

R.  Hoppe,  Einige  mathematische  Aufsätze,  gr.  4.  Opsals 
und  Berlin,     geh.     15  Ngi 

Journal  für  reine  und  angeivaudte  Mathematik.  Herausgege- 
ben von  C.  W.  Borchardt.  63.  Bd.  LHft.  gr.  4.  Berlin.  Pxe\» 
für  den  Band  4  Thli 

A.  Lonchampt,  Recueil  de  problimes  tJres  des  compom* 
tiona  donnees  ä  la  Sorbonne,  de  1853  a  I8ß3,  pour  le  haccalaB< 
rfiat  is  Sciences;  suivi  des  compositions  de  malhemaliques  el& 
mentaires,  de  sciences  physiques  et  naturelles,  donn^ea  ai  " 
concDurs  generaux  de  1846  ä  1862,  d'une  th^orie  snr  les  tnaidil 
et  les  minima,  et  de  la  jiolutian  des  prohiemes  numeriques.  Paiia.  18< 

Sitzungsberichte  der  kai^erl.  Akademie  der  Wisse nscbalteoj 
Mathem.-iiaturwissen5ch.Classel8fl3.  I.  Ablb.  t.-3.  Hft.  u.  2.AhÄ 
1.— 4.  Hft.     Lex.-8.     Wien.     Preis  für   die  vollst  Abtheil.  8  TUr. 

Sitzungsberichte  derk.  k.  Akademie  derWiRsenschaften.  Mathe 

matisch-naturiv.  Classe.  l.Abth.  47.  Bd.  4.u.6.Rn.  ISSsr.  2.Ablb 

^m         47.  Bd.  5.-7.  Hfl.  Lex.-S.  geh.  Wien.  1  Thlr.  2  Ngr.  ^ 

I  So  eben  erschien: 

I  Die  wohlsetroffene  Ptiotoiprapltle  deH  Hemi 

I diese«  Archivs  der  Slat  bematik  und  Phriiik, 

^^M  »or»  Hr.  J.  A.  firancTt.     Visf  tenkart.  -  Form.    In  gU 

^^M  «er  Figrnr  und  BrastbUd.     Preis  10  Sgr. 

^^M^  C.  A.  Koch'a  ferlagshandluiui  in  Grei/ntniU 
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Oalileif  ei  er. 

Und  sie  bewegt  stell  docli« 

Er  ging  in  finstern  Zeiten 
Zuerst  des  Lichtes  Spur, 
Sein  Leben  war  ein  Streiten 
Für  Licht  nnd  Wahrheit  nnr; 
BSr  sprengte  ihre  Hülle, 
Die  Wahrheit  leuchtet  noch; 
„Die  Erde  steht  nicht  stille** 
„Und  sie  bewegt  sich  doch!*^ 

Sie  suchten  ihn  zu  schwächen 
Durch  Qual  und  Kerkerhaft, 
Doch  nimmer  liess  sich  brechen 
Des  Geistes  hohe  Kraft, 
Ob  sie  mit  Hass  und  Grimme 
Ihn  beugten  unteres  Joch, 
Laut  ruft  der  Wahrheit  Stimme: 
„und  sie  bewegt  sichdoch!**^ 

Nun  glänzt  sein  Geist  bewundert  ' 

Und  leuchtet  fort  und  fort. 

Nun  hallt  durch  manch  Jahrhundert 

Sein  weltbefreiend  Wort; 

Die  Kebcl  müssen  fallen  I 

Die  fernste  Zukunft  noch 

Wird  siegreich  wiederhallen: 

„Und  sie  bewegt  sich  doch!" 

Dr.  S.  Meyer  in  Breslau. 

In  Pisa    ist   die   Galileifeier   am   18.  Februar  1864  auf  die 
»nzendste  Weise   begangen   worden^   alle   gelehrte  Kdrper- 

lhl.XLI.Hft.4.  4 


Der  Bontor  Bar«B  Plaia.*) 

Wesa  taeh  die  Leheos^eschichte  der  Häipter  dalvtdGgHB 
h  thfea  Werken  ge«tiirtel>en  st«bt,  so  etiaaben  wir  mis  iwA, 
m  der  VvratuaetzBag,  dus  irgend  einer  der  berShmtesten  SUtbe- 
matäut  (Be  Geacbicbte  der  Arbeitea  des  grosse«  nnd  krä/ti^n 
GeistM  dcc  Barons  Plana  liefern  werde,  so  gvt  als  mvglich  h 
w«oigeit  Zeilen  einige  der  Haoptzfige  seines  langen  and  IhSf^ 
i  Lebeoalaufs 


Giovanni  Plana  wnrde  in  Vogbera  im  November  des  Jah- 
res 1781  geboren,  in  demselben  Jabre,  in  weickem  der  berühnto 
Physiker  P.  Beccaria  in  Turin  starb.  Als  einen  roerkirti- 
digea,  wir  wagen  sogar  zn  sagen  provi den  11  eilen  Zufall,  bemerken 
wir,  ilass  Newton  das  erste  Licht  des  Tages  im  Jahre  IIH2 
crhiicbte.  in  welchem  das  Gestirn  Galilei's  nnterging.   Bei  dem 


Aua  der  Oaiielta  nffi  cial«  del  Regno  d'ItBlIa.  Toi 
iiiäGenanio   I8M.    Ndid.  21,  äber*etzt  von  Herrn  U.  Cm 
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I;  liyon  für  die  AspiranteD  der  polytechoischen  Schule  in  Paris 

ti  Concura  wurde  er  at8  der  achte  unter  die  hundert  und 

Waaeig    ZGglinge    aufgenommen,    welche    in    diesem    berühmten 

ptituta    Aufnahme    finden ,     und    so     hatte    der    junge    Plana 

8  Glüclt,  die  mathematischen  Wissenschaften  unter  den  berühm- 

Iplen  Meistern  seiner  Zeit  zu  studiren.    Legendre  sagte  bei'm 

fntritt    unseres   Landsmanns    als    Professor    in    die    Kaiserliche 

'tilleriescbule  zu  Allessandria  zu  ihm:    Vous  etesjeune, 

iiiH  la  jeunesse  est  an  defaut  dont  on  se  corrige  tous 

■s  jours!     Und  wirklich  wusste  Plana,  indem  er  uns  in  einem 

1  beinahe  83  Jahren  verliess,  die  Bemerkung  seines  be- 

mten  Lehrers  und  Gönners  zum  Theil  zur  Wahrheit  zu  machen. 

D  das  Jahr  1812  an  das  Athenäum   in  Turin  berufen,  lehrte  er 

höheren   Caicul  eine  lange  Reibe  von  Jahren  hindurch, 

Idass   der  Professor  Plana   heute   als  Senior    der  Universität 

ttrüsst  sein  würde.    Auch  in  der  Künigl.  Militairakademie  lehrte 

f  die  hiihere  Mathematik,  und   war  einige   Zeit   Geneialdirector 

(1er  Studien  an   derselben.     Als    Eönigl.  Astronom  stieg   er    fast 

täglich    auf  das   Observatorium    bis    zum    ßeginn    seiner    letjcten 

Krankheit.     Plana    war     Präsident    der    Ki>nigl.    Akademie   der 

Wissenschaften   zu  Turin,   correspondirendes    Mitglied  der  vor- 

xüglicbslen  iTtssenscbaftlichen  Gesellschaften  Europa's,  gescbmifckt 

mit  den  Orden  mehrerer  Souveräne.  Der  berühmte  Jomardmeldetedie 

WabIPIana's  zum  äusw&rtiget)  Mitglied  des  Institut  de  France 

mit   den   Worten:    „Sagen  Sie    unserem    gemeinsamen    Freunde 

mrane  aufrichtigen  Glückwüneche.    Ich  bin  einer  der  Vierzig,  die 

man  aus    den  36  Millioneo    Franzosen  erwählt,    aber  Plana  ist 

«iner  der  Acht,  welche    aus   der   Billion  von  Menschen,  die   die 

Oberfläche  der  Erde  benohoen,  auserlesen  werden." 

Plana  erfreute  eich  wegen  seiner  bewundernswürdigen  und  fast 
einzigen  Leichtigkeit  in  der  Uandhabung  des  büheren  Caiculs,  wie 
üe  seine  verschiedenartigen  Arbeiten  bezeugen,  des  höchsten  An- 
sehns  bei  den  ersten  Mathematikern  und  Astronomen  beider 
Welten.  Seine  mathematische  Theorie  derMondbewegu Dg 
in  drei  starken  Bänden  wurde  in  Paris  und  London  mit  dem 
Prdse  sekrijnt.  Aus  diesem  grossen  Werke  entnahm  der  bewun- 
derte Britte  die  Mondtafeln  zum  Gebrauche  der  Schilf- 
fahrL  \m  verflossenen  Jahre  wählten  einige  gelehrte  Engländer 
Plana  zu  ihrem  Richter  in  einer  wissenschaftlichen  Streitfrage 
tiber  den  Mond,  die  durch  eine  Reihe  zweckmässiger  Telegramme 
sich  berauBgestellt  hatte.  Der  Baron  Plana  war  ein  grosser 
Liebling  Carl  Alberts,  der  ihn  mit  königlichen  Gunstbezeugiin- 
sen  üherbäufte.     Der  berühmte  Abb^  Oriani.  sein  Lehrer  in  der 


^ 
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AatroDomie,  liebte  Plana  irie  sein  Kind  uiitl  gab  ihm  ein  ehren- 
volles Zeichen  seiner  innigsten  UochscbSlzuaa;,  als  er  in  seinen 
Testamente  eine  wärdige  Lobrede  seines  trelflichen  Schfilera 
«cbrieb,  und  dieselbe  mit  dem  anschnlicben  Geschenk  vo»  fQnf- 
lig  tausend  Francs  begleitete. 

Man  Icünute  ein  interessantes  Bändchen  über  die  scharfsio- 
nigeti  Ausspräche  und  die  wirklich  originellen  Reflexionen  schrei- 
ben, wegen  welcher  die  Unterhaltung  Plana's  von  vielen  bedeu- 
tenden Persönlicbbeiten  und  fremden  Diplomaten  so  sehr  gesucbt 
(var.  Der  Baron  Plana  bewahrte  alle  seine  Fühigkeiten  mit  Ans- 
nähme  des  Gebilrs.  Er  vetiiffentlichte  zum  Beispiel  noch  ?or 
wenigen  Monaten  eine  sehr  wichtige  akademische  Arbeit  über 
das  (üeselz  der  Abkühlung  der  sphärischen  Körper  und  den  Aus- 
druck der  Sonnenwärme  in  den  Circumpolarbreiteii  der  Erde.  Ans 
dem  ersten  Theile  dieser  Schrift,  die  vollständig  in  der  stren- 
gen Sprache  des  höheren  Caiculs  geschrieben  ist,  folgert  er  die 
Zeit,  welche  die  Erde  gebraucht  hat,  um  vom  gasf^irmigen  bis  zu 
dem  gegenwärtigen  festen  Zustand  zu  gelangen,  und  aus  dem 
zweiten  Theile  zieht  er  den  Beweis  der  Existenz  zweier  Circum- 
polarmeere  (M.  s.  d.  Gazetia  Ufficiale  vom  23.  October  1863).  In 
den  letzten  Tagen  seiner  kurzen  Krankheit  versuchte  Plana 
noch,  wenn  auch  vergeblich,  die  Berichtigung  der  Correctaibogeo 
einer  anderen  Abhandlung. 

Der  Senator  Plana,  mit  einein  bewundernswürdigen  Gedlcbtniaa 
begabt,  pflegte  häufig  Verse  und  Auszüge  aus  classiacben  AotoTen 
und  Yorzugsweise  franzüeischen  Schriftstellern  zu  citiren.  Seine 
Angen  besassen  eine  seltene  Lebhaftigkeit  und  einen  besonders 
durchdringenden  Blick,  und  zogen  die  Anfmerksamkeit  seines  uosterb- 
Heben  Oheims  und  Lehrers  Lag  ränge  auf  sich.  Im  büchsten  Grade 
freimüthig  und  Philosoph  spraeh  Plana  offen  seine  eigene  Meinung 
sowohl  im  Rath  als  in  Privatkreisen  aus.  Gewohnt,  fortwährend  in  der 
Unerraesslichkeit  des  Himmels  sich  zu  ergehen,  versuchte  er  oßsiclt 
von  den  Wünschen  Rechenschaft  zu  geben,  die  aufdie  Ausübung  der 
Herrschaft  Ineineni  kleinen  Winkel  eines  der  kleinsten  Planeten  elDW 
so  kleinen  Theiles  des  unendlichen  Universums  gerichtet  mi. 
SeineEamilie  über  Alles  liebend,  freigebig  gegen  die  Armen  und  Her 
untergekommenen,  ein  treuer  Freund,  mit  vorzüglicher  Gesnndlrtf 
und  den  edelsten  Gaben  des  Geistes  und  Herzens  begabt,  den 
politischen  Ehren  fremd,  kar»n  der  Baron  Plana  in  Wahrheit 
jenen  auserwählten  Wesen  zugezählt  werden,  welche  nnserem 
gegenwärtigen  Zeitalter  zur  Ehre  gereichen.  Denjenigen  aber, 
welche  einige  Fehler  an  ihm  finden  wollen,  begnügen  wir  uns  dea 
Aosspruch  des  Horaz  in's  Gedieh tniss  zu  rufen:  „  Vitiis  quisqne 
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fiamiluT,  ojilimus  ille.  qui  minimiH  urgetur."  Alesaaii- 
im  LagrangB  beglückte  ihn  mit  zwei  Kindern.  Da  ihm  der 
Heine  Luigi  in  den  ersten  Lebeusjahren  zu  den  Engeln  entrisseu 
wurde,  so  conceutrirte  Plana  seine  ganze  Liebe  aur  seine  Ge- 
tuhliit  und   seine  vielireliebte  Sophia. 

Da  uns  der  knapp  zugemessene  Raum  von  der  Krankheit  und 
item  Tode  dieses  Coryphäen  der  Wisaenschaft  zu  sprechen  nicht 
erlaubt,  so  müssen  wir  uns  begnügen,  zu  bemerken,  dass  sein 
ittserwählter  Geist  sich  am  Morgen  des  'iOsten  Januars  d.  J. 
Mler  den  ThrSnen  seiner  verlassenen  Familie  und  setifer  Freunde 
nm  Himmel  auTscftHang,  versehen  niit  den  erhabenen  Heiismitteln 
der  Religion. 

DieTodesnacbricbl  des  Baron  PInnawurde  dem  Senate  von  sei- 
nen liochgeschälEten Präsidenten  dem  Grafen S  cl o p i  s, mJ t  den  edel- 
sleti  nni]  tiefgefühltesten  Worten  roitgelheilf.  Seine  Hülle  wurde 
lii  Mitten  einer  allgemeinen  Versammlung  der  Stadt  mit  fast  kunig- 
HcbtD  Ehren  nach  der  Kirche  dell'  Annunziata  geleitel. 

El  ficliien  beinahe,  als  oh  die  f>ewähllen  Classeu  Turins  bei 
'«StgrSbnissreier  des  Senators  Plana  einen  Triumpf  der  Wis- 
«naehaft  ausdrücken  wollten,  wie  Tags  vorher  das  Volk  Turins 
wioe  Dankbarkeit  dem  wohlthätigen  Marchese  di  Barolo  zu 
tlicogen  versuchte. 

Mit  dem  Tode  des  Barons  Plana  verschwindet  einer 
in  letzten  aus  der  grossen  Schule  der  berühmten  Meister 
L|f['B[>^Cj  Laplace,  Legendre,  Poisson  .  .  .,  die  dem 
(ulen  Napoleon  so  Iheuer  war,  und  die  so  vielfach  die  Wisaen- 
iduft  und  das  gegenwärtige  Jahrhundert  verherrlichte. 

Mit  einem  durch  einen  sn  grossen  Verlust  des  Vaterlandes  tief 
kwegten  Herzen,  unri  der  geneigte  Leser  möge  mir  hinzuzuftigeo 
«luiben,  durch  den  Verlust  eines  Iheuren  Freundes  fast  acht 
Wtren  hindurch,  lege  ich  die  Feder  nieder,  indem  ich  lebhaft  den 

1^  CiiltiiB  der  uuserwählten  Geister  und  urserer  Vorfahren  anempfehle, 
ivelcher  die  menschliche  Erzeugung  heiligt,  unii  das  stärkste  Band 

I  zwischen  den  Generationen  bildet,  die  durch    die  Jahre   sterblich 

l«n(},  aber  unsterblich   durch  ihre  Tugenden. 

f  G.  F.  Barupi-i. 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

II  Principe  Boncompagni  e  la  storia  delle  scienze 
^(ematiche  in   Itglla.     Del   Profes&ore  Giovanni  Co- 
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ico.  Vol.  XX.  Milan«. 


dKiBB.    Eatratto  dal  Politec 
tori  del  Politecnico.    1864.    BP. 

Je  tficbliiter  die  Arbeilen  und  Publicationen  des 
D.  Baldassare  Boncompagni  in  Rom  für  die  Gesci 
der  Mathematik,  und  je  grüseer  die  Opfer  sind,  welche 
ausgezeichnete  und  hochachtbare  Gelehrte  fortwäbrend  ] 
Wisseiiscbaft  bringt,  je  wärmer  und  lebbader  die  Anerki 
ist,  welche  diesen  auf  dem  Gebiete  der  Wissenschaften  einzl  __^ 
stehenden  Bemäfaungeo  und  Bestrebungen  von  allen  MalhematikMM 
mit  Recht  gezollt  wird:  desto  verdiensllicher  ist  es,  dass  Ben 
ProfeHSor  Codazza  in  der  vorliegende»  buchst  interessanteu 
Schrift  eine  ausführliche  Darstellung  der  bigherigen  Arbeilen  und 
Publicationen  des  bochsinnii^en,  für  die  WieaeDSchaft  wahrhaft 
begeisterten  Fürsten,  -~  von  dem  ja  auch  schon  oft  im  Archive 
die  Rede  genesen  ist  —  geliefert  bat.  Mittelst  einer  unter  dem 
Namen  „Tipografia  dellescienzematematichee  fi siehe" 
errichteten  besonderen  Druckerei  hat  der  Fürst  Boncompagni 
bisher  in  chronologischer  Folge  die  folgenden  Schriften  und  grSs- 
«eren  Werke  publicirt: 

Della  vitae  delle  opere  di  Piatone  Tiburtiua.  trtdul- 
tore  del  secolo  XII.  Roma  1851.    1». 

Della  vita  e  delle  opere  di  Gherardo  Cremoneee, 
traduttore  del  secolo  XII,  e  di  Gherardo  da  Sabbionetta, 
astronomo  del  secolo  XIII,  Roma,  1851.    4".  con  due  fac-simill. 

Della  vita  e  delle  opere  di  Guido  Bonatti,  astrologo     9 
ed  aatronoiDo  del  secolo  XIII.  Roma,  1851,  8°.  con  giunte  e  cgr- 
rexioni,  estratto  dai  tomi  CXXIII  —  CXXIV  del  Giornale  aTcs> 
dico. 

Della  vita  e  delle  opere  di  Leonardo  Pisano,  mate- 
>  del  secolo  XIH,  Roma,  1864.  8».   gr.  con  un  fac-simile. 

Intorno  ad  alcane  opere  di  Leonardo  Pisaoo,  male- 
matico  del  secolo  Xlll,  Roma,  1894.  8".  gr.  con  un  fac-simile. 

Intorno  alla  risoluzione  delle  equaz.  simultanee 
x*+k=y^,  a;*— A  =  i*;  nota.  Roma,  Annalidi  scienEe  niate- 
nafiche  e  fisiche,  aprile  1855. 

na  proprietth  dei  numeri;  nota,  Roma,  ibid. 

Tre  Bcritti  inediti  di  Leonardo  Pisano,  publicati  d> 
Boncompagni,  secondo  la  lezione  di  uo  codice  della  biblio- 
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Opuscoli  di  Leonardo  Pisano,  publicati  da  B.  Bon- 
coiapagni,  secoiido  la  lezione  di  un  cadice  della  bibliote»  Am- 
brosiana di  Milano.    2'  edizione.     Firenae,  1856.    8<*. 

Scrilti  inediti  del  P.  D.  Pietro  Ooseali  pnbllcati  da 
B.  BoDcompagni,   seguili  da  un'  appentlice   contenente  quattro 
^^Hue  dirette  al  medcsimo   P.  Cossali   ed   una  nota   intorno  a 
^^Ble  lettere.     Roma,  1857.    4°. 

^^KScritti    itiediti    pubJicati  da  B.  Boncompagnl,  rol.  I. 
^^^irdi  Pisani  Über  Äbbaci,  Roma,  \m7.     4». 
^^^^^rattati  d'aritmetica  pubJicati  da  B.  Bonctfmpagni, 
^■^  1857.    8». 
W  1.     Algorismi  de  nitmero  indoram. 

2.     Joannis  Hispaleusis  Über  Algorismi    de  prattca  Arie- 
niet ricae- 
Scritti  inediti  publicati  da    B.  Boacompagni,  vol.  II. 
Leonardi  Pisani  Practica  Geametriae  ed  Opaacoli,  Roma, 

\mL  4«. 

La  composizione  del  Mondo  di  Ristoro  d'Arezzo, 
testo  italiauo  del  riS2,  publicalo  per  cura  di  Enrico  Narducci, 
Roma,  tipograSa  delle  äcienze  matemalicbe  e  fisiche,  1859,  %^ 
grande. 

Welche  Masse  wicbtiger  und  zum  Thei!  sebr  umrangreicher 
Publicationen,  deren  weitere  überaus  intereesanfe  Charakterisirung 
in  der  verdiensllicben  und  lehrreicben,  titerariscb  wichligen  Schrift, 
^  wir  der  Aufmerlcsamkeit  unserer  Leser  nochmals  recbt  sehr 
ampfehlen,  selbst  nacbgeseheD  werden  muss! 

MSge  die  Vorsehung  item  trefflichen  Fürsten  noch  viele  Jahre 
Kraft  und  dauernde  Gesundbeit  schenken:  dann  vdrd  die  Wissen- 
schaft sich  gewiss  noch  vieler  scbOner  Früchte  von  seinem  edlen 
und  hochherzigen  Eifer  zu  erfreuen  haben! 

Fod  la  tfotta  Gennaiita  oflTrire  an  slmlle  privatot 

G. 

Passages   relatifs  a   des  soiumations    de    s^ries    do 

cnbes  extraits  de  mannscrits  arabes  in^dits  et  traduits 

pat  M.  F.  Woepke.    Rome.    Imprimerie  de, Propaganda 

(ide.     1863.     40. 

\        Herr  Woepke*),  der  sich  bekanDtJIch  schon  so  viele  Verdienate 

Kam  die  Geschichte  der  mathematiscben  Wissenschaften  ertvorben 

L 


*)  Deiien  i«  Paris  laidec  erfolgtep  'l'od  icb  ao  eben  erfahre 
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bat.  und  in  seinen  rühmlichen  Bestrebungen  von  dem  Fürsten  B«n- 
pagni  kräftigst  pefilrdert  wird,  liefert  in  dieser  der  Bescli* 
(ung  sehr  zu  empfehlenden  Schrift  die  Uehersetzung  von  fönf 
arabischen  Manuecripten  der  kaiserlichen  Bibliothek  in  Paris,  aus 
denen  namentlich  hervorgeht,  dass   die  Summirang  der  Reihe 

I",  2*.  33,  4',  ....  n» 
der  Guben  der  natürlichen  Zahlen  schon  von  Ibn  Albaonft, 
einem  marokkanischen  Mathematiker  des  Xlll.  Jahrhunderts,  ge- 
geben worden  ist.  Aber  .luch  vieles  andere  für  die  Geschichte  Am 
Mathemaltl  sehr  Wichtige  enthalten  diese  marokkanischen  Ua- 
nuäcrtpte,  und  ihre  Uehersetzung  wird  daher  von  Keinem,  der  der 
Bearbeitung  der  Geschichte  unserer  Wissenschaft  »icb  vridiMl, 
entbehrt  werden  können.  G. 


Arithmetik. 

Vorlesungen  überZahlentbeorie  von  P.C.  Lsjcfläi- 
Dirichlet.  Heraus  ge geh  en  von  R.  Dedekind,  ProreSBOi 
am  Collegium  Carolinum  in  Braunschweig,  BraVO' 
schweig.Friedr.  Vieweg  und  Sohn.     I&63.     S». 

Durch  die  Herausgabe  der  Dir  i  cbl  et 'sehen  VorlesBugen  Sber 
Zahlenllieorie  hat  Herr  Prof.  Dedekind  eich  ein  nicht  genugaa- 
znerkennendes  Verdienst  erworben,  und  znar  um  so  mehr,  weil 
die  Arbeit  in  mehreren  Beziehungen  als  eine  selbsIsUindige  n 
betrachten  ist,  indem  die  Hauptgrundlage  zwar  ein  im  Winter  1SS6 
bis  It^T  geschriebenes  Heft  bildet,  wozu  aber  von  Herrn  D.  thells 
nach  älteren  Heften,  theils  nach  Dirichlet'schen  Abhandlungem 
endlich  ganz  nach  eigenem  Ermessen,  Zusätze  von  nicht  i 
deutender  Ausdehnung  gemacht  worden  sind.  Wir  brauchen  picbt 
erst  zu  sagen,  dass  wir  dieses  Buch  lur  einen  vorlrefDichen  L^^ 
begriff  der  Zahtenibeorie  ballen,  welcher  einem  Jeden,  der  diesen 
schonen  und  wichtigen  Theile  der  mathematischen  Wissenscbafto 
ein  besonderes  Studium  zuzuwenden  beabsichtigt,  nicht  gemg 
empfohlen  werden  kann,  insbesondere  auch  deshalb,  weil  dasselbe 
von  den  elementarsten  Sätzen  über  Theilbarkeit  der  Zahlen  im 
Allgemeinen,  gemeinschaftliches  Maass,  absolute  und  relative  Prin 
lahlen,  Zabtencongrnenz  u.  e.  w.  ausgebt,  und  nur  nach  und  nacb 
in  schöner  Stufenfolge  in  die  höheren  Lehren  einführt.  Die  folgende 
Angabe  des  Hauptinhalts  njrd  dies  bestätigen  und  hoffentlich  w 
Verfasser  mathemalischer  Lehrbücher  veranlassen,  sich  ivenix 
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mit  den  ersteren,  den  sogenaonlen  Elementen  näher  liegenden  Ab- 
echnitteD  genau  bekannt  zu  machen,  weil  ihnen  (lieselljen  nicht 
wenige  schüoe  elementare  Darstellungen  für  ihren  Zweck  lierern 
werden:  Erster  Absrimitt;  Von  der  Theilbarkeit  der 
Zahlen.  —  Zweiter  AbschnUt:  Von  der  Congruenz  der 
Zahlen.  —  Dritter  Abschnitti  Von  den  quadratischen 
Resten.  ~  Vierter  Abschnitt:  Von  den  quadratischen 
Formen.  —  Fünfter  Abschnitt t  Bestimmung  der  Anzahl 
der  CJassen,  in  n-elche  die  binären  qnadratischen  For- 
men von  gegebener  Determinante  zerfallen.  —  Sup- 
plemente. I.Ueber  einige  Sätzevon  Gauss  ans  der  Tbeo- 
rie  der  Kreistbeilung,  —  11.  Ueber  den  Grenzwerth 
einer  unendlicben  Reihe.  —  III.  Ueber  einen  geometri- 
schen Sati;.  —  IV.  Ueber  die  Genera,  in  welche  -die 
Ctassen  der  quadratiscben  Formen  von  bestimmter 
Determinante  zer  fallen.  -  V.  Theorie  der  Potenzreste 
für  zusammengesetzte  Moduli.  —  VI,  Beweis  des  Satzes, 
dassjede  unbegrenzte  arithmetische  Progression,  deren 
erstes  Glied  und  Differenz  ganze  Zahlen  ohne  geraein- 
scbaftlichen  Factor  sind,  unendlich  viele  Primzahlen 
enthält.  -  VII.  U  ober  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der 
Kreist heilung.  —  VIII.  Ueber  die  Pell'eche  Gleichung.  — 
IX.  üeher  dieConvergenz  und  Stetigkeit  cinigerunend- 
lieber  Reiben.  —  Nochmals  sagen  wir  dem  Herrn  Heraus- 
geber unseren  närraaten  Dank  für  diese  wahrhafte  Bereicherung 
dei  mathematischen  Literatur.  Die  trefflichste  äussere  Ausstat- 
tung versteht  sich  bei  der  berühmten  Vorlagshandlung  von  selbst. 


Ge  omet  ri 


3S  et  analys^es  pal 
Officier  superieur  d'  ^tat  -  maj 
[laite,  ancien  rileve  de  I'Ecole  polytechnique,  auteur 
vn  Traitä  de  Perspective  -  relief,  etc.,  pr^cedees 
biographie  de  Desargues,  suivies  de 
EAnalysc  des  ouvrages  de  Bosse,  ^leve  et  ami  de  Des- 
\gues;  de  Notices  sur  Desargues  extraites  de  la  vie 
cartee,  par  Baillet;  de  Notices  diverses  surDe- 
bTgues  par  le  P.  Colonia,  Pernetty,  MM.  Poncelet  et 
Bbasles;  de  Notices  sur  la  Perspective  d'Aleaume  et 
Bigon;   sur  celle   de  Niceroa;   sur    celle   de    Gr^goiie 


I 
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I  Huret;    ■(   d'un    RecaeÜ    tri»  -  rare   de    divcri 
I  publica   contre    Desargaes.     Tome  1,     Avec 
I  Paria.    Leiber,  äditeiir.  1864.   8c.  —  Tome  11.    Avec 
che».    Paris.    Leiber,  editeur,    I86i.    8°. 

Man  tveies,  dass  Desargnes  (Girsrd)  oder,  wie  sein  t 
zuneilen,  nach  Herrn  Poudra  aber  mit  Unrecht,  geschrieben 
worden  ist,  des  Argues,  welcher  tu  Lyon  im  Jahre  1593  ge- 
boren worden,  und  eben  daselbst  im  Jahre  1662  geslorbeo  ist,  tod 
Poncelet  schon  im  Jahre  1822  „le  Monge  de  son  siöcle" 
geaannt  worden  ist,  und  zwar  in  Folge  seiner  vielen  und  wick- 
tigen  Erfindungen  gewiss  mit  vollem  Rechte.  Bis  dahin  war  die- 
ser scharfsinnige  Mathematiker  lange  Tast  ganz  unbekannt  uai 
unbeachtet  geblieben,  und  von  seinen  Werken  »usste  man  in 
Ganzen  wenig,  bis  Chasles  durch  einen  glücklichen  Znrall  bei 
einem  Buchhändler*)  in  Paris  im  Jahre  1843  eine  » 
gentachte  AbscbriTt  seines  Hauptwerks  über  die  Kegelschnitte 
entdeckte,  welches  kostbare  Mauuscripl  gegeDwSrItg  in  der  Biblio- 
thek der  Akademie  der  VVissenscharten  in  Paris  niedergelegt  ist 
zagleich  mit  dem  seine  Authenticitäl  bezeugenden  Briele  De  la 
Hire's.     Das  Werk  führt  den  Titel: 

Brouillonproiectd'uneatteinteaus  eoenenena 
des  rencootrcs  d'nn  cone  avec  nn  plan,  fu 
le  sieur  G.  Desargues  Liouais.    Paris.    1639. 

Ein  anderes  früheres  Werk  von  Desargues, 
j   erstes  Werk,  ist: 

Methode  nniverselle  de  mettre  en  perspectiv« 
les  objets  donn^s  reellemment  ou  en  derii. 
avec  leurs  proportions,  mesures,  eloignemenii 
Sans  employer  aucun  point  qui  soit  hors  da 
champ  de  l'ouvrage,  par.  G.D.  L.")  ä  Paris.  IftSÖ. 

[  welches  eich  bei  dem  Werke  von  Bosse  *")  über  denselben Gegm- 
\  stand  befindet. 

Das  dritte  Werfe  von  Desargues  ist: 


*)  libraire;  vielleicht  aocli  ..Bacher 
•")  Giraril,  Desargaea.  Ljnnneia- 
*•■)  M,  n.  über  Bosae  und  leineWerke  in 
„Analste   de«   onTrage«   d'Abrahaui   I 
Deaar^aei.'- 


w 
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Brovillo 


vniverselle  du  S.  ' 
du  trait  a  preaaes 


emple 


d'vDC     maai^re 

nt  la  practique 

;  des  pieires  en 

l'architecture;    et    de  rescEaircissement    d'une 

maniere  de  reduire  au  petit  pied  en  perspecti- 

re    comme  en   g^ometral    et  de  tracer  tous  qna- 

drans    plats    d'heures   Egales    au    aoleil.      Paris 

en  8ont  1640  avec  privilege. 

(velchem  sich  ein  Exemplar  auch  bei  der  Akademie  der  Wis- 

ichaFlen  in  Paris  befindet,  unglücklich erireise  aber  ohne  PigureD, 

Herr  Poudra  reconstruirt  bat. 

Je  unzugänglicher  alle  diese  Werke,  und  noch  andere  Schrir- 
'des  scharrsinnigen  Desargnes  bisher  waren:  desto  grösser 
ind  desto  wärmere  Anerkennung  verdient  daa  Verdienst,  ivel- 
)  sich  Herr  Poudra  durch  die  vorliegende  vollständine  Publi- 
ID  desselben  erworben  bat.  Dieses  Verdienst  wird  aber  durch 
Yen  dem  Herrn  Herausgeber  beigegebenen  Analysen  dieser 
«T  Weise  des  ITteo  Jahrhunderts  verfassten,  und  daher  fSr 
'an  die  neueren  Darstellungsweisen  getvühnteii  Matfaenialiker 
inigfache  Schwierigkeilen  darbietenden  Werke,  durch  welche 
YerständniEs  sehr  erleichtert  und  für  Viele  erst  müglich 
acht  wird,  noch  sehr  erhübet,  und  fordert  zu  dem  lebhaf- 
»I,  dem  Herrn  Herausgeber  zu  zollenden  Danke  auf.  Hiezu 
int  aber  endlich  noch,  dass  Herr  Poudra  sich  keineswegs 
ider  Herausgabe  der  oben  genannten  und  anderer  Schriften  von 
largues  begnügt,  sondern  in  den  beiden  Thellen  seines 
legenden  schönen  Werkes  überhaupt  Alles,  was  von  älteren 
neueren  Mathematikern  über  und  gegen  deo  genannten  scharf- 
Igen  Geometer  geschrieben  worden  ist,  gesammelt  und  Vieles 
dem  reichen  Schatze  eigener  mathematischer  Kenntnisse  bei- 
gt  hat.  Der  ganze  Inhalt  ist  schon  auf  dem  Titel  so  voll- 
dig  angegeben  worden,  dass  wir  uns  dadurch  weiterer  Mitthei- 
en glauben  überhoben  halten  zu  dürfen.  Dass  dieses  Werk 
1  fSr  die  Geschichte  der  Geometrie  von  gtösster  Wichtigkeil 
wird  kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung  bedürfen;  kein 
heiaatiker  wird  dasselbe  kfinflig  entbehren  können,  und  jeder 
.  gewiss  gern  dem  lebhaften  Danke  beistimmen,  den  wir  hier 
m  Poudra  für  sein  schünes  Werk,  dessen  Herausgabe 
irrendig  vielfachen  Schwierigkeiten  unterliegen  musste,  noch- 
^auszusprechen  für  unsere  Pflicht  halteu. 
} 
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AnraiigagTiinde  der  Naiur lehre  Tür  die  unteren  Klfir- 
sen  i]er  Mittelschulen.  Von  Or.  Jos.  Krist,  Lehrer  der 
Physik  an  der  k.  k.  Scbottenfelder  Ober-Realschule  in 
Wien.  Mit  291  in  den  Text  eingedruckten  Hnizschnit- 
len.    Wien.     Braumüller.     1864.    8». 

Aus  methodischen  Gründen,  die  wir  vollstSodig  billigen,  ist  in 
diesem  Eleraentarlehr buche  der  Physik  von  der  genühnlichea  An- 
ordnung des  Stoffes  insorern  abgewichen,  dass  diejenigen  Lebren, 
welche,  ivenigetens  bei  dem  Unterrichte  auf  Schulen, 
vorzugsweise  nur  eine  Begründung  und  Erläuternug  auf  dem  Wege 
des  Experiments  erfordern  und  zulassen,  —  also  die  Lehren  von  der 
Wiirnie.  von  den  chemischen  Erscheinungen,  von  dem  Magaefis- 
raus  und  von  der  Elektricität  —  vorangestellt,  diesen  Lehren  selbst 
jedoch  noch  die  allgemeinsten  Begriffe  über  die  Schwere  und  die 
einfachsten  Gesetze  des  Hebels  voraufgeschickt  worden  sind,  weil 
ohne  ilie  letzteren  eine  deutliche  Einsicht  in  den  Gebrancfa 
der  für  eine  grosse  Anzahl  der  wichtigsten  Experimeote  ganz 
unentbehrlichen  Wage  natürlich  gar  nicht  zu  erlangen  war.  Auf 
diese  vorzugsweise  das  Experiment  in  Anspruch  nehmenden  Leh- 
ren lässt  dann  der  Herr  Verf.  die,  eine  mathematische  Begründung 
erfordernden  Theile,  bei  denen  auch  die  hervortretenden  Natur- 
gesetze nur  in  strenge  mathematische  Ausdrücke  und  Formeln  ge- 
fasst  und  mittelst  derselben  zur  Anschauanggebrach t werden  kunnen, 
also  —  hauptsächlich  die  Lehren  der  Mechanik  und  Optik,  —  folgen. 
Wir  billigen,  wie  schon  erinnert,  diese  Anordnung  aus  methodischen 
Gründen  vollkommen,  und  haben,  so  weit  wir  mit  dem  Büchlein 
uns  bekannt  gemacht  haben,  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  nir- 
gends vermiflst.  Besondere  Anerkennung  verdient  es,  dass  der 
ganze  auf  Mathematik  basirenda  Theil  auch  wirklich  mathematisch 
gehalten  worden,  dass  nichts,  was  einen  mathematischen  Beweis 
erfordert,  ohne  einen  solchen  geblieben  ist;  und  wen»  auch  der 
Herr  Verf.  sich  dabei  mit  Recht  uiöglicbster  Einfachheit  bellelssigt 
hat,  so  istes  doch  auf  der  anderen  Seitesehr  erfreulich  und  erregt  ein 
sehr  gutes  Voturtheil  für  den  Zustand  des  physikalischen  Unter- 
richts auf  den  üsterreichischen  Mittelschulen,  wenn  derselbe  schon 

den  unteren  Klassen  dieser  Lehranstalten,  für  welche  das  ' 
vorliegende  Lehrbuch  beetiranit  ist,  in  einer  so  gründlichen  mathe-  j 
matischen  Weise  erthellt  werden  kann.  Ganz  eben  so  wie  auf  ■ 
den  preussischen  Realschulen  erster  Ordnung  ist  mit  Recht  auch  . 
hier  auf  den  mechanischen  und  optischen  Thell  vorzügliches  Ge-  | 
wicht  gelegt   worden,   was   richtigen  Ansichten  über   das   Wi 
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und  die  Bedeutung  des  physikalischen  Sohuluoterricbls  vollkommen 
entspricht.  Wir  glauben  das  Büchlein  der  Beachtang  der  Lehrer 
der  Physik  empfehlen  zu  dürfen,  indem  wir  nur  noch  bemerken, 
dass  die  äussere  Ausstattung,  namentlich  auch  riicksichllich  der 
291  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitte,  nichts 
tfaiig  läasl.  — ■  IVlit  anerkennungswerther  Pietät  hat  der  Herr  Verf. 
^Schrift  seinem  verdien  st  vollen  Liebrer,  Herrn  ProfesBor  Di 
'.  Knnzek,  Edlem  von  Liebton,  in  Wien,  gewidmet. 


Vermischte  Schriften. 

:ee   naturelles   du 


Saciete  des    sciences   nati 
de  Luxembonrg.     Tome  slxieme.     Ännee 
bourg.     Imprim^rie  Libraire  de  V.  Bück. 

Diese,  viele  ivertbvolle  Abhandlungen  enthaltenden  Schriften 
der  Soci^tä  des  scierices  naturelles  du  Grand-Duche 
de  Luxembourg  verdienen  jedeufallg  allgemeiner  beltnnnl  zu 
sein,  als  es  bis  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint.  Ausser  einigen 
kleineren  Aufsätzen  nalurbialorischen  und  chemischen  Inhalts 
(S.108— S.m.)  entbilt  der  vorliegende  sechste  Band  die  folgen- 
den in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  mathematischen  und 
physikalischen  Abhandlungen,  welclie  bei  Weitem  den  grüssten 
Theil  der  verdienstlichen  Sammlung   (S.  L— S.  107.)  einnehmen. 


cUllicIi  der 

wünschen 

Herr  Verf.  ^ 

fesBOT  Dr-  ^^^1 

d-Duchö  ^^1 

Luxem-  ^^^| 

8".  ^B 


e  la  relation  qui  existe  entre  la 
la  cbaleur  de  condactibiliteetla 
r  De  Colnet  d'Hnarti  Docteur  eji 
r^rAlhän^e  de  Luxembourg.   p.  I. 


Determination  d 
chaleur  rayoonante, 
chaleur  latente.     Pa: 

1   scieaces,  Professeu 

I   bi«  p.  64. 

Inhalt  und  Zweck  dieser  ganz  mathematisch  gehaltenen  Ab- 
handlung sind  durch  ihre  Ueberscbrifl  mit  vollständiger  Bestimmt- 
heit bezeichnet.  Dieselbe  erapfiehjt  sich  durch  Deutlichkeit  und 
mathematische  Strenge  sehr  der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser. 
In  der  Einleitung  ist  der  bei  der  ganzen  Untersuchung  eingeschla- 
gene Weg,  so  wie  die  leitenden  Prinzipien,  vollstJindig  angegeben, 
und  am  Ende  desselben  schliessl  der  Herr  Verf.  mit  den  folgen- 
den, das  Endergebniss  seiner  Untersuchungen  darlegenden 
Worten:  „C'est  en  suivant  cctte  marche  que  nous  avons  decouvert 
la  cause  commune  de  la  chaleur  rayonnante,  de  la  chaleur  di 
condactibilite  et  de  )a  cbaleur  latente-  La  premlere  est  uu  mou- 
vement  päriodique  de  Iranslalion  et  de  rotatian.  La  deuziime 
doit  son  exislence  aux  däformations  des  mol^cules ;  le  deplacement 
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roolricnlaiTe  aussi  bien  que  la  rotalion  qui  constitaant  le  pb^c 
diminueDl  avec  le  temps,  saas  devenir  jamais  rigoureuBement  nidi 
Enfin  la  chalenr  latente  prorient  de  ce  que  la  räpulsion  des  u» 
lecules  dälorm^es  atigmenle  rapidement  lorsqu'on  chauffe  le  corpi] 
et  il  doil  Döcesaairenient  arriver  une  öpoque  oü  eette  r^palsinB 
^gale  l'action  du  foyer  de  la  cbaleur.*'  Der  Herr  Verf.  hat  siA 
Bo  viel  als  mügllch  der  von  Lam^  in  der  „Theorie  matb^iiiB< 
tique  de  l'elasticife  des  corps  solides.  Paris  1852." 
gebranchten  Bezeichnungen  bedient. 

Sgr  les  courbes  du  Becond  de^r^  par  J.  P.  Michae- 
lis, Professeur  ä  l'Atb^nee.  p.ÖS.— p.IOS. 

Der  Herausgetier  des  Archivs  hat  bereits  in  einer  Reibe 
von  Abhandlungen  auf  den  grossen  Nutzen  hingewiesen,  wel- 
chen der  Gebrauch  der  von  ihm  sogenannten  Anomalien  (hei  der 
Ellipse  nünilich  z,  B.  der  Winkel  u  in  den  SubstilutionsformelD 
;r  =  aco9i(,  y^:b»\nu)  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  and 
bei  der  Lüsung  von  vielen,  diese  Curven  betreffenden  Aufgaben 
ge^vührt.  Alle  diese  Abhandlungen  und  Aufsätze  hier  nambaft 
zu  machen,  würde  zu  viel  Raum  erfordern,  weshalb  bier  nur  auf 
die  folgenden  hingewiesen  werden  mag: 

Die  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperb«!.  ans  «iAfiB 
neuen  Gesichtspunkte  dargestellt.  Tbl.  XXIV.  18S&. 
S.  370— S.  424. 

Ueber  ein  Theorem  von  Pagnano.  ThI.XXVI.  1866. 
S.  168— S.  204. 

Uaber  einen  allgemeiaen  Sats  von  den  Kegels cboit- 
ten.    Tbl.  XXIX.    1857.    S.5I9. 

Ueber  den  Flächeninhalt  in  oder  um  eine  Ellipse 
beschriebener  Oteiecke  und  Vierecke.  T hl.  XXX.  1858. 
8.11—5.45. 

Merkwürdige  Constrnction  des  grüastan  in,  und 
des  kleinsten  um  eineEflipse  beschriebenen  Vielecke 
von  gegebener  Seitenzahl.   Thl.XXX.    1858.   S.84— 8.02- 

Der  Satz  von  Cotea,  auf  die  Ellipse  erweitert. 
Tbl. XXX.  1858.  S.  104— S.  108. 

Der  Satz  des  PtoIemSus  (und  andere  Sätze  vom  KreiM). 

f  die  Ellipse  erweitert.    Thl.XXX.  1858.  8. 109— S.  113. 

Methode  die  Ellipse  xn  rectificiren.  Thl.XXX- 

K68.  S.  213- S.  228. 


T  hl.  XXX.         y 
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Je  mehr  der  Herauegeber,  wie  aus  diesen  Angaben  deutlich 
erbetlen  ntrd,  seil  einer  längeren  Reihe  von  Jahren  seine  Auf- 
merksam Iceit  uii  aus  gesetzt  dem  in  Rede  stehenden  tiegenstande  zu- 
gewandt bat,  und  dadurch  zu  einer  grüsseren  Anzahl  neuer  Re- 
sultate geführt  worden  ist:  desto  mehr  ist  er  erfreuet  worden,  dass 
Herr  Professor  Michaelis  in  Luxemburg  in  der  oben  genann- 
ten grfindllchen  und  der  Beachtung  sehr  zu  empfehlenden  Ab- 
handlung denselben  Gedanken  gleichfalls  aufgenommen  und  in 
ganz  seibstständiger  Weise  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  —  und 
zwar  der  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel,  —  mittelst  der  von  dem 
Herausgeber  des  Archivs,  —  der  es  sich  zu  ganz  besonderer 
Ehre  rechnet,  bei  diesem  Gegenstande  mit  einem  so  scharfsinni- 
gen Mathematiker  wie  Herrn  Professor  Michaelis  xusammenge- 
troffen  zu  sein,  — mit  dem  Namen  Anomalien  belegten  HGIIsvcinkel 
vollständig  durchgeführt  hat.  Ohne  weiter  auf  den  Inhalt  dieser 
sehr  lehrreichen  Abhandlung,  die  auch  verschiedene  neue  Sätze 
enthält,  die  Evoluten  der  Kegelschnitte  besonders  berück sichlitgt, 
die    allgemeineren    durch   die  Gleichungen 


(cT^(sr 


charakterisirten  Curven  als  zu  einer  Jibnlichen  lietrachlung  ivie 
die  Ellipse  und  Hyperbel  geeignet  nachweiset,  u.  dergl.  mehr  ein- 
gehen zu  künnen,  empfehlen  wir  dieselbe  der  sorgfältigsten  Be- 
achtung unserer  Leser,  die  aus  derselben  die  vielfachste  Beleh- 
rung schupfen  und  an  verschiedenen  eleganten  und  interessanten 
Resultaten  sich  erfreuen  werden,  nochmals  recht  sehr. 

Barora^tre  ä  cuvette  mobile,  par  M.  Job.  Sivering, 
inginieur.  p.  106~p.  107. 

Wegen  der  Beschreibung  dieser  neuen  Einrichtung  des  Baro- 
meters,  welche  allerdings  manche  Vortheile  darzubieten  scheint, 
und  namentlich  die  Transportabilität  des  Gefässbaroraeters  sehr 
erleichtert,  oder  vielmehr  das  Gefassbarometer  erst  leicht  und 
sicher  transportabel  macht,  müssen  wir  auf  den  kurzen  Aufsatz 
selbst  verweisen. 

Mögen  auch  in  ihren  späteren  Jahrgängen  die  Schriften  der 
in  sehr  verdienstlicher  Weise  wirkenden  Soci^t^des  sclences 
naturelles  du  Grand-Duchä  de  Luxembourg,  denen  wir 
«inen  ungestörten  und  ununterbrochenen  Fortgang  im  Interesse  der 
Wissenschaft  sehr  wünschen,  der  Aufmerksamkeil  der  Mathemati- 
ker und  Physiker  nicht  entgehen! 

SitsuDgshericble    der  kSnigt.    bayerischen   Akadai 
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Die  der  WiaBenBchaften 
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1863.     I.  Heft  in.     Steinheil:    Ueber  lUaasee  a  b< 
deren  Vergleichang  nach  einem   neuen  Princip.     S.  329.  —  H. 
Schlagintfceit:  Meteorologische  Resollate  aus  Indien  and  Hoch* 
(mit  vier  Beilagen).    S.341. 

1863.  I.  (Doppel-)HeftlV.  Steinbeil:  Ueber  ein  nea«s 
von  ihm  coiistruirtes  Marineremrohr  von  grüeserer  Heiligkeil  als 
die  bisherigen.  S.  468.  —  v.  Bezold:  {Jeher  das  Verbitten  der 
starren  Isolatoren  gegen  Elektricität.     S.  563. 


1863.     I[.  Heft  I.     Enthält  keine 
gehörende  Aufsätze. 

1863.  II.  Heft  II.  Kenngott 
Mineralspecies  (mit  Holzschnitt). 
stalt  des  Hämatit.     S.  234. 


I  den   Kreis  des  Archivs 


i)  der  Hessenbergit,  eine  neue 
.  2.     b)  Ueher   die  Grandge- 


1&63.  II.  Heft  III.  Steinheil:  Ueber  pbotograpbische  Trian- 
gulation und  Vermessung.  S.  304.  —  Seidel:  Ueber  eine  Anwen- 
dung der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bezüglich  anf  die  Schwan- 
kungen in  den  Durchsicht igkeitsverhülfnissen  der  Luft.  S.^ß.  — 
V.  Bezold:  Ueber  die  mathematischen  Beziehungen  zwiscl^^ 
den  kryslallograpbischeii  Grundgesetzen.     S.  350.  ^H 


Giorna)edi!Vlatcmati«headusDdeglistudenti  d«lle 
universitä  italiane,  puhblicato  per  cura  dei  Profesenri 
G.  Battagltni,  V.  Janni  e  N.  Trudi  etc. 

Die  vier  ersten  Hefte  dieses  in  jeder  Beziehung  sehr  zur 
Beachtung  zu  empfehlenden  neuen  mathematiscfaen  Journals  sind, 
mit  Angabe  des  vollständigen  Titels,  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXI. 
8.  10.  angezeigt  worden;  wir  freuen  ans,  jetzt  nachfolgend  die 
Fortsetzung  anzeigen  zu  können. 

Anno  I.  —  Maggio  1863.  Süll'  equazioni  differenElali,  che 
si  presentano  nei  problemi  di  meccanica;  nota  di  Remigio  del 
Grosso  p.  129.  —  Due  teoremi  di  determinanti,  diEnrico  Ovi- 
dio.  p.  135.  —  Teoria  delle  funzioni  ellittiche;  per  R.  Rnbini 
(coutinuasi.  v.  pag.  122.)  p.  140.  —  Esposlzione  di  diversi  sistemi 
di  coordinate  omogenee;  per  N.  Trudi  (continuaz.  v.  pag.  69.) 
p,  148,  —  Soluzioni  di  alcune  questionl  proposte  ncl  fascicolo  di 
febbraio  1863  del  Giornale  di  Terquem  inviatec!  da  aicuni  giovani 
Student!  (Cont.  v.  pag.  126).  p,159. 


UKrnrlicher  BeHehl  CLXIV. 

Anno  I.  —  Gingno  18G3.  Teoria  elementare  delle  famiD 
geometricbe  per  G.  Battaglini.  (cont.  r,  pag.  97.)  p.  161,  — 
Nota  sulle  serie  di  curve  d'indice  qualunque;  per  G.  Battaglini. 
p.  170.  ^-  Teorica  dei  contravarianti,  degl'  invananti  e  de'  covari- 
snti;  per  G.  Janni.  p.  174.  —  Nota  sopra  nn  problema  di  Geo- 
metria;  per  E  d'Ovidio.  p.l83.  —  Nota  sulle  curve  di  terzo 
grado;  per  N.  Salvatore  Dino.  p.  187.  —  Soluzione  delle  qni- 
stioni  proposte  dalProfesBOTe  Trudi  alla  pag.  91.;  perF.Gambar- 
della.  p.l90. 

Anno  1.  —  Luglio  1863.  Teorica  dei  contravarianti,  degl' 
invarianti  e  de'  covarianti;  per  G.  Janni  (cont.  v.  pag.  174.) 
p.  194.  —  Nota  Buir  eqnaziooi  differenziali,  che  si  pTesentano  nei 
problemi  di  meccanica  perRemigio  dei  Grosso  (conti iiu^ione 
y.  pag.  129. J  p.  203.  —  Esfensione  allo  epazio  di  tre  dimensioni 
dei  teoremi  relativi  alle  conichc  di  nove  punli,  per  Eugenio 
Beitrami.  p.  208.  —  Tearema  sulle  curve  algebricbe  per  N.  Sal- 
vatore Dino.  p.  217.  —  SoluKiooi  delle  tjuistioni  652  e  6SB  de' 
Nouvelles  Annales  per  Gaetano  Recchia.  p.  218.  —  Allra 
dimostrnzione  per  Ignaeio  Mareaca.  p.  220. —  Dimoslrazione 
dei  teorema  7"  proposto  dal  Prof.  E.  Pergola  nel  fasdcolo  di 
febbraio  dei  Giornale  Ji  Malematica  per  Giacomo  Mola.  p.221. 
—  De'  diametri  conjugati  paralleli  nel  sistema  di  due  superflcie  di 
aogradoperVincenzo  Janni.   p.  223. 

Anno  I.  —  Agosto  1863.  Sulla  Teoria  delte  comcbe,  nota 
di  L.  Cremona.  p.  225.  —  Teoria  elementar«  delle  forme  Geo- 
metricbe  per  G.  Battaglini  (continuazione  vedi  pag.  161.)  p.  227.  — 
Teorica  de  contravarianti,  degl'  iavariantt  e  de'  covarianti;  per  G. 
Janni  (cont.  v.  pag.  194.)  p.  240.  —  Dimostrazione  dei  teorema 
dei  signor  Trudi,  per  Alessandro  Allocali  e  Gaetano  Rec- 
chia. p.254.  —  Quistioni.  p.  256. 

Anno  I.  —  Setterabre  1863.     Nota  sull'  equazioni  differen- 

^^Bzlkli,  che  si  presentann  nei  problemi  di  meccauica,  per  Remigiu 

^BdAi  Grosso    (contin,    v.   pag.  203.)    p.  257.  —    AIcuni   locali   per 

^^K'Eid'Ovidio  discepolo  dei  professor  Sannia.  p.  265. —  Nota  sopra 

^^Mt  determioanti  minori    di    un    dato    determinante   per    Giuseppe 

^^R^anni.  p.270.  —  Teorica  di  determinanti  simmetrici    gobbi  per 

^^^Olldseppe  Janni.    p.  27i>.   —  Un  teorema   sulle  cabiche  gobbe 

^^  pflf  L.  Cremona.  p.  278.  —  De'  diametri  conjugati  parallel!  nel 

sietema  dl  due  superHcie  di  2"  grado  per  V.  Janni  (contin uazion» 

T.  pag.  223.)  p.280.   —   Sut  momento  di  una  forza  presa  lispetta 

ad  un  asse  per  V.  Janni.  p.  282.  —  Dimostrazione  di  an  teod 

di  Villarceau  perAlessandro  Allocati,  disGepolodelpToC| 

Sannia.  p.  284.  —  Altra  dimostrazione  dei  teoremi  provatiapi^ 


mazioD» 
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per  E.  d'Ovidto.  p.  2S5.  —  Intomo  ai  ■islemi  di  2"  ordiae  e  A  * 
2*  claue.     Nota  per  U.  Battagliai.  p.287. 

Addo  I.  —  Ottobre  1663.  Teorica  delle  fonzioni  ellilidte 
per  R.  Rabini  (continaaziooe  v.  pag.  147.)  p.  291.  —  Solle  tras- 
forroaEioni  geomelriche  delle  figare  piaoe,  noia  del  prof.  Laigi 
Creniona  (estralta  dal  tomo  IT.  serie  2')  delle  Memorie  deir 
Accademia  delle  Scienze  dell'  Istitato  di  Boloftoa).  p.  305.  —  Solu- 
xioni  delle  questioni  16,  17  e  18  per  G.  Battaglini.  p.  311.  — 
Cotrispoodenza.  p.  317.  —  Questioni.  p,  318. 


I 


I  Annali  diHatematicapnraed  applicata  pnbblicati  di 

Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa. 
P.  BrioBchi  a  Pavia,  A.  Genoccbi  a  Torino,  B.  Tarto- 
lini  a  Roma.  4*>.  (S.  Literat.  Ber.  Nr.  CLXI.  S.  12.) 

Tom.  V.  Nr.  2.  Inlorno  la  risolazione  delle  eqoazioni  alge- 
bricbfl  generali  raediante  trascendenli.  Nota  di  A.  Pievaoi.  p. 
57.  —  AIcune  proprietä  di  una  cutva  trascendente.  Nota  di  H. 
Axzarelli.  p.  7*2.  — '  Sur  les  volumes  des  aurfaces  polaires.  Par 
T.  A.  Birst,  p.  79.  —  8iilla  rifrazioae  di  una  sapposta  atntosfBra 
Innare.  Nota  di  F.  O.  Mossotti.  p.  102.  —  Note  relative  ä  la 
foDction  X*.  Par  A.  Le  Cointe.  p.  106.  —  Qaestion  sui  an  je« 
decartes.  Par  A.  Le  Coiote.  p.l08.  —  Blviata  bibllosrailca, 
Giornale  di  Matematicbe  ad  ubo  degü  studenti  delle  Uaiversitä 
ItaKaoe.    Napoli  1863.   p.  111. 


O  a  1  i  1  e  i- 


indem  icb  diese  Nummer  des  literariscben  Bericbta  zu  scblies- 
sen  im  Begriffe  bin,  macbt  mir  Herr  Professor  1.  Fiedler  am 
Gymnasium  zu  Leobscbtltz  die  erfreuliche  Mittbeilung,  dass 
von  ibm,  zunächst  veranlasst  dutcb  meine  Aufforderung  in  Nr.  CLX. 
des  literarischen  Berichts,  am  Vorabend  des  18.  Februars  d.  J. 
eine  angemessene,  sehr  n-iirdigej  Festlichkeit  zur  Feier  des  Tages, 
an  welchem  vor  300  Jahren  der  grosse  Galilei  geboren  wurde, 
veraastaltet  worden  sei,  wobei  Herr  F.  zugleich  bemerkt,  dass  er 
kein  Jahr  verdbergehen  lasse,  ohne  seinen  Schülern  ein  Bild  der 
grossen  Corypbäen  der  Mathematik  und  Physik  vorzuführen,  leb 
■age  Herrn  Professor  Fiedler  den  aurrichtigsten  Dank  ftfr  diese 
sehr  erfreulichen    MittheilungeD. 
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Greifswald,  im  März  1864. 
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